Fouille dexercices n®23 Espaces vectoriels

E spaces vectoriels |

 ESPACES VECTORIELS

Exercice | : Déterminer si R?, muni des lois internes et externes suivantes, est ou n’est pas un
R-espace vectoriel :

[} (a,b) + (c,d)
(2] (a,b) + (c,d)
(a,b) + (c,d)

Exercice 2. : Soit E = R% x R. On définit sur E :

(a+c,b+d);Ma,b) = (a,Ab), A € R.
(a+c,b+d); Ma,b) = (\a, A\?b),\ € R.
(c,d); Ma,b) = (Aa, Ab), A € R.

— laloi ® par (z,y) @ (2',y') = (z2",y + ')
— une loi externe - & coefficients dans R par A(z,y) = (2}, \y).

Vérifier que (E, @, ) est un Rev.

Exercice 3 : R2, muni de la loi + usuelle et de la loi externe définie par A(x,y) = (Az,0) est-il

un Rev ?
Exercice 4 : Parmi les ensembles suivants reconnaitre ceux qui sont des sous-espaces vectoriels pour les lois
usuelles.
‘ {fe F(R,R)| f(1) =0}. L’ensemble des fonctions sur [a, b] continues, vé-
R, R =1}. b
2] (feF®RRISO0 =1} rifiant f(a) = 7£(b) +/ £3 f(¢) dt.
[3] {(z,y) €eR’|z+ay+1>0} A
3 L’ensemble des fonctions sur R qui sont nulle
{(2,y,2) € R3/a +y =0}, -
5 en 1 ou nulle en 4.
{(z,y,2) eR?/2y = O} L’ensemble des fonctions sur R qui peuvent
@‘ {(z,y,2,t) ER*/x =0,y = z}. s’écrire comme somme d’une fonction nulle en 1
‘ {(z,y,2) € [R?’/x =1} et d’une fonction nulle en 4.
) I - *
R? /2 < L’ensemble des polyndémes de degré exacte-
{(z.9) € R/z? + 2y > 0) N
@ L’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] vé- 23] L’ensemble des fonctions de classe €2 vérifiant
1 4 2
riﬁant/ sin(z) f(z)dx = 0. frrwif=0. oo .
o 4] L’ensemble des primitives de la fonction ze” sur
‘ L’ensemble des polynémes ne comportant pas de R.

terme de degré 7.
L’ensemble des fonctions paires sur R.

‘ {feRR/3(A,9) eRZ,Vz €R, f(z) = Acos(z—p)}.
‘ L’ensemble des fonctions réelles sur [0, 1], conti-

nues, positives ou nulles.

N
(S}

L’ensemble des nombres complexes d’argument
w/4+ km, (k€ Z).

L’ensemble des points (z,y) de R?, vérifiant
sin(x + y) = 0.

L’ensemble des vecteurs (z, y, z) de R® orthogo-

[
=2}

14| L’ensemble des fonctions réelles sur R vérifiant naux au vecteur (—1,3,—2).

lim f(z)=0. {(z,y,2) ER3/z+y+2z=0et 2z —y+ 32z =0}.
xr—+00
’ : 1
L'ensemble des solutions (z,,2,,%s) du sys- L’ensemble des fonctions de classe ¢
teéme : L’ensemble des fonctions monotones
2z, ; Za +7m3 = 8 L’ensemble des fonctions f telles que
x, —4xy +Txy = _
T, +3x, —6x3 = 0. dz € R, f(z)=0
L’ensemble des fonctions nulles sur [0,1]
L’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] vé- ) L -
ifiant £(1/2) = 0 L’ensemble des fonctions périodiques de période
rifian =0.
Lo T (T fixé).
L’ensemble R} pour les opérations « & y = zy

w w w w w N N N N N
"N w N - (=} © 0 ~ w N

L’ensemble des fonctions ayant une limite dans
et \-x =2 (AER).

L’ensemble des fonctions impaires sur R. R en +oo.

Lycée Jules Garnier

PTSI

=



Fouille dexercices n®23 Espaces vectoriels

Exercice S : On note :
— F={(z;y;2) eR¥/z +y—2=0}.
— G={(a—b;a+bsa—3b) / (a;b) € R?}.

‘ Montrer que F et G sont des sous espaces vectoriels de R3.
Déterminer F N G.

@ SOMME DIRECTE

Exercice & : Soient C I’ensemble des suites réelles convergentes, C, I’ensemble des suites réelles
convergeant vers 0, et D ’ensemble des suites réelles constantes.

‘ Montrer que C, C, et D sont des sev de RM.
[2] Montrer que C = C, @ D.

Exercice T : On note :
P {(ey ) e R e -2y =0},
— G={(z,y,2,t) € R, 2+ 2243t = 0}.

Montrer que F et G sont des sev de R*. Sont-ils supplémentaires ?

Exercice & : Soit E l’ensemble des matrices carrées d’ordre 2 sur R.

On note :

. F_{(_ab 2“_”) cE/ (a;b)e[RZ}.
a 3a+b .
— Gz{(_b —2a—|—b> ceE/ (a,b)e[RQ}.

Montrer que F et G sont des sous espaces vectoriels de E.
‘ Montrer que E =F & G.

Exercice 9 : Soit E un K-ev, F, G deux sev de E, et H un supplémentaire de F NG dans G.
Montrer que F + G = F @ H.

Exercice [O : Soit n € N (n > 2). On pose e = (1,1,---,1) € C", et F = Ce.

On définit G = {(zl,ZQ,---,zn) €EC/ D 5 = 0}-
k=1

Montrer que F @ G = C".

Correction : Jonbons que FoG=C" ie

—Febtwmboub—e/wrowu&dbnie@de@n; —FﬂGZ{O};
—G%mefwumdded:”; _F4+G=C"

Run F+G=Cn

— F o G sonb dainement des news des C™.

~ F+GCC" : immédiak
FNG={0} : touk 2 de FNG séonit (AN, A) avec nA =0 <= A=0. Donc z=0.
~C"CF+G: St u=(ay,ay,-a,)cC"
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W%?W%£WTEF&yEG%WUZQZ+y
@’ﬂ/Q/I
- xedewJZmJ:eAe@@@%@x:Ae:(A,A,---,A).
- yGdewyZ(Zl,ZQ7--~.,Zn>wueoZZkZO
k=1

)\+21:a1

1 n
by —a ‘ A= — a
u = x + Yy donc .+22 %2 @m{ n;k

: Vke[[i,n]}7zk:ak—)\
Az, =a,

1 n
@frvo/:l?:/\fia/ueo/\:ﬁ;ak & y=(a3— A\ ay— A, a, — ).

Foit u = (a1, aq,--a,) € C™

= \e amec :1 nak
Wﬂm@nw{l A A nkz::l

y=(ay —Aayg— X\ -,a, —N)
@%@&Mb :

- rx€eF
- yeG

@wg@et, Z(ak—)\): (Zak> —nA=0.
k=1 k=1
- 71/:.13+y : &Q%Q‘tj x+y:(Av)‘v"'vA)+(a17)\7a27A7'”7an7)\)

= <a17a27"'an) =u.

Condusion, wE€F+G dono C" CF+C puin C" CFBG.

Exercice | : Soit G = {P € R;[X] /X(X + 1)?|P}.
Montrer que G est un sous espace vectoriel de Ry[X].

Aide : On écrira G sous la forme vect (P, Po, P3) avec Py, P, et P3 trois polynémes de R5[X] & déterminer.

Montrer que R;[X] = G @ Ry[X].
Exercice [ : On note :

— F={fe%" (R;R) / f(0) = f'(0) = 0}.

— G={z+—>ax+b/ (a;b) € R?}.
Montrer que F et G sont des sous espaces vectoriels supplémentaires de ¢ (R;R).
Exercice 3 : Soit E = D?(R,R).
On note :

— G={f€eE, f"—=2f +5f=0}.

— H={f€E,[f(0)=f(0)=0}.

Vérifier que G et H sont des sev de E.

Sans calcul, justifier que G et H sont en somme directe (dans E).
Prouver que G et H sont des sev supplémentaires de E.

Exercice [+ : Dans E = ., (K), on consideére :

— F le sous-ensemble de E composé des matrices de trace nulle.
— G ={Al, /X € K} celui des matrices scalaires.
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Montrer que F, G sont des sous-espaces vectoriels de E, et que E =F & G.
Exercice IS : Soient n € N*, a € Ret E =R, [X].
[1] Justifier que F = {P € E/P(a) = 0} est un sev. de E.

‘ Déterminer un supplémentaire de F dans E.

@ APPLICATIONS LINEAIRES

Exercice |6 : En admettant que les applications suivantes sont linéaires, déterminer leur noyau
et leur image.

[} f: RX] — R[X] [4) j: #,(R) — M,(R)

P +— XP M — M-—MT
2]g: © — € G k: RY — R

(:Evya Z) — (‘,B —zZ,Y + Z) (un)neN > (un+1 — 2un)

neN

‘ h: R? — R?
Exercice [T : Soit E un K-ev et f,g € Z(E). On suppose que f et g commutent (fog=go f).
Démontrer que ker f et Im f sont stables par g.

Exercice & : Soit E un K-ev et f,g € Z(E). On suppose que f et g commutent (fog=go f).
Démontrer que ker f et Im f sont stables par g.

Exercice |9 : Soit v un endomorphisme d’un espace vectoriel E.

k+1

Montrer que pour tout entier k, on a ker u® C ker u ™! et Imu C Imu*.

Exercice 20 (Imace, noyau) : Soient E, F, G trois espaces vectoriels, u € Z(E,F) et v € Z(F,G).
[1] Montrer que :

(=) ker (vou) = u "t (kerv). (<) Im (v =v(Imu).
(1) ker (u) C ker (vou). (@) Im (vou) C Imuw.

[2] En déduire que si u est un endomorphisme de E, alors
ker (u) C ker (u?) et Im (u?)C Imu.

Prouver que ker (u) = ker (u2) <= ker (u) N Im (u) = {0g}.
Exercice 21 : Soit f € L(E).
Montrer que ker (f) NIm(f) = f(ker (f2)).
Correction @ Joun monbren Légalite ker f N Im f = f(ker f2), nous mantrons bo, doullle inclusion.
S%U;yekerfmmf,oﬂmf(y)zoetiﬂmxwzwy:f(x).
@evﬂq@]ﬂ 2)) = f(y) =0 donc = € ker f2
Comme y = f(z) dows y € f(ker f2). Done ker fNIm f C f(ker f2).
Burn Laubre indusion, nous avons déja, que f(ker f?) C f(E) = Im f. De PZw flker f2) C ker f, can ti
y € fker f2) i ewiste x € ker f2 t@,@wy:f( ) e f2(x *Own,?ﬂqwe f(y) =0 donc y € ker f.
Ron conséquent f(ker f%) C ker f (1 1m f.
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Exercice 22 : Préciser si .Z est injective.

f: R? — R?

(z5y) = (v+y;2z—y)

‘ Z R3 — R?

(LU,y,Z) — (x+y—z,2x—y+z)
Z R3 — R¢

(x,y,2) +— (r+y+z,c+y—z,x—y+z,—x+y—+2)
‘ Z R4 R2

—
(,y,2,t) +— (x4+2y+3z+4t,—x—y+ 2)

Exercice 23 : Déterminer les noyaux, images, et déduire éventuellement I'injectivité et la sur-
jectivité des applications suivantes :

D: €' (1;R) — €°(1;R) P: ¢°(;R) — ' (;R) ,a€cl
[ 2]
b= roo [rwa

Exercice 24+ : Montrer que I’application suivante est un automorphisme et expliciter son au-
tomorphisme réciproque

K R3 — R3
(x,y,2) +— (z+4z,24+y—2z2y+ 2).

Exercice 25 : Soit E les Rev des applications f de classe € sur R, et D : — E
—

E
f f”
Vérifier que D € Z(E).

[2] Déterminer ker (D) et Im (D).

A-t-on E = ker (D) @ Im (D) ?
Exercice 26 :

‘ Montrer que pour tous polyndémes P, Q, tout endomorphisme u et tout scalaire A :
@ (AP +Q)(u) = AP(u) + Q(u)
©) (P-Q)(u) =P(u) e Q(u)
@ Deux polynoémes en le méme endomorphisme » commutent.

[2] Soient P € K[X] et u € Z(E).

On dit que P est annulateur de u si P(u) est 'endomorphisme nul :

Montrer que ’ensemble des polynémes annulateurs de u est un sous-espace vectoriel de
K[X], et que si P € K[X] est annulateur de u, alors tout multiple de P 'est également.
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