
Devoir en temps libre n𝑜15 Pour le 3/10

Suites et dénombrements

Exercice 1 : Coco, le perroquet du capitaine Haddock, ne possède que neuf mots dans son
vocabulaire. Trois mots de la vie courante : « allô », « dring », « caramba » ; mais aussi six expres-
sions inspirées du capitaine : « mille-sabords », « tonnerre », « ectoplasme », « moule-à-gaufre »,
« bachi-bouzouk », « malotru ».

On suppose que chaque phrase prononcée par le perroquet contient exactement six mots (possi-
blement répétés).

1 Combien de phrases Coco peut-il prononcer ?

2 a Combien de phrases contiennent exactement six mots différents ?
b Combien de phrases contiennent exactement cinq mots différents ?
c En déduire le nombre de phrases contenant au moins cinq mots différents.

3 On suppose dans cette question que Coco n’utilise qu’une seule expression du capitaine,
« malotru », et que tous les autres mots proviennent de la vie courante.

a On fixe 𝑝 ∈ J0 ; 6K. Combien de phrases Coco peut-il faire dans cette situation, en
plaçant exactement 𝑝 fois le mot « malotru » ?

b En utilisant une approche combinatoire, justifier la formule 46 =
6

∑
𝑝=0

(6
𝑝
)36−𝑝.

On ne fera aucun calcul.

Exercice 2 :

1 Montrer que, pour tout entier 𝑛 ⩾ 1, il existe un unique réel 𝑥𝑛 ∈ [0 ; +∞[ tel que
𝑒𝑥𝑛 − 𝑥𝑛 = 𝑛.

2 a Montrer que pour tout 𝑛 ⩾ 1, 𝑥𝑛 ⩾ ln(𝑛) et en déduire lim
𝑛→+∞

𝑥𝑛.

b Vérifier que pour tout 𝑛 ⩾ 1, ln (1 − 𝑥𝑛
𝑒𝑥𝑛

) = ln(𝑛) − 𝑥𝑛.

En déduire 𝑥𝑛 ∼
𝑛→+∞

ln(𝑛).

3 On pose 𝑣𝑛 = 𝑥𝑛 − ln(𝑛).

a Montrer que lim
𝑛→+∞

𝑣𝑛 = 0 et ∀ 𝑛 ⩾ 1, 𝑒𝑣𝑛 − 1 = ln(𝑛)
𝑛

+ 𝑣𝑛
𝑛

.

b En déduire un équivalent simple de 𝑣𝑛 puis montrer que

𝑥𝑛 =
𝑛→+∞

ln(𝑛) + ln(𝑛)
𝑛

+ o ( ln(𝑛)
𝑛

) .
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