]_ Semaines 20 et 21

Analyse asywptotiQue, dénomperements et espaces
vectoriels

Question de cours : Donner le DL,(0) de e®.

Déterminer le nombre de parties de E (en explicitant le décompte des parties de E d k éléments).

Exercice | : Déterminer le DL5(0) de : Sln(mi,
. sin(z) 1 1, 1 4 5

Oorrection : ——~=1— -2 — — =
Correcti pr— 57— 152"+ 5o’ +o(a?)

p
Exercice 2~ : Montrer que Z Z) (n : —on[ "

cormesen 2(1) (1) £ () 6) )

Exercice 3 : Soit € I'ensemble des fonctions croissantes de F (R, R).
P est ’ensemble des fonctions qui peuvent s’écrire comme différence de deux éléments de €.

Montrer que V est un R—espace vectoriel.
Correction :

B0=0—-0€V donc V #0;
n Joienk f,ge V.

g}%dégmw%mwmf:ﬁ_fz b g =91 — 9o amec fi,f2,91,90 €C.

OWO/f+g:(f1_f2)+(91_92):(f1 +91) = (fa + 92)-

@mfl—i—gl,fz—l—gzE@(Q@bmwmdedmgom(ﬁmmmmmwmmmnbe)dmwf+geV

m Joienk fEV L AER

g}mdégk/mmFMMfol—fQ cmse,ofl,fzee.

FAx=0dlons Nf =A(f, — fo) = AfL — Ay €V con Afy, Af, € C.

Fox<0dlow AN =A(fy — fo) = —Afy — (=Af1) €V can —Afy, —Af) € C.
@frv@rvdédmbcr\wV%bmm—wwde?(ﬂ?,ﬂ?).@%bdmwm R-ew.
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2 Semaines 20 et 21

Analyse asymptotiQue, dénomprements et espaces
vectoriels

. 1
Question de cours : Donner le DL,(0) de 1 .
—x

Vect (uy, ..., u,) est un sous-espace vectoriel : c’est le plus petit espace vectoriel contenant la famille
au sens de l’inclusion.

. In(1
Exercice | : Déterminer le DL5(0) de : In n(l +2)
x
. . In(1+z) 1 5 , 1., 5
Correction : In — =3¢ + 2% Y + o(z?).

Exercice 2 : Soit n € N*. On considére un ensemble fini E & n éléments.
Combien y a-t-il de couples (X,Y) € P(E)? tels que X C Y ?

Correction : Z (Z on—k — 3n
k=0

Exercice 3 : Soit G={ueR",VneNu,,o =3u,, +2u,}.

G est-il un espace vectoriel 7
Correction :

m O€Edone G+#0;
l?MU,UEEetAJLGR

@fn/c:, <)\’LL+,U/U)R+2 = )‘un+2+/j‘vn+2 = )‘(3un+l+2un)+ﬂ’(3vn+l+2vn> = 3(/\u+/”“])n+1+2()‘u+ﬂv

?MW Au+ po € G

Om%d@%wG%ﬁmW—WWd@RN@%LMUM[R—%.
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3 Semaines 20 et 21

Analyse asymptotiQue, dénomprements et espaces
vectoriels

Question de cours : Donner le DL4(0) de (14 x)®.

F + G est un sous espace vectoriel de E.

Exercice | : Déterminer le DL,(0) de : /cos(z).
. 19
Correction : cos(x) =1— 1 % — 9% xt — 5760 2% +o(z").

Exercice 2. : Si 30 personnes sont présentes & un réveillon et si, & minuit, chaque personne fait
2 bises a toutes les autres, combien de bises se sont-elles échangées en tout? (On appelle bise un
contact entre deux joues...)

Correction : TJQLOW (32()) gwmdecﬁm 2 personnes panmi 30 of done 2- (?) = 870
bines.

Exercice 3 : Soit E = {P € R[X]|P(0) = P(1)}.

E est-il un espace vectoriel ?
Correction :

m O€Edow E+£0;
m Sient P,QEE o \ueR

On a (AP 4+ 1Q)(0) = AP(0) + #Q(0) = 0 e de méme (AP + uQ)(1) = 0.

?MW@AP+MQGE.
@n%MwEwmm—WWd@R[X]e%ﬁMm R-ens.
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4: Semaines 20 et 21

Analyse asymptotiQue, dénomprements et espaces
vectoriels

Question de cours : Donner le DL,(0) de tan(z).

Caractérisation de la somme directe.

Exercice | : Déterminer le DL5(0) de : /1 + sin(x).

. 1 1
Correction : 1+sin(z) =1+ 3873 % — yr 23 +o(z?).

Exercice 2 : Un étudiant s’habille trés vite le matin et prend, au hasard dans la pile d’habits,
un pantalon, un tee-shirt, une paire de chaussettes.

Il y a ce jour-la dans l'armoire 5 pantalons dont 2 noirs, 6 tee-shirt dont 4 noirs, 8 paires de
chaussettes, dont 5 paires noires. Combien y-a-t-il de fagons de s’habiller 7

Quelles sont les probabilités des événements suivants : il est tout en noir ; une seule piéce est noire
sur les trois.

Correction : %mb@w@e@bmwﬁ&t(P,T,C):&3,@5x6x8:240b@nmd/;%mrm.

m <<T onk touk on moin?> - dewmﬁmdegawa%mww?%w de2><4><0*40g<1§0/nb/

1

&W&Mmdgﬁm“%%twmm»%tm 240 =5

[ <<%mb&£ew%twﬁem@e@bm >>:m,otofrmb@e>b@w€yrwnv®71ba:
NIQ@WW(W)wWNQ?@WW&%ﬁ%@@&W N, (o
WMW<M)MW@%@W¢%WW
(N, N5 N N5) U (N, NN, nG) U (K N G AN,

Bev brois evsnements sont disjoinks, louns rm@o&!&m vajoutent. Lo me de Levsnement

<<WW&W%LWM8%M>>%LM: 0.325.

Exercice 3 : Déterminer lesquels des ensembles E; et E, sont des sous-espaces vectoriels de R3.
E, ={(z,y,2) € R? | 3x—Ty ==z}

E, = {(z,y,2) € R? | 22— 22 =0}.
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4: Semaines 20 et 21

Correction :
() (0,0,0) € E,.
Foient (z,y, 2) & (2,4, 2") dewco doments de E;. On o done 3z—Ty = z &b 32/ =Ty’ = 2.
Done x+2)—Tly+vy)=(2+2) dov (z+2",y+y,z+2) OTW\L & Ey.
@ Foit A€ Reb (2,9, 2) € By. Mons lo nelation 32—7y = Z“”‘WW 3(Az)—=T(A\y) = Az
donc que Mz, y, 2) = (A\x, Ay, \2) aﬁwnﬁemt & Ey.
E, = {(z,y,2) € R? | 22 — 22 = 0} cetb-a-dine Ey = {(7,y,2) € R® | 2 = 2 ou & = —2}.
@cyn;o (1,0,*1) ek (1,0, 1) med:d B, mais (1,0,*1)+(1,0,1) = (2,0,0) WIW
Pob,c‘uEQ w%%t%mbecrqemwrabmm—%wmmeﬂde R3.
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5 Semaines 20 et 21

Analyse asymptotiQue, dénomprements et espaces
vectoriels

Question de cours : Donner le DL,(0) de ch ().

Déterminer le nombre de parties de E (en explicitant le décompte des parties de E d k éléments).

Exercice | : Déterminer le DL5(0) de : (1 + z)2.

. 1 5 3
Correction : (1+2)* =1+ 22— 5 3+ G zt— 1 x5 4 o(x).

Exercice 2 : Soit n € N*. Déterminer le nombre de surjections de [1,n + 1] sur [1,n].
Correction :© f: N,y — N, esh sunjedive <= &m@w@mw&éﬂ@m@mw

d@umwnbécéd@nbm,?;%aubve@%awﬁmd@m@nﬁwm

(n;—l) xnx(n—1)!= 771(”;—1)!
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5 Semaines 20 et 21

Exercice 3 : Déterminer lesquels des ensembles E; et E, sont des sous-espaces vectoriels de R3.
Es={(z,9,2) €R® | a+y—z=a+y+2=0}

B, ={(z,y,2) €R® | 2(a? +y?) =0}.

Correction :
Ege}abunvm—%wu}wmeﬂdeﬂ%g.&ba%&:
(=) (0,0,0) € E;.
Soownb (z,y,2) & (2,y,7) dewe lementn de E,. On o done
TH+y—2z =a2+y4+z=0e 2/ +y —2 =2 +y +2 = 0. Donc
z+2)+Wy+y)—(z+272) = @+2)+@w+y)+(=+2) = 0 &

(x,y,2)+ (2,92 )= (z+a",y+y,z2+2") W & Es.
@%d: AER e (2,y,2) € E,. ﬁ:@ofw&»w@uﬂmux+y—z:x+y+z20m7u&ﬂww
AMA Ay —Az= r+A\y+Az2=0 dozmocwe Mz, y,2) = (A, Ay, A\z) OTWV\L@E?,.
EB% wecleunt (1,0,0) ek (0,0,1) GMU/LD‘WML & E4 maik Q@U/'L HoMUMEe

(1,0,0) + (0,0,1) = (1,0,1) ne lui appentient on dono Ejy mest pon un boub-ebpace
wectoniel de. R3.
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6 Semaines 20 et 21

Analyse asymptotiQue, dénomprements et espaces
vectoriels

. 1
Question de cours : Donner le DL,(0) de T2
x
Vect (uq, ... ,u,,) est un sous-espace vectoriel : ¢’est le plus petit espace vectoriel contenant la famille

au sens de l’inclusion.

Exercice | : Déterminer le DLg(0) de : e*5(®),

. ) 1 1
Correction : 5% =1 4 22 + 3 zt + 130 2% + o(z9).

Exercice 2 :
Combien y a-t-il d’entiers naturels de s’écrivant (en écriture décimale) avec p chiffres ?

Combien y a-t-il d’entiers naturels de s’écrivant avec p chiffres ne comportant pas de 0 dans
leur écriture ?
Quel est le pourcentage de nombres s’écrivant avec 46 chiffres ou moins, et qui comportent

le chiffre 0 dans leur écriture.
Correction :

9 x 1071,
9r.

46 1

SgewﬁnTuQé/mwnIamgbt9+92+"'+946=9X 99__1 .

46 1

9
gepmmwﬁ%e%bdmwl—gxmwgg,l%.

Exercice 3 : On considere les vecteurs v; = (1,0,0,1), v, = (0,0,1,0), v3 = (0,1,0,0),

v, = (0,0,0,1), vy = (0,1,0,1) dans R*. Vect{v,,v3,v,} et Vect{v,, vy} sont-ils supplémentaires

dans R*?

Correction : NMQ%MWMMWMWM@MMQ/%@M@WI %
Mm@mmﬁww&%ﬁmwmmWUS = U3+,
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7 Semaines 20 et 21

Analyse asymptotiQue, dénomprements et espaces
vectoriels

Question de cours : Donner le DL,(0) de sin(x).

Déterminer le nombre de parties de E (en explicitant le décompte des parties de E a k éléments).

Exercice | : Déterminer le DL,(0) de : In

. tan (z) 1 13 251
Correction : In XMW 22 204 6 7,
rr T 37 g0 T aggs ol

Exercice 2 :
On dispose de 5 couleurs pour colorier un drapeau constitué de 6 bandes, deux zones voisines
 ne pouvant recevoir la méme couleur. Dénombrer les coloriages possibles.
On colorie chaque carreau d’un quadrillage rectangulaire de 50 carreaux soit en vert, soit en
jaune, soit en rouge. Combien y a-t-il de coloriages possibles ?
Combien y a-t-il de mots de 5 lettres qui finissent par une voyelle 7 par deux voyelles dis-

tinctes 7
Correction :

5 x 45 = 5120

On calonie haque carnean d'un quadrlllage nectangulline de 50 carneanc soit en, went, soit en
MWL%W%@.EW%@—D{Q@WW&&@%)

une voydlle + 264 x 6 dowco voyelles distincten 26° x 6 x 5.

Exercice 3 : Soit E = R[X] I'espace vectoriel des polynomes. On définit
B, = {P € B (X — a)/P}
pour a € R.

Montrer que si a # b alors E = E, + E;.

La somme est-elle directe ?
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8 Semaines 20 et 21

Analyse asymptotiQue, dénomprements et espaces
vectoriels

Question de cours : Donner le DL,(0) de In(1 + z.

Vect (uy, ..., u,) est un sous-espace vectoriel : c’est le plus petit espace vectoriel contenant la famille

au sens de l’inclusion.

Exercice | : Déterminer le DL;(0) de : In Smagm).
; i 1 1
Correction : WS _ 1. L 4 N

Exercice 2 : Si 30 personnes sont présentes & un réveillon et si, & minuit, chaque personne fait
2 bises a toutes les autres, combien de bises se sont-elles échangées en tout? (On appelle bise un
contact entre deux joues...)

Correction : X y o (32()) Kag,orm de Roivin 2 personnes nanmi 30 e donc 2 - (320> = 870
fines.

Exercice 3 : On considere les vecteurs v; = (1,0,0,1), v, = (0,0,1,0), v3 = (0,1,0,0),
v, = (0,0,0,1), vy = (0,1,0,1) dans R*. Vect{v;,v,} et Vect{v;} sont-ils supplémentaires dans
R%?

Correction : Jon. Tout d'allord, pan de%mnm Vect{vy, vy} + Vedt{vy} = Veds{vy, vy, v5}, Nous
ons, thousern wn vedeun de R o[wn'%t[wbdo/m%ect{vl,vg}+({jed:{v3}. %Eaubbﬁ)bfm@bu/mpm
rm@ecﬂmwmwﬂegama@ewfwﬂmuz(&&ﬂ,l).
u € Ved{v,, vy, v} md:mﬁemmwuiﬂmbbedmnée@a,a,ﬂ,vbe@}ﬁwu:avl—&—b’vz—&—'yvs.5%@'0@
W%Wﬂwm@@mmma,ﬁ,vmw:

+ +

- o o o
— o o =
o~ o o
o o = o
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8 Semaines 20 et 21

eewwwm@ma,ﬁ,yw»@mm@e%m&/m;

O=a-1+38-04+7-0 0=«
O=a-0+8-04+~v-1

o CJ0=y
0=a-0+5-1+7~0 WW@ 0=3
l=a-14+p-0+~-0 1=«

%nI%QWWdeW@(QMW&WWMQZﬂZVZO

%WW@WMWWN*WWMWWMW
WWR4M&%I%WM®WW%SWMWW@W

[R4dedi/m,@rmm1¢4
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9 Semaines 20 et 21

Analyse asymptotiQue, dénomprements et espaces
vectoriels

Question de cours : Donner le DLg(0) de arctan(z).

F + G est un sous espace vectoriel de E.

Exercice | : Déterminer le DL, (0) de : tan?(z).
. 2 17
Correction : tan?(z) =22 + 3 zt + T 28 4+ o(z).

Exercice 2 : Combien y a-t-il de nombres de cinq chiffres (écrits en base 10) ot comportant un
chiffre répété et un seul ?
Correction :

.&%WW&W
9%@%;4MW?@P@M®@@@M;9XSX7Wg@AW.
-E&M@m@é@nwwﬁew:
9£MW&%@%W[&O@;
(g) Mwwmwuwwa9Mdg&%m@<%@mmw);
8><7W@%m%.

JOGU,COJZQQ:9><4><9><8><7+9X

(3) X 91 x 8 X 7 = 18144 4 27216 = 45360.

Lycée Jules Garnier 12 I PTSI



9 Semaines 20 et 21

Exercice 3 : Soit G={ueR",VneNu, »=3u,,+2u,}

G est-il un espace vectoriel 7
Correction :

m O€Edone G#£0;
ISDMU,UEEet)\7M€R

@’n/CL ()\’LL+,U/U)H+2 = )‘un+2+/“}n+2 = A(guanl+2un)+ﬂ“(3@n+l+2vn> = 3()\u+uv)n+1+2()\u+/w

g}a)uwubecwyr@ Au+ po € G,

On%d@u&wG%ﬁmW—WWd@Rw.el%bdmwumﬂ?—w.
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]_ O Semaines 20 et 21

Analyse asymptotiQue, dénomprements et espaces
vectoriels

Question de cours : Donner le DLg(0) de sh ().

Caractérisation de la somme directe.

) In(1 +
Exercice | : Déterminer le DL,(0) de : —ni m)
+
. In(1+ x) 3 o 11 5 25 4 4
C e on: —=x—— e - ’
orrecti T T 2x—|—6x 12I +o(z*)

| () s L[
E : ’ i E+1\k)
xercice 2 : Calculer pour n € N*, Zk(k> “ ;) k+1 (k>

k=0
Correction : Zk(Z) = p2n—1
k=0

i 1 (n>2n+1—1
= k+1\k n+1

Exercice 3 : Parmi les ensembles suivants reconnaitre ceux qui sont des sous-espaces vectoriels.
E, ={(z,y,2) eR® |z +y+a=0et x+ 3az = 0}.

E, ={fe F(R,R) [ f(1) =0}.
Correction :
E, : non si a # 0 can alows 0 ¢ Ey; ouiy 80 a = 0 con dlows By est Linbersection des
boub—%/[\amuecbo’ufyb{(:L‘,y,Z)G[RS‘.%‘—Fy:O}d;{(x,y,z)E[R3|aj=O}.
E, %me—m%eﬂde?(ﬂ{ﬂ?).
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]_ ]_ Semaines 20 et 21

Analyse asymptotiQue, dénomprements et espaces
vectoriels

Question de cours : Donner le DL,(0) de
In(l—ux).

Déterminer le nombre de parties de E (en explicitant le décompte des parties de E d k éléments).

Exercice | : Déterminer le DL;(0) de : ,x .
sin
. 1 7
Correction : —~ =1+ -2+ ' 4 4 o(a).

sinx 6 360

Exercice 2~ : Combien de mains de cinq cartes extraites d’un jeu de 32 cartes contiennent
exactement 2 As et 2 Ceeurs?
Correction :

e ()
et ()3

o totad, 5 733 mains.

Exercice 3 : Parmi les ensembles suivants reconnaitre ceux qui sont des sous-espaces vectoriels.
By = {f € F(R,R) | £(0) = 1}.
E; ={(x,y) eR* |z +ay+1>0}.
Correction :

Eg:mmgagomzﬂom«w%nla,mmﬁeﬂmrmdeS.

E, :’TWI’I/J@TI/EQ&EZL n‘%Eﬂ@merwm—Wde(Rz,+)m(2,0)€E4m,{b
_<270) = (_270) ¢ E4'
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]_ 2 Semaines 20 et 21

Analyse asymptotiQue, dénomprements et espaces
vectoriels

Question de cours : Donner le DL,(0) de tan(z).

Vect (uq, ..., u,) est un sous-espace vectoriel : c’est le plus petit espace vectoriel contenant la famille
au sens de l’inclusion.

. 1
Exercice | : Déterminer le DL5(0) de : .
. . 5 COST
Correction : =1+ 2%+ — 2 + o(2%).
cos T 2 24

Exercice 2. : De combien de facons peut-on répartir n personnes autour d’une table ronde ?

Correction : (n—1)!: lo [iemisne nensomme s'ansoil ot e wveu..

Exercice 3 : Soit E={f € F(R,R),3k > 0,Vx € R,|f(z)| < Kk|z|}.

E est-il un espace vectoriel ?
Correction :

m 0€E donc E #£0;
n Joienk f,ge V.

Tor dae%«/rwt\w @ ecciske Ky, ky € R, tells que Ve e R, [f(z)] < kylx| & [g(x)] < kylz-

On o Vo € R |(f +9)(@)] = |f(@) + g(@)| < |f(@)] + |g9(@)| < by 2| + kola] = (ky + ky)|z].

O“PM donc nosen k= ky +ky € Ry, b on o Vo € R |(f +9)(@)| < K| e (f +9) € E.
n Soient feEL AeER

?md.é%&mt‘mm,,&mbbekek+thcTueV:L'Gﬂ?,|f(x)|<k|x|.

B X eR dow Yz € R[N f(2)] = [N f(2)] < [AK]z].

On, peu done nosen k= Ak € Ry, o on o Va € R, [Af(2)] < K o], ve. Af € E.

@n%déduiwa%tmm—w%&e@de?(ﬂ?,ﬂ?).@%tdmm[R—w.
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