Cours de PTSI

Lycée Jules Garnier

Chapitre 23




© Structure d’espace vectoriel
© Sous-espace vectoriel
e Applications linéaires

O Noyau et image d’une application linéaire




vectoriel est une structure fondamentale des mathématiques modernes
comme on a commencé a ’entrevoir dans les chapitres précédents.

&g] a notion d’espace

1 s’agit de dégager les propriétés communes que partagent des ensembles
%) pourtant tres différents. Par exemple, on peut additionner deux vecteurs
du plan, et aussi multiplier un vecteur par un réel (pour 'agrandir ou le

rétrécir). Mais on peut aussi additionner deux fonctions, ou multiplier une
fonction par un réel. Méme chose avec les polynémes, les matrices, ...
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Figure 1 — Exemples d’espaces vectoriels

Le but est d’obtenir des théoréemes généraux qui s’appliqueront aussi bien aux
vecteurs du plan, de ’espace, aux espaces de fonctions, aux polynomes, aux
matrices, ...
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u paraaraphe (III) , on
s’intéressera a une notion complétement fondamentale, celle d’application
linéaire, qui va éclairer d’un jour nouveau tous les termes vus
depuis le début de ’année et faisant intervenir ce fameux mot « linéaire ».

lobalement, les applications linéaires sont des applications « naturelles »
/. dans les espaces vectoriels, qui apparaissent dans tous les domaines

des mathématiques, et pour lesquels une étude tout a fait générale

et théorique est possible, ce qui permet d’appréhender un peu mieux la
puissance de l'algebre linéaire pour résoudre des probléemes de mathématiques
tres divers.
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Figure 2 — Applications linéaires et espaces vectoriels

Dans ce chapitre, lorsqu’on omettra de le dire et sauf mention contraire, on -
considérera que K désigne R ou C.
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o Structure d’espace vectoriel

@ Généralités
@ Espaces vectoriels de référence et fondamentaux
@ Combinaisons linéaires

Q Sous-espace vectoriel

o Applications linéaires

o Noyau et image d’une application linéaire




Détinition | :

Soit E un ensemble non vide muni de deux lois :

m Une loi de composition interne notée + (I’addition) :

+p: ExE — E
(z;y) > z+gy




Détinition | :

Soit E un ensemble non vide muni de deux lois :
m Une loi de composition interne notée + (I’addition) :

+p: ExE — E
(z;y) > z+gy

m Une loi de composition externe, notée -5 (la multiplication par un scalaire) :

5: KxE — E

(A;z) — Az
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Détinition | :

On appelle :

m vecteurs les éléments de E.

m scalaires les éléments de K.

On dit que K est le corps de base de I’espace vectoriel E.

Ces conditions peuvent paraitre complexes, mais on ne les vérifie jamais en
pratique et on peut, en fait, les résumer simplement par le fait qu’il y a deux
opérations sur notre ensemble E : une addition, et un produit extérieur, qui
vérifient des conditions assez naturelles.
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Remarques :

m S’il n’y a pas d’ambiguité, on notera les lois + et - au lieu de +g et .

m On notera que l'existence du vecteur nul implique que tout espace vectoriel
E est non vide.

m Pour éviter des parenthéses, on définit une priorité de la loi externe sur la
loi interne : A.z + y signifie (\.z) + y.

m L’élément neutre de (E;+) est unique.
En effet, supposant que ’on en ait deux e et ¢’ alors :

e+e = ¢€.

e =
T T
def de €’ def de e

C’est un fait général.




m De méme, 'opposé d’un vecteur x € E est unique. En effet, supposant qu’il

en existe deux 2’ et z" alors on aurait :

z = 2+0g = 2+(z+a") = (@' +z)+2'
def ge Og def (Ile z" associatitzité de +
= 0Og+2" = =z
def (Ee z’ def de 0Og

C’est également un fait général.




I. Structure d’espace vectoriel

1. Généralités

® De méme, 'opposé d’un vecteur z € E est unique. En effet, supposant qu’il
en existe deux z’ et 2" alors on aurait :

¥ = 2 +0g = '+ (x4 ") = (' +z)+2'
def de Og def de =" associativité de +
= Og+2" = 2"
T
def de z’ def de Og
C’est également un fait général.

m Si elle est non ambigiie, on allege en général ’écriture en notant Au plutot
que A - 4 pour \ un scalaire et 4 un vecteur, méme si la notation avec des
fleches pour les vecteurs peut étre utilisée dans un premier temps pour ne
pas mélanger les objets. Les lettres grecques «, 5, A, p, ... s’utilisent plutdt
pour les scalaires que pour les vecteurs.
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m Ne pas confondre le zéro des scalaires 0y avec le vecteur
nul Oy : s’il y a une ambiguité, préciser la notation en
indice ou mettre une fleche sur le vecteur.




ATTENTION

m Ne pas confondre le zéro des scalaires 0y avec le vecteur
nul Oy : s’il y a une ambiguité, préciser la notation en
indice ou mettre une fleche sur le vecteur.

m La loi - est une loi de multiplication externe : ce n’est
pas le produit de deux vecteurs.
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O V(zzy)eR, zty=a'+y = z=2a.
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Q V(zasy) eR3, zty=2"+y = z=2a.

Q@ V (\;z) eKXE, (=N .z=A(—z)=—(\x).
En particulier, (—1y).z = —z.

Q@ VACK VY (z;y) €E2, A(z—y) =z —\y.

@V (\;uweki VeeE, (A\—p)r=A\z—pr.

@ VzecE, Opz=05 e VAIcK, XOg=0g.
Réciproquement, V (\;z) € K x E,

Az =05 = A=0¢ ou z=0g.

En particulier,
@ SiA#£0,alors V (z59) €E2, Az=)\y = z=41.
@ Sixz#0g, alorsV (\;pu) €K Nz =pr = \=p.

Q;




Soit E un Rev. On munit ’ensemble F = E x E de I’addition usuelle et on définit
une loi de composition externe - par (a +ib) - (z,y) = (ax — by, ay + bx).

Montrer que (F,+,-) est un Cev.




K : L’ensemble K muni de son addition et de sa multiplication est un
K-espaces vectoriel de vecteur nul 0y = 0y et muni des lois :

+: KxK — K
(x;9) — z+y=z4yy

et
KxK — K

ANsz) — Az =Axym.

(K;+;-) est un K-espace vectoriel.

En particulier, R est un R-espace vectoriel et C est un C-espace vectoriel.
On peut voir aussi C est comme un R-espace vectoriel si on le munit de son
addition et de la loi externe :

RxC — C

(A;2) —  Az=MAz (produit dans C)
Remaraue : N, Z, Q ne sont pas des R-ev.




K" : L’ensemble &2 des vecteurs du plan (de méme que I'ensemble &3
des vecteurs de ’espace), muni de la somme vectorielle et du
produit des vecteurs par les réels, est un espace vectoriel sur R
(encore heureux!).

On peut identifier espace des vecteurs du plan avec R? en
identifiant un vecteur avec ses coordonnées dans une base du
plan. On y reviendra dans le chapitre sur les applications

linéaires.
De maniére générale, pour n € N*, on définit sur K" les lois :
+: K™ x K™ — K"
(($17 Loy -evy xn);(yla Yoy -y yn)) — (xl+yl)x2+y27 000 g mn+yn)
et
K x K™ — K"
(/\;(xla Loy ooey xn)) — (/\xlv /\%2, AR )‘xn)

L’ensemble (K™ ;+;-) est un K-espace vectoriel, ol le vecteur nul est
Ogn = (0,0 ..., 0).




E™ : Pour n € N*, on considere n espaces vectoriels (El i +E, ;-El), s

(En i+, 'En) tous sur K et le produit cartésien
E=E, xE,x..xE, = {(wl, gy oy m,) Vi€ [15n], 2 eE}

On définit sur E les lois :

+: ExE — E
(z1; Tgs ooy )5 (Y15 Y20 5 Yn)) = (@1 +E, Y15 T2 tE, Y2, -5 Tn tE, Yn)
et
Kx E — E
(A5 (@1, Tgs oy Tp)) F= (Mg, T1s Ag,Tas s g Tp)

L’ensemble (E;+;-) est un K-espace vectoriel, ou le vecteur nul est
0g = (0g,, O, -+ Og_)-

Si E est un K-espace vectoriel, E™ est un K-espace vectoriel. Si E = K, on
retrouve ainsi que K" est un K-espace vectoriel.



Exemple | :

Si on note z = (21, xq, ...

,z,) €EEety=(yy, ¥a, .., ¥p,) € E alors, VA €K, on a :
AE, %1 +E, Y1
ApTHpy=

/\'En Ty +E1 Yn




M, ,(K) : On munit M, ,(K) des lois :

+: Mn,p(lk) X Mn,p(IK) i Mn,p(lk)
((ai,j)lsisn ; (’%,j)l@@) (a5 + b j)1<icn
1<y<p 1<y<p 1<j<p

et
K x ]V[n,p([K) — ]V[n,p([K)

SIS

(AJ (ai,j)1<i§n) = A (ai,j)1<i§n = ()‘ai,j)1<z<n'
1<gsp 1< 1<y<p

Ainsi doté,

L’ensemble (]V[ n,p([K)’ =+, ) des matrices a n lignes et p colonnes est un espace

vectoriel sur K. Le vecteur nul est la matrice nulle 0, (K = (0),,,p-




M, ,(K) : On munit M, ,(K) des lois :
T M, (K)x M, (K — M, (K)

((az‘,j)lsign?(@,j)l@,@) (@5 + bij)1<icn
1<y<p 1<y<p 1<y<p

et

K x M, ,(K) — M, (K

(A ) (%,;)Kzg

' n) = A (0 5)1<ien = (A0 5) 1<icn
1<52p 1<52p 1252p

L’ensemble (]V[ mp([K), =+, ) des matrices a n lignes et p colonnes est un espace

vectoriel sur K. Le vecteur nul est la matrice nulle 0, LK) = (0),,,-

Toutefois, 'ensemble de toutes les matrices (sans
spécification de taille) n’est pas un espace vectoriel (on ne
peut pas additionner deux matrices de taille différente).




F(Q;E) : Soient 2 un ensemble et E un K-espace vectoriel. L’ensemble
F (2;E), noté aussi E? des fonctions de 2 & valeurs dans E peut
étre munis des lois :

+: E® xE® — E®
(f;9) — f+g: Q+—> E
T f(z) +g g(z)

et
KxE® — E®

Af) — M: Q——>E

Si Q est non vide alors 'ensemble (¥ (2;E);+;) est un K-espace vectoriel.

Le vecteur nul 0 (g, est la fonction nulle 0y p) : @ — E

z +— O




Si Q = R =K, on en déduit, par exemple, que 'ensemble ¥ (R;R) des fonctions
de R dans R est un espace vectoriel. Les fonctions cos, exp, .. sont des exemples
de vecteurs de cet espace vectoriel.

F (£2;Y) n’est, en général, pas un K-espace vectoriel (pour
les mémes lois) si Y n’est pas un K-ev. J

Comme conséquence avec 2 = N, on retrouve aussi la propriété suivante
prouvée dans un chapitre précédent :

L’ensemble KN des suites & valeurs dans K est muni d’une structure d’espace
vectoriel dont le vecteur nul est la suite constante égale a 0.

e
La somme de deux suites (u,),cn €t (v,),en étant la suite (u,, + v,,), e, €t le M o
produit d’une suite (u,,),cn par un réel A étant la suite (Az,,),cp- : o

TR (o ey ey 75 Ve



I. Structure d’espace vectoriel

2. Espaces vectoriels de référence et fondamentaux

K[X] : L’ensemble K[X] de tous les polynémes & coefficients dans K est
un espace vectoriel de vecteur nul le polynéme nul et muni des

lois :
+ K[X] x K[X] —  K[X]
(Z a Xk ka’“> Y (ay + b)) X*
k>0 k>0 k>0
et
K x K[X] — K[X]
(A;Zaka> — )\-Zaka :Z(Aak)Xk.
k>0 k>0 k>0

En particulier, on a également vu que ’ensemble K, [X] des polyndmes de degré
inférieur ou égal a n est un espace vectoriel.

un espace vectoriel.

L’ensemble des polynémes de degré exactement n n’est pas 4 3
ATTENTION : @n
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Parmi les ensembles suivants reconnaitre ceux qui sont des sous-espaces
vectoriels pour les lois usuelles.
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Parmi les ensembles suivants reconnaitre ceux qui sont des sous-espaces
vectoriels pour les lois usuelles.

o {0}.

Q Y.

Q@ {0,1}.

Q {(z,y,2) ER¥|z+y+a=0etz+3az=0}
@ {(z,y) € R?/2® + zy +y* > 0}.

@ {f € R¥/f est croissante}.
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Définition 2 :

Soit (E;+;-) un K espace vectoriel.
m Soit p € N* et zy, 7y, .., 7, € E.

On dit que = € E est combinaison linéaire des vecteurs z,, z,,
s'il existe (A, Ay, ..o, A,) € KP tel que :

P
=T+ A Ty + o+ AT, = Z)\k~zk.
k=1
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Définition 2 :

Soit (E;+;-) un K espace vectoriel.

m Soit p € N* et zy, 7y, .., 7, € E.
On dit que = € E est combinaison linéaire des vecteurs zy, z,, ..., ¥, de E
s'il existe (A, Ay, ..o, A,) € KP tel que :

P
=T+ A Ty + o+ AT, = Z)\k~zk.
k=1

m Soit X une partie de E.
On dit que x € E est combinaison linéaire de vecteurs de X si x est
combinaison linéaire d’une famille finie de vecteurs de X.




Il n’y a pas, a priori, unicité des coefficients sans hypotheses
supplémentaires sur (zy,...,z,) :

) }
> Ny = Z#k$k><Vk €MLipl, Ao =y
=1 o




Exemples 2 :

m Dans R2, 4i — 7j est une combinaison linéaire de i et j.
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m Dans R2, 4i — 7j est une combinaison linéaire de i et j.
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Dans R2, 47 — 7j est une combinaison linéaire de 7 et j.

Dans R, (1;2;0) est combinaison linéaire de (1;1;0) et (0;1;0), mais pas de
(1;1;0) et (051;1).

L’ensemble des combinaisons linéaires de Op est {Og}.

L’ensemble des combinaisons linéaires de u est Ku = {A\.u /X € K}. C’est une droite
vectorielle engendrée par u.

Dans E = 7 (R;R), ch et sh sont combinaisons linéaires de = > e* et x +— e~ 7,

cos® est combinaison linéaire de & —» cosz et x s cos 3z.

SiE=% (R;R) et X ={e, : 2" /n € N} alors les combinaisons linéaires des
fonctions e;, pour 0 < k < n sont les fonctions polynomiales de degré inférieur ou
égal a n.

Plus précisément, f € E est combinaison linéaire de vecteurs de X si, et seulement
si f est une fonction polynomiale.
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Exemples 2 :

Dans R2, 47 — 7j est une combinaison linéaire de 7 et j.

Dans R, (1;2;0) est combinaison linéaire de (1;1;0) et (0;1;0), mais pas de
(1;1;0) et (051;1).

L’ensemble des combinaisons linéaires de Op est {Og}.

L’ensemble des combinaisons linéaires de u est Ku = {A\.u /X € K}. C’est une droite
vectorielle engendrée par u.

Dans E = 7 (R;R), ch et sh sont combinaisons linéaires de = > e* et x +— e~ 7,

cos® est combinaison linéaire de & — cosz et & — cos 3.

SiE=% (R;R) et X ={e, : 2" /n € N} alors les combinaisons linéaires des
fonctions e;, pour 0 < k < n sont les fonctions polynomiales de degré inférieur ou
égal a n.

Plus précisément, f € E est combinaison linéaire de vecteurs de X si, et seulement
si f est une fonction polynomiale.

Tout vecteur de K™ est combinaison linéaire de
€1 = (1707"'70)’ €y = (07 1’07"'70)7 ey € = (07 707 1)

Toute matrice de M, ,(K) est combinaison linéaire des E, ; pour

n,p

(i;9) € [15n] x [1;p].




Q Structure d’espace vectoriel

9 Sous-espace vectoriel
@ Sous-espace engendré par une partie finie
@ Somme de deux sous-espaces vectoriels
@ Somme directe
@ Sous-espaces supplémentaires
0 Applications linéaires

o Noyau et image d’une application linéaire
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Définition 3 :
Soit (E;+p; ) un K-evet F C E.

On dit que F est un sous-espace vectoriel de E, abrégé souvent en sev lorsque :

nF £

mVY (z;y) €F? x+gpycel (stabilité de F pour +p)

mVzeF, VAeK, AgzeF (stabilité de F pour -y)
Exemple 3 :

Si E est un K-ev alors {Og} et E sont des sev de E (appelés sous-espaces vectoriels
triviaux de E).

Ce sont, respectivement, le plus petit et le plus grand sev au sens de 'inclusion.




Remaraue : Tout sous-espace F de E contient le vecteur O, : en effet, F + &

contient au moins un élément = et son symétrique d’ou

O =z +g (—2) € F.
cE
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contient au moins un élément = et son symétrique d’ou

O =z +g (—2) € F.
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En conséquence, pour montrer qu’un sev F de E est non vide, on cherchera
souvent & montrer que Oy € F. A contrario, une partie ne contenant pas Og ne
pourra étre un sev de E.




Remaraue : Tout sous-espace F de E contient le vecteur O, : en effet, F + &
contient au moins un élément = et son symétrique d’ou

O =z +g (—2) € F.
SEOEE
cE

En conséquence, pour montrer qu’un sev F de E est non vide, on cherchera
souvent & montrer que Oy € F. A contrario, une partie ne contenant pas Og ne
pourra étre un sev de E.

ATTENTION Aucun K-ev, R-ev, C-ev ou sev n’est vide !!!!




F est un sev de E <~
YV (z;y) €F2 Y (\;p) € K2 Az +py €F.




F est un sev de E <~
YV (z;y) €F2 Y (\;p) € K2 Az +py €F.

Remarque : Mieux, on vérifiera que montrer que F est stable par des
combinaisons linéaires du type A.z + y est équivalent & montrer que F est stable
par combinaisons linéaires.




Le corollsire (2) nous entraine & considérer les lois :

+r: FxF — F et : KxF — F
(z;y) +— x+gy (AN;z) —  Agzx
Ces lois s’appellent les lois induites sur F (par celles de de E) ou les restrictions

des lois de E a F. C’est un cas général de considérer de telles lois afin de faire
hériter le sous-espace de la structure de ’espace parent.
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Soit F un sev d'un K-ev (E;+5; 1)

Alors, (F;+p; ) muni des lois induites de E sur F est un K-ev.




Le corollsire (2) nous entraine & considérer les lois :

+r: FxF — F et : KxF — F
(z;y) +— x+gy (AN;z) —  Agzx
Ces lois s’appellent les lois induites sur F (par celles de de E) ou les restrictions

des lois de E a F. C’est un cas général de considérer de telles lois afin de faire
hériter le sous-espace de la structure de ’espace parent.

Soit F un sev d'un K-ev (E;+5; 1)

Alors, (F;+p; ) muni des lois induites de E sur F est un K-ev.

Considérant une sous-partie F (non vide nécessairement) d’un K-ev E, une des
grandes conséquences de ce théoréme est qu’il ne nous sera plus nécessaire de;’ . ".;
)

montrer les 9 critéres de la définition (1) mais seulement de démontrer qu
est un sev de E.
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Exemples 4+ (En céométrie) :

m On considére un vecteur géométrique non nul de I’espace : i € é 3.
L’ensemble (D) = Ri = {\i, A € R} est un sev de &;.
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m On considére un vecteur géométrique non nul de I’espace : i € é 3.
L’ensemble (D) = Ri = {\i, A € R} est un sev de &;.

m On considere deux vecteurs géométriques non nuls de ’espace : 4,V € &3.

L’ensemble P = {\ii + u@ /A, u € R} est un sev de &s.




Exemples 4+ (En céométrie) :

m On considére un vecteur géométrique non nul de I’espace : i € é 3.
L’ensemble (D) = Ri = {\i, A € R} est un sev de &;.

m On considére deux vecteurs géométriques non nuls de ’espace : 4,0 € é 3-
L’ensemble P = {\ii + u@ /A, u € R} est un sev de &s.

m Dans le plan, une droite (D) passant par O (0;0) est un sev de R2.

Dans ’espace, une droite (2) ou un plan () passant par O (0;0;0) sont des sev
de R3.




Exemples 4+ (En céométrie) :

m On considére un vecteur géométrique non nul de I’espace : i € é 3.
L’ensemble (2) = Rii = {\i, A € R} est un sev de &;.

m On considére deux vecteurs géométriques non nuls de ’espace : 4,0 € é 3-
L’ensemble P = {\ii + u@ /A, u € R} est un sev de &s.

m Dans le plan, une droite (D) passant par O (0;0) est un sev de R2.

Dans ’espace, une droite (2) ou un plan () passant par O (0;0;0) sont des sev
de R3.

m L’ensemble F = {(0,y,v,t) / (y;t) € R?} est un sev de R*.




Exemples 4+ (En céométrie) :

On considére un vecteur géométrique non nul de I'espace : 4 € é 3.
L’ensemble (D) = Ri = {\i, A € R} est un sev de &;.

On considére deux vecteurs géométriques non nuls de l’espace : 4,0 € é 3-
L’ensemble P = {\ii + u@ /A, u € R} est un sev de &s.

Dans le plan, une droite (D) passant par O (0;0) est un sev de R

Dans ’espace, une droite (2) ou un plan () passant par O (0;0;0) sont des sev
de R3.

L’ensemble F = {(0,v,y,t) / (y;t) € R?} est un sev de R*.

Dans R3, ’ensemble F = {(z;y;2) /z +y+ 2z = 0} est un sev mais ’ensemble

G ={(z;y;z) /r+y+2z=1} n’en est pas un (il ne contient pas 0, et n’est stable
ni par somme ni par produit par un réel!).
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m L’ensemble des fonctions paires et I’ensemble des fonctions impaires sont des sev
de F(R,R).
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Exemples S (Dans les espaces de fonctions) :

m L’ensemble des fonctions paires et I’ensemble des fonctions impaires sont des sev
de F(R,R).

m Soient I un intervalle de R et k € N*.
Les ensembles € (I;R) C € (I;R) C € (I;R) = €° (I; R) sont tous des sev de
I’ensemble F (I;R) des fonctions de I dans R.
Ils forment méme une suite de sev pour 'inclusion.

m Pour n € N, K,,[X] est un sev du Kev vectoriel K[X].
On retrouve une suite de sev pour 'inclusion :

K=KyX] T K [X] T ... C K,[X] C K1 [X] T ... C K[X].

Remaraue : La relation « étre un sev » est transitive.
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Exemples & (Dans les espaces de matrices) :

Les ensembles

m D, (K) des matrices diagonales,
[ 17'n7S(IK) des matrices triangulaires supérieures,

m 7, 1(K) des matrices triangulaires inférieures,

8, (K) des matrices symétriques,

m A, (K) des matrices antisymétriques,

sont des sev de M, (K).




Exemples 1 (Dans I'espace des suites) :

Notons § le Kev des suites réelles.

m L’ensemble & des suites bornées est un sev de §.




Exemples 1 (Dans I'espace des suites) :

Notons § le Kev des suites réelles.

m L’ensemble & des suites bornées est un sev de §.

m L’ensemble &, des suites convergentes est un sev de &,.
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inconnues & coefficients dans K est un sous-espace vectoriel de KP.
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Exemples 8 (Et gien d'autres) :

m L’ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogéne de n équations a p
inconnues & coefficients dans K est un sous-espace vectoriel de KP.

m L’ensemble des solutions sur un intervalle I, d’une équation différentielle linéaire
homogeéne est un sous-espace vectoriel de € (I;R).

Plus précisément,
o {y €C (;R) /y +a(x)y = 0} est un sev de C! (I;R).
o {y €C?(I;R) /y” +ay +by = 0} est un sev de €2 (I;R).

m L’ensemble des suites récurrentes linéaires est un sev du Kev des suites réelles ou
complexes.




Tout ceci pour dire que pour montrer qu'un ensemble E est un K-espace
vectoriel, on montrera systématiquement qu’il s’agit d’un sous-espace
vectoriel de I'un des exemples de référence vus dans le paraaraphe (2) .
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Tout ceci pour dire que pour montrer qu'un ensemble E est un K-espace
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vectoriel de I'un des exemples de référence vus dans le paraaraphe (2) .

Quels sont parmi les ensembles suivants, les sous-espaces vectoriels de R? pour
les lois usuelles 7

n P, ={(z,y,2) R}z +2y+2>0}

mF,={(z,y,2) € [R3,ac+z=0}
mFy={(2,y,2) R,z +y+32=1}
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Tout ceci pour dire que pour montrer qu'un ensemble E est un K-espace
vectoriel, on montrera systématiquement qu’il s’agit d’un sous-espace
vectoriel de I'un des exemples de référence vus dans le paraaraphe (2) .

Quels sont parmi les ensembles suivants, les sous-espaces vectoriels de R? pour
les lois usuelles 7

n P, ={(z,y,2) R}z +2y+2>0}
n B, = {(z,9,2) €R%z+ 2 =0}
n :{( ,y,z)eﬂ?3,w+y+3z:1}
n P, ={(z,y,2) ER}x=y=2z}
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Tous les sous-espaces de E sont-ils des sev de E 7 La réponse est bien
évidemment non mais comment régler ce probléme et rajouter un peu de
stabilité pour les lois de (E;+;-)7

On donne la réponse dans ce paragraphe.




Tous les sous-espaces de E sont-ils des sev de E 7 La réponse est bien
évidemment non mais comment régler ce probléme et rajouter un peu de
stabilité pour les lois de (E;+;-)7

On donne la réponse dans ce paragraphe.

Soit X une partie d’un espace vectoriel (E;+;-). On cherche le plus petit
sous-espace vectoriel de E qui contient X (pour l'inclusion).

Définition 4 :
Soit (E;+;-) un K-e.v. et X une partie de E.

On appelle sous-espace vectoriel engendré par X, noté vect (X) le plus petit des
sous-espaces vectoriels de E contenant X.

On convient que vect (&) = {0g}.




Tous les sous-espaces de E sont-ils des sev de E 7 La réponse est bien
évidemment non mais comment régler ce probléme et rajouter un peu de
stabilité pour les lois de (E;+;-)7

On donne la réponse dans ce paragraphe.

Soit X une partie d’un espace vectoriel (E;+;-). On cherche le plus petit
sous-espace vectoriel de E qui contient X (pour l'inclusion).

Définition 4 :
Soit (E;+;-) un K-e.v. et X une partie de E.

On appelle sous-espace vectoriel engendré par X, noté vect (X) le plus petit des
sous-espaces vectoriels de E contenant X.

On convient que vect (&) = {0g}.

Exemple 9 :
Dans le plan, si X = {u} avec i # 0 alors ce s.e.v est la droite vectorielle dirigée par @ :

(D) = {Xi, A € R}.

A




Toute la question est de savoir déterminer, s’il existe, ce plus petit sev.
Cherchons la réponse du coté de l'intersection des sev contenant cette partie.
Une intersection de sev est-elle déja un sev? La réponse est oui!

Soit (E;+;-) un K-ev.

L’intersection ﬂFl d’une famille non vide de sous-espaces vectoriels (F;);.; de
i€l
E est un sous-espace vectoriel de E.




Toute la question est de savoir déterminer, s’il existe, ce plus petit sev.
Cherchons la réponse du coté de l'intersection des sev contenant cette partie.
Une intersection de sev est-elle déja un sev? La réponse est oui!

Soit (E;+;-) un K-ev.

L’intersection ﬂFl d’une famille non vide de sous-espaces vectoriels (F;);.; de
i€l
E est un sous-espace vectoriel de E.

Exemples (O :
m F={PeRX]/P(l) =P(2) = 0} est un sev de R[X].




Soit (E;+;-) un K-ev.

L’intersection (WFZ d’une famille non vide de sous-espaces vectoriels (F;),.; de
i€l
E est un sous-espace vectoriel de E.

Exemples (O :
m F={PecRX]/P(1) =P(2) =0} est un sev de R[X].
n {feC®®RR)/¥EeN fK)(0)=0} est un sev de C®(R,R).




Soit (E;+;-) un K-ev.

L’intersection (WFZ d’une famille non vide de sous-espaces vectoriels (F;),.; de
i€l
E est un sous-espace vectoriel de E.

Exemples (O :
m F={PecRX]/P(1) =P(2) =0} est un sev de R[X].
n {feC®®RR)/¥EeN fK)(0)=0} est un sev de C®(R,R).




Soit (E;+;-) un K-ev.

L’intersection (]FZ d’une famille non vide de sous-espaces vectoriels (F;),.; de
i€l
E est un sous-espace vectoriel de E.

Exemples (O :
m F={PecRX]/P(1) =P(2) =0} est un sev de R[X].
n {feC®®RR)/¥EeN fK)(0)=0} est un sev de C®(R,R).

La réunion de sous-espaces vectoriels n’est en général pas un
sous-espace vectoriel !!!

Par exemple, dans E = R?, si F est I’axe des abscisses et G Paxe
des ordonnées, (1;0) et (0;1) sont dans F U G mais pas
(1;1) = (1;0) 4+ (051).




Soient F, G deux sous-espaces vectoriels de E un espace vectoriel.

Montrer que :

F U G est un sous-espace vectoriel de E <= (F C G) ou (G CF).
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Soit X une partie de E.

On note vect (X), le plus petit sous-espace vectoriel contenant X.

C’est l'intersection de tous les sev contenant X :

vect (X) = ﬂ F.
F sev
XCF




Soit X une partie de E.

On note vect (X), le plus petit sous-espace vectoriel contenant X.

C’est l'intersection de tous les sev contenant X :

vect (X) = ﬂ F.
F sev
XCF

Toute d’abord deux propriétés simples mais importantes découlant de la
définition par superlatif :

Soit (E;+;-) un K-ev.

@ F est un sev de E si, et seulement si F = vect (F).




Soit X une partie de E.

On note vect (X), le plus petit sous-espace vectoriel contenant X.

C’est l'intersection de tous les sev contenant X :

vect (X) = ﬂ F.
F sev
XCF

Toute d’abord deux propriétés simples mais importantes découlant de la
définition par superlatif :

Soit (E;+;-) un K-ev.

@ F est un sev de E si, et seulement si F = vect (F).
© Pour toutes parties X et Yde E, X CY = vect (X) C vect (Y).




Soit E = (R, R). On pose f; : t > et et fy: L+ et

Montrer que vect (f;, f5) = vect (ch,sh).




Faisons enfin le lien avec l'intérét majeur de la structure : les combinaisons
linéaires.

Soient (E;+)- un K-ev X une partie non vide de E.

vect (X) est ’ensemble des combinaisons linéaires finies des vecteurs de X.

Quoi de plus naturel que de former toutes les combinaisons linéaires possibles
des éléments de X pour obtenir le plus petit sous-ensemble stable par
combinaisons linéaires d’éléments de X ?




Soient (E;+)- un K-ev X une partie non vide de E.

vect (X) est ’ensemble des combinaisons linéaires finies des vecteurs de X.

Exemple | (IMPORTANT :

Si X = {ey, €y, ..., €, } est finie, on note vect ({e, ey, ..., €, }) ou plus simplement
vect (eq, €g, ..., €,).

On a alors légalité :
vect (e, €9, ..., €,) = {)\l.el F+Ageg+ oA e, [ (A, Aoy o A,) € IK"}.

En particulier et a retenir,

n
z € vect (eq, €g, ..., €,) <= (A, Ay, o, A,) €K, 2z = Z)\z—.ei.
i=1




Exemples 12 :

m Dans le R-ev C,




Exemples 12 :

m Dans le R-ev C,

® vect (1) =R,




Exemples 12 :

m Dans le R-ev C,

® vect (1) =R,

® vect (i) = iR.




Exemples 12 :

m Dans le R-ev C,
® vect(l) =R, ® vect (i) = iR.

m Dans le C-ev C, vect (1) = vect (1) = C.




Exemples 12 :

m Dans le R-ev C,
® vect(l) =R, ® vect (i) = iR.
m Dans le C-ev C, vect (1) = vect (1) = C.

m Si 4 et ¥ sont deux vecteurs non colinéaires de 1’espace, alors vect (4 ;U) est un
plan vectoriel.




Exemples 12 :

m Dans le R-ev C,
® vect(l) =R, ® vect (i) = iR.

m Dans le C-ev C, vect (1) = vect (1) = C.

m Si 4 et ¥ sont deux vecteurs non colinéaires de 1’espace, alors vect (4 ;U) est un
plan vectoriel.

m Dans E = 7 (R;R), le sous-espace vectoriel engendré par
X ={e, : @+ 2" /n € N} est l'espace des fonctions polynomiales.




Exemples 12 :

m Dans le R-ev C,
® vect(l) =R, ® vect (i) = iR.

m Dans le C-ev C, vect (1) = vect (1) = C.

m Si 4 et ¥ sont deux vecteurs non colinéaires de 1’espace, alors vect (4 ;U) est un
plan vectoriel.

m Dans E = 7 (R;R), le sous-espace vectoriel engendré par
X ={e, : @+ 2" /n € N} est l'espace des fonctions polynomiales.

m Dans E = RN, I’ensemble § des suites réelles satisfaisant
Upio = Upiq + Uy, VN EN,

est un sev.

14++/5

Mieux, en notant r, = )

, on sait que :

§ = vect ((Tﬁ)neh\l ) (Tﬁ)neN) .




On avait déja vu que, considérant deux sev F et G de E, F U G n’était pas un
sev. Cherchons un sev capable de les contenir tous les deux :

Définition & :
Soit (E;+;-) un K-ev.

Si F et G sont deux sev de E, on appelle somme de F et G, notée F + G

I’ensemble
F+G={z+y/ (z;y) e F x G}.




On avait déja vu que, considérant deux sev F et G de E, F U G n’était pas un
sev. Cherchons un sev capable de les contenir tous les deux :

Définition & :
Soit (E;+;-) un K-ev.

Si F et G sont deux sev de E, on appelle somme de F et G, notée F + G
I’ensemble

F+G={z+y/ (z;y) e F x G}.

En particulier, écrire E = F + G signifie que tout vecteur de E peut se
décomposer comme somme d’un vecteur de F et d’'un vecteur de G :

E=F+G < Vze€E, 3 (zp,2q) EF G, z=2ap + 2.
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II. Sous-espace vectoriel

2. Somme de deux sous-espaces vectoriels

On avait déja vu que, considérant deux sev F et G de E, F U G n’était pas un
sev. Cherchons un sev capable de les contenir tous les deux :

Définition b :

Soit (E;+;-) un K-ev.

Si F et G sont deux sev de E, on appelle somme de F et G, notée F + G

I’ensemble
F+G={x+y/ (z;y) € F x G}.

En particulier, écrire E = F + G signifie que tout vecteur de E peut se
décomposer comme somme d’un vecteur de F et d’'un vecteur de G :

E=F+G < Vz€E, 3 (zp,2q) €F xXG, v =xp + 2.

parlera alors de somme directe.

Il n’y a pas toujours unicité dans cette écriture. Si oui, on . Y
ATTENTION ’ V

PTSI (Lycée J.G) Chapitre 23 46 /90



Pour tous sous-espaces F et G de E, F + G est un sev de E.




Pour tous sous-espaces F et G de E, F + G est un sev de E.

Exemple I3 :
Soient deux vecteurs (géométriques) @, 7 de £3. On pose (D) = Rii et (D') = R3.

m Si 4 et U sont colinéaires, (D) + (2’) = (D).




Pour tous sous-espaces F et G de E, F + G est un sev de E.

Exemple I3 :
Soient deux vecteurs (géométriques) @, 7 de £3. On pose (D) = Rii et (D') = R3.

m Si 4 et U sont colinéaires, (D) + (2’) = (D).

m Si i et U ne sont pas colinéaires, (D) + (D’) est le plan vectoriel engendré par 4
et .




Pour tous sous-espaces F et G de E, F + G est un sev de E.

Exemple I3 :
Soient deux vecteurs (géométriques) @, 7 de £3. On pose (D) = Rii et (D') = R3.

m Si 4 et U sont colinéaires, (D) + (2’) = (D).

m Si
et

et ¥ ne sont pas colinéaires, () + (D’) est le plan vectoriel engendré par @

ST

Dit autrement, le sev engendré par la réunion de deux droites vectorielles non
paralléles est un plan vectoriel.




Pour tous sous-espaces F et G de E, F + G est un sev de E.

Exemple I3 :
Soient deux vecteurs (géométriques) @, 7 de £3. On pose (D) = Rii et (D') = R3.

m Si 4 et U sont colinéaires, (D) + (2’) = (D).

m Si i et U ne sont pas colinéaires, (D) + (D’) est le plan vectoriel engendré par 4
et .

Dit autrement, le sev engendré par la réunion de deux droites vectorielles non
paralléles est un plan vectoriel.

Remaraue :F+F=F!




Quid du rapport entre F + G et F UG 7 S’il ne peuvent étre égaux, I’'un contient

lautre et mieux encore :




Quid du rapport entre F + G et F U G ? S’il ne peuvent étre égaux, I'un contient
l’autre et mieux encore :

Soient F et G deux sev d’un K-ev E.

vect (FUG) =F +G.




Quid du rapport entre F + G et F U G ? S’il ne peuvent étre égaux, I'un contient
l’autre et mieux encore :

Soient F et G deux sev d’un K-ev E.

vect (FUG) =F +G.

Remaraue :F + G est donc le plus petit sev de E au sens de 'inclusion
contenant F U G.




Quid du rapport entre F + G et F U G ? S’il ne peuvent étre égaux, I'un contient
l’autre et mieux encore :

Soient F et G deux sev d’un K-ev E.

vect (FUG) =F +G.

Remaraue :F + G est donc le plus petit sev de E au sens de 'inclusion
contenant F U G.

En particulier,

R

vect (Uy, Uy, ooy Uy) + Vect (v, Vg, ooy V,y,) = VECt (Ug, Uy, ovy Uy, Vyy Vg, - v@w
A




Définition T :

Soient (E;+;-) un K-ev, F, G deux sev de E.

On dit que F et G sont en somme directe, notée F & G, lorsque tout élément de
F + G se décompose de maniere unique en la somme d’un élément de F et d'un
élément de G.

VzeF@G, 3l(z;y) eFxG, z=z+y.




Définition T :
Soient (E;+;-) un K-ev, F, G deux sev de E.

On dit que F et G sont en somme directe, notée F & G, lorsque tout élément de
F + G se décompose de maniere unique en la somme d’un élément de F et d'un

élément de G.

VzeF@G, 3l(z;y) eFxG, z=z+y.

Soient F, G deux sous-espaces vectoriels d'un K-ev (E;+;-).

Les propositions suivantes sont équivalentes :

@ F et G sont en somme directe.




Définition T :
Soient (E;+;-) un K-ev, F, G deux sev de E.

On dit que F et G sont en somme directe, notée F & G, lorsque tout élément de
F + G se décompose de maniere unique en la somme d’un élément de F et d'un
élément de G.

VzeF@G, 3l(z;y) eFxG, z=z+y.

Soient F, G deux sous-espaces vectoriels d'un K-ev (E;+;-).
Les propositions suivantes sont équivalentes :

@ F et G sont en somme directe.

OV (r;2)eFLV (y;9)eCG zty=a"+y = z=2" et y=y.




Définition T :
Soient (E;+;-) un K-ev, F, G deux sev de E.

On dit que F et G sont en somme directe, notée F & G, lorsque tout élément de
F + G se décompose de maniere unique en la somme d’un élément de F et d'un
élément de G.

VzeF@G, 3l(z;y) eFxG, z=z+y.

Soient F, G deux sous-espaces vectoriels d'un K-ev (E;+;-).

Les propositions suivantes sont équivalentes :
@ F et G sont en somme directe.
OV (r;2)€F%LV (y;y) G aty=a'+y = z=2" et y=y.
Q@ VeeF, VyeG, o+y=0p = z=y=0g.




Définition T :
Soient (E;+;-) un K-ev, F, G deux sev de E.

On dit que F et G sont en somme directe, notée F & G, lorsque tout élément de
F + G se décompose de maniere unique en la somme d’un élément de F et d'un

élément de G.
VzeF@G, 3l(z;y) eFxG, z=z+y.

Soient F, G deux sous-espaces vectoriels d'un K-ev (E;+;-).
Les propositions suivantes sont équivalentes :
@ F et G sont en somme directe.
OV (z;2)eFV(y;9)eCG z+y=2"+y = z=2a'
@ VreF VyeG, z4+y=0 = z=y=_0g.
Q@ FNG={0g}




FNG={0g} et non SN J




Montrer que les sev F et G sont en somme directe avec :

@ F = Ku et G = KU avec 4 et ¥ non colinéaires.
Dans ce cas, Ki + Kt = Ki @ KU = vect (u;v).




Montrer que les sev F et G sont en somme directe avec :

@ F = Ku et G = KU avec 4 et ¥ non colinéaires.
Dans ce cas, Ki + Kt = Ki @ KU = vect (u;v).
@ F = vect (1,X) et G = vect (1,X?).




La notion de somme directe de deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace
vectoriel E se généralise au cas de plusieurs sous-espaces.

Définition 8 :

On dit que la somme de n sous-espaces vectoriels Fy, Fy, .., F, d’'un K-espace
vectoriel E est directe si, et seulement si tout élément de F; +F, +... +F,,
s’écrit d’'une maniere unique comme somme d’éléments de F, Fy, .., F .

Ve € Fi+Fy+...+F,, 3 (zq,2,,...,2,) EF  XFyx..XF , z =z, +z,+...+z,.

La somme directe de F{,F,,...,F, est notée : F, @ F, @ ... & F,




La notion de somme directe de deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace
vectoriel E se généralise au cas de plusieurs sous-espaces.

Définition 8 :

On dit que la somme de n sous-espaces vectoriels Fy, F,, .., F d’un K-espace
vectoriel E est directe si, et seulement si tout élément de F; +F, + ... + F,
s’écrit d’'une maniere unique comme somme d’éléments de F, Fy, .., F .

Ve eF,+Fy+..+F,, 3 (x1,2q,...,2,) EF; xFyx..XF, =2+, +...4x,.

La somme directe de F{,F,,...,F, est notée : F, @ F, @ ... & F,

Il y a équivalence entre :

@ La somme de n sous-espaces vectoriels F{,F,, ..., F, dun K-espace vectoriel
E est directe. 3




La notion de somme directe de deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace
vectoriel E se généralise au cas de plusieurs sous-espaces.

Définition 8 :

On dit que la somme de n sous-espaces vectoriels Fy, F,, .., F d’un K-espace
vectoriel E est directe si, et seulement si tout élément de F; +F, + ... + F,
s’écrit d’'une maniere unique comme somme d’éléments de F, Fy, .., F .

Ve eF,+Fy+..+F,, 3 (x1,2q,...,2,) EF; xFyx..XF, =2+, +...4x,.

La somme directe de F{,F,,...,F, est notée : F, @ F, @ ... & F,

Il y a équivalence entre :

@ La somme de n sous-espaces vectoriels F{,F,, ..., F, dun K-espace vectoriel
E est directe. 3

@ VpeN2<p<n, (F;+F,+..+F, ;)NF, = {0} }[,‘,,




Remearaue :Si F, +F,+ ...+ F, est une somme directe alors la propriété
suivante est vérifiée :

VpeN,1<p<n,VgeN,1<g<n,p#q: F,NF, ={0}.

Mais cette condition (qui est nécessaire) pour que la somme soit directe n’est
pas suffisante.




Remaraue :SiF, +F,+..+F, est une somme directe alors la propriété
suivante est vérifiée :

VpeN,1<p<n,VqgeN,1<qg<n,p#q: F,NF, ={0}.

Mais cette condition (qui est nécessaire) pour que la somme soit directe n’est
pas suffisante.

Dans I'espace vectoriel R?, soient F = vect ((1,0)), G = vect ((0,1)) et H = vect ((1,1)).

11 est immédiat que FNG = {0},GNH = {0} et FNH = {0}, et pourtant la somme
F 4+ G + H n’est pas directe.

En effet I’élément (1,1) de F + G + H se décompose en somme d’éléments de F, G et H
de la maniere suivante :

(1,1) =(0,0) +(0,0) + (1,1)
mais aussi de la maniére suivante :

(1,1) = (1,0) + (0,1) + (0,0). »
Il n’y a donc pas unicité de I’écriture. 14




ATTENTION

Dans le cas de plusieurs sous-espaces vectoriels, le fait que
les sous-espaces aient deux a deux une intersection réduite
au vecteur nul n’est pas une condition suffisante pour que la
somme soit directe.




Définition 9 :
Soient (E;+;-) un K-ev, F, G deux sev de E.

On dit que F et G sont supplémentaires (dans E) si E=F @ G.




Définition 9 :
Soient (E;+;-) un K-ev, F, G deux sev de E.

On dit que F et G sont supplémentaires (dans E) si E=F @ G.

En particulier, | E=F® G < VzeE, Il (z;y) €eF x G, z=x+y.]




En conclusion,

ATTENTION

Ne confondez pas « en somme directe » et
« supplémentaires dans E ».

Dire que F et G sont en somme directe, c’est affirmer que
tout vecteur de E a AU PLUS UNE décomposition comme
somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G. Pour étre
précis, les vecteurs de F 4+ G ont alors exactement une
décomposition de cette forme tandis que les éléments de
E\(F + G) n’en ont pas.

Dire que F et G sont supplémentaires dans E, c’est affirmer
en plus que E = F 4+ G, c’est donc affirmer que tout vecteur
de E possede EXACTEMENT UNE décomposition comme
somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G.




En conclusion,

Ne confondez pas « en somme directe » et
« supplémentaires dans E ».

Dire que F et G sont en somme directe, c’est affirmer que
tout vecteur de E a AU PLUS UNE décomposition comme
somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G. Pour étre
précis, les vecteurs de F 4+ G ont alors exactement une
décomposition de cette forme tandis que les éléments de
E\(F + G) n’en ont pas.

Dire que F et G sont supplémentaires dans E, c’est affirmer
en plus que E = F 4+ G, c’est donc affirmer que tout vecteur
de E possede EXACTEMENT UNE décomposition comme
somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G.

;3
Un sous-espace vectoriel possede-t-il toujours un supplémentaire ? La réponsew.,

est oui, mais nous le démontrerons un peu plus loin seulement en dimension -
finie (quand nous saurons ce que ¢a veut dire).




Exemples IS :

m Dans 52, si (;,j) sont deux vecteurs non colinéaires, alors Ri & [Rf: &2,




Exemples IS :

m Dans 52, si (;,j) sont deux vecteurs non colinéaires, alors Ri & [Rf: &2,

o Ri admet d’autres supplémentaires comme Ri ot @ = i + j.




Exemples IS :

m Dans 52, si (;,j) sont deux vecteurs non colinéaires, alors Ri & [Rf: &2,

o Ri admet d’autres supplémentaires comme Ri ot @ = i + j.
® Ri et Rj restent en somme directe dans £ mais n’y sont plus supplémentaires.




Exemples IS :

m Dans 52, si (;,j) sont deux vecteurs non colinéaires, alors Ri & [Rf: &2,

o Ri admet d’autres supplémentaires comme Ri ot @ = i + j.
® Ri et Rj restent en somme directe dans £ mais n’y sont plus supplémentaires.

n C=RaR.




Exemples IS :

m Dans 52, si (;,j) sont deux vecteurs non colinéaires, alors Ri & [Rf: &2,

o Ri admet d’autres supplémentaires comme Ri ot @ = i + j.

® Ri et Rj restent en somme directe dans £ mais n’y sont plus supplémentaires.
n C=RaiR.
B M, (K) = S, (K) @ Ay (K).




Exemples IS :

m Dans 52, si (;,j) sont deux vecteurs non colinéaires, alors Ri & [Rf: &2,

Ri admet d’autres supplémentaires comme R ol @ = i + J.
® Ri et Rj restent en somme directe dans £ mais n’y sont plus supplémentaires.

<

n C=RaiR.
n M, (K) =38,K) & A,(K).
" TRR)=P@J.







E=FoG < {F+G:E

FNG={0g}.

Exemple |6 :

Soient E = R?, ¢; = (1;0) et ey (—1;1).

Montrons que E = vect (e;) @ vect (ey).

Soit (z;y) € E. Cherchons (a;b) € R? tel que (z;y) = a.e; + b.e,.
Or,

(r;y) = a.eq +bey <= (95) L <l)+b. (—1) . {:v—a—b
Y 0 1 y=>o

Ce systeme admet une unique solution, donc la somme est directe
i.e. R? = vect (e;) @ vect (e,).




Dans R3, on consideére :

mF={(2;25;23) €R® /2y + 2, + 25 =0}.
m G=vect((1;1;1)).

@ Montrer que R =F @ G.

TR (o ey Syt 715



Dans R3, on consideére :

wF={(zy;2,;23) €R® /2y + 2y + 23 =0}
m G=vect((1;1;1)).

@ Montrer que R =F @ G.
@ On pose également H = vect ((1;0;0)). Montrer que R* = F @ H.

TR (o ey Syt 715



Dans R3, on consideére :

mF={(2;25;23) €R® /2y + 2, + 25 =0}.
m G=vect((1;1;1)).

@ Montrer que R =F @ G.
@ On pose également H = vect ((1;0;0)). Montrer que R* = F @ H.

Comme on le voit dans I’exercice, un sous-espace vectoriel
a, en général, plusieurs supplémentaires dans E. On parle
donc d’un supplémentaire et non du supplémentaire.

IR (o ey Sy 715
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%u’%wmmW@mwﬂwmeeF@xGer
boi)b,cluem:mF—i—xG.
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?MFQLGWW@@E.WWWWE:FGBG?

%u’%wmmﬂwﬂmquemdeﬂdemeeFether
boi)b,cluem:mF—i—xG.

Déclaration d’un vecteur a décomposer : On gwce un vedteun © € E sans

condilions Fahh’m&m‘ el
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Déclaration d’un vecteur 4 décomposer : On che un vecteun x € E sans

condilions rﬂhﬂu;zm‘ el

Analyse:@nwﬁmo[uemu'écmtm@mgommemzacp+x@oumpeobm
vecleun de F ef 2 un vecleurn de G.
@nebm»*eemmﬂbdewnbbumeeth Wﬂue/me/r\bd,@a,{ded,ex

wd'mmdmégénm.

OWMWWWMT&WW(IF,xG)SBW@&»

Chapitre 23 60 /90



Déclaration d’un vecteur 4 décomposer : On che un vecteun x € E sans

Analyse :

Synthése

@%wnbad@w@ewye(xmxc)emﬁ&edomgonwﬁfe&mm

condilions rﬂhﬁu;zm‘ el

@nwﬁwbeo[ue,xu'écmtbowa@o,gmmemzxp+x®oumpebbwm
vecleun de F ef 2 un vecleurn de G.

@«uebba/\dee/nmifedewnbbmmeeth Wﬂue/me/r\bd,@a,{ded,ex

wd'mmdmégénm.

OﬂMWwWwW(IF,wG)ng&&»

%{EMDAK‘MLB%WWW Tpt+ag=12 zp EF &

Ty e G &

Chapitre 23 60 /90



Q Structure d’espace vectoriel

Q Sous-espace vectoriel
o Applications linéaires
@ Généralités
@ Le K-ev £y (E;F)
@ Composition d’applications linéaires
@ Polynémes d’endomorphismes

o Noyau et image d’une application linéaire




Qu’est ce qu’un Kinder surprise sans jouet a lintérieur ?




Définition [O :
Soient (E;+5;g) et (F;45;p) deux K-ev.

On dit que f: E +— F est un homomorphisme d’espaces vectoriels ou, plus
simplement, une application linéaire si :

n VY (z;y) €E flz+py) = f(z) +r f)-




Définition [O :
Soient (E;+5;g) et (F;45;p) deux K-ev.

On dit que f: E +— F est un homomorphisme d’espaces vectoriels ou, plus
simplement, une application linéaire si :

mV(z;y) €E%  f(z+py) = f(2) +r fy).
mY (N\;2) eKXE, f(Agz)=Apf(z).




Détinition [O :

Soient (E;+5;g) et (F;45;p) deux K-ev.
On dit que f: E +— F est un homomorphisme d’espaces vectoriels ou, plus
simplement, une application linéaire si :

m Y (z;y) €E% flz+py) = f(2) +r ().

mY (N\;2) eKXE, f(Agz)=Apf(z).

L’ensemble des applications linéaires de E dans F est noté £y (E;F) ou,
simplement, £ (E;F).




Définition [O :
Soient (E;+5;g) et (F;45;p) deux K-ev.

On dit que f: E +— F est un homomorphisme d’espaces vectoriels ou, plus
simplement, une application linéaire si :

mV(z;y) €E%  f(z+py) = f(2) +r fy).
mY (N\;2) eKXE, f(Agz)=Apf(z).

L’ensemble des applications linéaires de E dans F est noté £y (E;F) ou,
simplement, £ (E;F).

Vocarulaire :

m Si f: E+— K est linéaire, on dit que f est une forme linéaire.




Définition [O :
Soient (E;+5;g) et (F;45;p) deux K-ev.

On dit que f: E +— F est un homomorphisme d’espaces vectoriels ou, plus
simplement, une application linéaire si :

m Y (z;y) €E% flz+py) = f(2) +r ().

mY (N\;2) eKXE, f(Agz)=Apf(z).
L’ensemble des applications linéaires de E dans F est noté £y (E;F) ou,
simplement, £ (E;F).
Vocarulsire :

m Si f: E+— K est linéaire, on dit que f est une forme linéaire.

m Si f: E+— F est linéaire et bijective, on dit que f est un isomorphisme.




Définition [O :
Soient (E;+5;g) et (F;45;p) deux K-ev.

On dit que f: E +— F est un homomorphisme d’espaces vectoriels ou, plus
simplement, une application linéaire si :

n VY (@5y) €2, f(@4py) = f(@) +r F):

mY (N\;2) eKXE, f(Agz)=Apf(z).
L’ensemble des applications linéaires de E dans F est noté £y (E;F) ou,
simplement, £ (E;F).
Vocarulsire :

m Si f: E+— K est linéaire, on dit que f est une forme linéaire.

m Si f: E+— F est linéaire et bijective, on dit que f est un isomorphisme.

m Si f: E+— E est linéaire, on dit que f est un endomorphisme.
Leur ensemble est noté £y (E) ou, simplement, £(E).




Définition [O :
Soient (E;+5;g) et (F;45;p) deux K-ev.

On dit que f: E +— F est un homomorphisme d’espaces vectoriels ou, plus
simplement, une application linéaire si :

n VY (@5y) €2, f(@4py) = f(@) +r F):

mY (N\;2) eKXE, f(Agz)=Apf(z).
L’ensemble des applications linéaires de E dans F est noté £y (E;F) ou,
simplement, £ (E;F).
Vocarulsire :

m Si f: E+— K est linéaire, on dit que f est une forme linéaire.

m Si f: E+— F est linéaire et bijective, on dit que f est un isomorphisme.

m Si f: E+— E est linéaire, on dit que f est un endomorphisme.
Leur ensemble est noté £y (E) ou, simplement, £(E).

m Si f: E+— E est linéaire et bijective, on dit que f est un automorphisme.
Leur ensemble est noté Gl (E) ou, simplement, GI(E).

N




Autrement dit, une application linéaire est une application compatible avec les

deux opérations définissant la structure d’espace vectoriel.




Autrement dit, une application linéaire est une application compatible avec les

deux opérations définissant la structure d’espace vectoriel.

L’application In : (R ; x) > (R;+) est également appelé
un morphisme mais non un homomorphisme car (R ; x)
n’est pas un espace vectoriel.

ATTENTION
De méme, les homéomorphismes et autres difféomorphismes
rencontrés en analyse n’ont, en général, rien a voir avec des

morphismes. Juste un choix de nom malheureux.




Exemples [T :

mVkeR, f: R — R est un endomorphisme du R-ev R dans le R-ev R.
r +— kx

(C’est méme un automorphisme si k # 0.




Exemples [T :

mVkeR, f: R — R est un endomorphisme du R-ev R dans le R-ev R.
x +— kz
(C’est méme un automorphisme si k # 0.
m Les translations t,: E — E ne sont pas linéaires si a # Og.

r +— T+a




Exemples [T :

mVkeR, f: R — R est un endomorphisme du R-ev R dans le R-ev R.
x +— kz
(C’est méme un automorphisme si k # 0.
m Les translations t,: E — E ne sont pas linéaires si a # Og.

r +— T+a

L 1 S
m Les applications z — 22, =, cos(z), vz, €%, ... ne sont pas linéaires !!!!
a5




Exemples [T :

mVEER, f:

(C’est méme un automorphisme si k # 0.

R — R est un endomorphisme du R-ev R dans le R-ev R.

r +— kz

m Les translations t,: E — E

m Les applications = > x

mf: R?
(z,y)

r +— T+a

2

— R

—  (z+2y,—z,3y)

ne sont pas linéaires si a # Og.

est une application linéaire de R? dans R®.




Exemples [T :

mVkeR, f: R — R est un endomorphisme du R-ev R dans le R-ev R.
x +— kz
(C’est méme un automorphisme si k # 0.
m Les translations t,: E — E ne sont pas linéaires si a # Og.

r +— T+a

mf: R?

— R3 est une application linéaire de R? dans R®.
(I7 y) — (l‘ + 2y7 —Z, 3y)

mf: R? — R3 n’est pas une application linéaire de R?
(z,y) +— (2z—3,4+y,—z+2y)
dans R3. On pourra notamment constater que f(2x;2y) # 2f (x ;). S




Soient (E;+g; ) et (F;4+5;-p) deux K-evet f: E+—F.

Q feL(E;F) = [f(0g) = Op.




Soient (E;+g; ) et (F;4+5;-p) deux K-evet f: E+—F.

Q feL(E;F) = [f(0g) = Op.
O feL(E;F) < V (z;y) € E%LV (A;p) € K2,
JO g + ppy) = Apf(z) + ppf(y)




Soient (E;+g; ) et (F;4+5;-p) deux K-evet f: E+—F.

Q feL(E;F) = [f(0g) = Op.
© feL(B;F) < V (z;9) e B2V (A\;p) € K2,
J gz + pgy) = Apf(2) + ppfy)
= V(z;9) €EL,VAeK, fAgr+y)=Apf(@)+ f(y).

@ La restriction d’une application linéaire a un sev reste linéaire :

VAsevdeE et fe L(E;F), fla€L(A;F).




Soient (E;+g; ) et (F;4+5;-p) deux K-evet f: E+—F.

Q feL(E;F) = [f(0g) = Op.
© feL(B;F) < V (z;9) e B2V (A\;p) € K2,
J gz + pgy) = Apf(2) + ppfy)
= V(z;y) €EL,VAEK, f(Agz+y) =Apf(x)+ f(y).

@ La restriction d’une application linéaire a un sev reste linéaire :

VAsevdeE et fe L(E;F), fla€L(A;F).

Si f est linéaire alors f(0) = 0, mais la réciproque est fausse.

ATTENTION En particulier il ne sert & rien de montrer que f(0) = 0 pour
justifier qu’une application est linéaire. C’est une condition
nécessaire non suffisante.




Pour toute application linéaire f :

k k
f (Z /\z‘-ez) = Z)‘i'f(ei) et f(0g) = Op.
=i =1




Pour toute application linéaire f :

k k

© de wonifien que f(0) # O,

Chapitre 23 67 /90



Pour toute application linéaire f :

k k

© de wonifien que f(0) # O,

edvmﬁAﬁ%mquyermhw&mdeuegb@Jm(w,y)ebwmmTﬂerande

scallainess (X, 1) powy &Aﬂ%&, FOx + py) # Mf(x) + pfy).
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Pour toute application linéaire f :

k k

© de wonifien que f(0) # O,

edeﬂAﬁ%mmTyermhwﬁmdeuaMm(w,y)ebmeﬂerande

scalliness (A, 1) pown benquels f(Az + uy) # Mf (@) + uf (y).
@demmﬂuef(—x)#—f(x)rmmmumweEraMm. S
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Exemples 18 :

Les applications ci-dessous ne sont pas linéaires :

f: R — R e h: R2 — R

(x3y) — ay (z;y) +— 22442




Exemples [9 (Exemples de référence) :

L’homothétie : Soit \e K. hy: E — E est un endomorphisme de E, appelé

T — Az
homothétie de E de rapport A. En particulier, Idg est linéaire.




Exemples [9 (Exemples de référence) :

L’homothétie : Soit \e K. hy: E — E est un endomorphisme de E, appelé

T — Az
homothétie de E de rapport A. En particulier, Idg est linéaire.

La dérivation sur K[X] : D: K[X] — K[X] est un endomorphisme.

P — P




Exemples [9 (Exemples de référence) :

L’homothétie : Soit Ae K. hy: E —

T

E est un endomorphisme de E, appelé
Az

homothétie de E de rapport A. En particulier, Idg est linéaire.

La dérivation sur K[X] : D: KX] —
P —
La dérivation sur D'(I,R) : §: DYI,R)

f

K[X] est un endomorphisme.

P/

—  F(R,R) est linéaire.

—f

Ce n’est pas un endomorphisme.




Exemples [9 (Exemples de référence) :

L’homothétie :

Soit A\€K.hy: E —

T

E est un endomorphisme de E, appelé
Az

homothétie de E de rapport A. En particulier, Idg est linéaire.

K[X] est un endomorphisme.
P/

—  F(R,R) est linéaire.
—f

—  C%°(I,K) est un endomorphisme.

La dérivation sur K[X] : D: KX] —
P —
La dérivation sur D'(I,R) : §: DYI,R)
f
Ce n’est pas un endomorphisme.
La dérivation sur € (I,K) : 6: €C°(L,K)
f

—f




Exemples 19 (Exemples de référence) :

L’intégrale sur [a;0] : J: C°([a;b],K)

f

— K

— /abf(t)dt

est une forme linéaire.




Exemples 19 (Exemples de référence) :

L’intégrale sur [a;0] : J: C%[a;b],K) — K est une forme linéaire.
b
f — / f(t)de
a

L’évaluation en a : si A est un ensemble non vide, alors pour tout a € A,
e, FAK) — K est une forme linéaire.
f = f(a)
Idem pour I’évaluation des polynoémes en un a € K donné
e, KX — K
P +— Pla).




Exemples 19 (Exemples de référence) :

L’intégrale sur [a;0] : J: C%[a;b],K) — K est une forme linéaire.

b
f . / f(tdt

L’évaluation en a : si A est un ensemble non vide, alors pour tout a € A,
e, FAK) — K est une forme linéaire.
f = f(a)
Idem pour I’évaluation des polynoémes en un a € K donné
e, KX — K
P +— Pla).

La transposition matricielle : 7: M, ,(K) — 2, ,(K) est linéaire.

n,p(

M — MT




Exemples 19 (Exemples de référence) :

La trace: T: M, (K) — K est une forme linéaire.

M —  tr (M)




Exemples 19 (Exemples de référence) :

La trace: T: M, (K) — K est une forme linéaire.
M —  tr (M)
Partie réelle, imaginaire, conjugaison : sont R-linéaires mais pas C-linéaires.
R: C — R ,J: C — R et ¢c: C — C

z +— Re(2) z = Im(z) z = Z




Exemples |9 (Exemples de référence) :
La trace: T: M, (K) — K est une forme linéaire.
M —  tr (M)
Partie réelle, imaginaire, conjugaison : sont R-linéaires mais pas C-linéaires.
R: C — R ,J: C — R et ¢c: C — C
z F— Re(2) z +— Im(z) z = Z

L’application limite :

suites convergentes
Ac: — K est une forme linéaire.
de KV

(un)nelN L n1_1>£[_100 Up,

-




Exemples [9 (Exemples de référence) :

L’application canonique associée & une matrice : si A € M, ,(K) alors

fa: KPP — K™ est linéaire.

X +— AX




Exemples 19 (Exemples de référence) :

L’application canonique associée & une matrice : si A € M, ,(K) alors
fa: KPP — K™ est linéaire.
X — AX
La projection : Soient E;, E,, ..., E,, des K-ev.
p;: EyxEyx..xE, — E;
(1,32, %) =

est une application linéaire de E; x E5 x ... x E,, dans E; appelée
projection sur E; (parallelement aux Ej, j # 4).




@ Donner l'application canoniquement associée a A = (




31 0
@ Donner l'application canoniquement associée & A = ( 2 0 -1 ) .
1 1 1

@ A quelle matrice est associée ¢ : (z,y) — (z + 2y, 3z + 4y, 5z + 6y) 7




(£ (E;F),+,-) est un K-ev, sev de (F (E;F),+,-).




(£ (E;F),+,-) est un K-ev, sev de (F (E;F),+,-).

Soit E un K-ev et f € £(E). Montrer que si, pour tout « de E, la famille
(z, f(z)) est liée, alors f est une homothétie.




@ La composée d’applications linéaires est une application linéaire.
En particulier, si f € £ (E;F) et g€ £(F;G) alors go f € £(E;G).




@ La composée d’applications linéaires est une application linéaire.
En particulier, si f € £ (E;F) et g€ £(F;G) alors go f € £(E;G).
© La composée est elle-méme bilinéaire :
En effet, si f € £(E;F) et g € £(F;G) alors :
® i+ goh est linéaire de £ (E;F) dans £ (E; G) (linéarité a droite).
® L+ ho f est linéaire de £ (F;G) dans £ (E;G) (linéarité a gauche).




@ La composée d’applications linéaires est une application linéaire.
En particulier, si f € £ (E;F) et g€ £(F;G) alors go f € £(E;G).
© La composée est elle-méme bilinéaire :
En effet, si f € £(E;F) et g € £(F;G) alors :
® i+ goh est linéaire de £ (E;F) dans £ (E; G) (linéarité a droite).
® L+ ho f est linéaire de £ (F;G) dans £ (E;G) (linéarité a gauche).

Remaraue :h|—>goh€£(£(E;F);£(E;G)).




Dans £(E), la composition o est associative, distributive par rapport & +, admet

pour élément neutre Idy et satisfait a la loi externe :
A(fog)=FoAg)=(Af)eg.

On dit alors que (£(E), +, o, .) est une K-algébre, non intégre et non
commutative.

Résultat & rapprocher de celui obtenu pour ’algébre des matrices M, (K).




ITI. Applications linéaires

4. Polynémes d’endomorphismes

Dans £(E), la composition o est associative, distributive par rapport & +, admet
pour élément neutre Idy et satisfait & la loi externe :
A(fog)=Ffo(Ag)=(Af)og.

On dit alors que (£(E), +, o, .) est une K-algébre, non intégre et non
commutative.

Résultat & rapprocher de celui obtenu pour ’algébre des matrices M, (K).

De la méme maniére, pour tout P = ay +a; X + ... + +0,X" € K[X] et f € L(E),
on peut aussi définir le polynéme d’endomorphisme P(f) € £(E) par :

P(f)=agf'+aifl +ayf? + ... +a,f" ou fO=Idg, fl'=f, f2=fof, ..
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Dans £(E), la composition o est associative, distributive par rapport & +, admet
pour élément neutre Idy et satisfait a la loi externe :
Alfeog)=Ffe(Ag)=(Af)eoyg.

On dit alors que (£(E), +, o, .) est une K-algébre, non intégre et non
commutative.

Résultat & rapprocher de celui obtenu pour ’algébre des matrices M, (K).

De la méme maniére, pour tout P = ag + a;X + ... + +a,X" € K[X] et f € L(E),
on peut aussi définir le polynéme d’endomorphisme P(f) € £(E) par :

P(f) =aof’ +arf' +apf? + .. +a, f* ol fO=1dg, f'=f, fP=fof, ..

Exemples 20 :
Soit f € £(E).

m Si P = )€ Kalors P(f) = \ldg.
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Dans £(E), la composition o est associative, distributive par rapport & +, admet
pour élément neutre Idy et satisfait a la loi externe :
Alfeog)=Ffe(Ag)=(Af)eoyg.

On dit alors que (£(E), +, o, .) est une K-algébre, non intégre et non
commutative.

Résultat & rapprocher de celui obtenu pour ’algébre des matrices M, (K).

De la méme maniére, pour tout P = ag + a;X + ... + +a,X" € K[X] et f € L(E),
on peut aussi définir le polynéme d’endomorphisme P(f) € £(E) par :

P(f) =aof’ +arf' +apf? + .. +a, f* ol fO=1dg, f'=f, fP=fof, ..

Exemples 20 :
Soit f € £(B).
m Si P = )€ Kalors P(f) = \ldg.
B SiP=X2+X-6=(X—2)(X+3) alors
P(f) = f* + f — 6ldg = (f — 21dg) o (f + 31dg).

IR (o ey ey 75 YIS



Exemples 21 :

mSiu: R2 — R?

() =

)

alors u? = Idga.




Exemples 21 :

mSiu: R2

(

)

mSiu: R2

(

)

R? alors u? = Idga.
Y
a8

R2? alors u? :

%)

— R?

(

2z
2y

)

et u? = 2Idgo.




Soient (f;g) € £(E)? deux endomorphismes qui commutent i.e. fog=go f.

Alors, Vn € N :

n

n—1
(f+9)" Z<n> frgn ket VmeN|, fr—gt=(f—g) ) frgnik.
k=0

k=0




Soient (f;g) € £(E)? deux endomorphismes qui commutent i.e. fog=go f.

Alors, Vn € N :

n

n—1
(f+9)" Z<n> frgn ket VmeN|, fr—gt=(f—g) ) frgnik.
k=0

k=0

n—1
Les écritures fFg" " et (f —g) Zf’“g"‘l_k sont
k=0
respectivement & comprendre f* o g™ F et

n—1
—g)o (Z fro gn—l—k> _
k=0




Remaraue : Les homothéties Aldy commutent avec tout endomorphisme

feL(E).




Remaraue : Les homothéties Aldy commutent avec tout endomorphisme

feL(E).

Exemples 22 :
Pour tousn € N et f € £(E), on a :
(f +1dg)" =) (n) fFoet (f—Tdg)" =) (-1 ( )
=0 \F k=0
fr—Tdg = (f —Tdg) o (Idg + f + f2 + -+ f*7).




Remaraue : Les homothéties Aldy commutent avec tout endomorphisme

feL(E).

Exemples 22 :
Pour tousn € N et f € £(E), on a :
n n 0 n k n 0
(f+Idg)" =Y | | f* et (F—Tdg)" =D (-1) f*.
=0 \F k=0

" =1dg = (f ~1dg) o (Idg + f + f* + -+ fV).

Soit E un K-espace vectoriel et u un endomorphisme de E satisfaisant

u? — 3u + 2ldy, = 0s(E)-

@ Montrer que u est un automorphisme de E.
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Remaraue : Les homothéties Aldy commutent avec tout endomorphisme

feL(E).

Exemples 22 :
Pour tousn € N et f € £(E), on a :
n n 0 n k n 0
(f+Idg)" =Y | | f* et (F—Tdg)" =D (-1) f*.
=0 \F k=0

" =1dg = (f ~1dg) o (Idg + f + f* + -+ fV).

Soit E un K-espace vectoriel et u un endomorphisme de E satisfaisant

u? — 3u + 2ldy, = 0s(E)-

@ Montrer que u est un automorphisme de E.
@ Montrer que E = ker (u — ldg) @ ker (u — 21dg).

T (o mey TG



o Structure d’espace vectoriel

o Sous-espace vectoriel
o Applications linéaires

e Noyau et image d’une application linéaire
@ Images directe et réciproque d’un sev
@ Noyau et image d’une application linéaire

@ Injectivité et surjectivité des applications linéaires




Soient E, F, deux K-ev, et f € £ (E;F).

@ Pour tout sev E; de E, 'ensemble f(E;) est un sev de F.




Soient E, F, deux K-ev, et f € £ (E;F).

@ Pour tout sev E; de E, 'ensemble f(E;) est un sev de F.
@ Pour tout sev F; de F, 'ensemble f~1(F;) est un sev de E.




Soient E, F, deux K-ev, et f € £ (E;F).

@ Pour tout sev E; de E, 'ensemble f(E;) est un sev de F.
@ Pour tout sev F; de F, 'ensemble f~1(F;) est un sev de E.

. 1 N I s

mme 1’im récipr

ATTENTION La no‘Fa.tlon J~" est & prendre comme age réciproque
par f ici.




La proposition (20) nous encourage a nous intéresser & deux sev bien
particuliers :

Définition |l :
Soient E, F, deux K-ev et f € £ (E;F).

@ On appelle noyau de f, et on note ker (f) 'ensemble des vecteurs de E
s’envoyant sur le vecteur nul de F.

ker f = f1({0p})={z €E, f(z)=0g}CE.




La proposition (20) nous encourage a nous intéresser & deux sev bien
particuliers :

Définition |l :
Soient E, F, deux K-ev et f € £ (E;F).

@ On appelle noyau de f, et on note ker (f) 'ensemble des vecteurs de E
s’envoyant sur le vecteur nul de F.

ker f = f1({0p})={z €E, f(z)=0g}CE.

© On appelle image de f, et on note Im (f) ensemble des images par f des
vecteurs de E.

Imf=f(E)={yeF, JweEy=fla)}CF.




m Im(u) ={0p} <= u=0,pp < ker(u)=E.
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m Im(u) ={0p} <= u=0,pp < ker(u)=E.
m Siu€ L(E,F) et ve L(F,G). Alors,

vou=0,pq < Im(u)Cker(v).

TR (o ey Sy 715



Exemples 23 (Inaces) :

m Soitu: R — R2 alors Im (u) = vect ((1,2)) est représenté par la droite
z +—  (z,2x)

d’équation y = 2z dans le plan.




Exemples 23 (Inaces) :

m Soitu: R — R2 alors Im (u) = vect ((1,2)) est représenté par la droite

z +—  (z,2x)

d’équation y = 2z dans le plan.

m L’image de ’endomorphisme de R?, v :

est le plan d’équation z = .

(z,y,2) = (z+2y+2z,2c+y—z,2+ 2y +2)




Exemples 23 (Imaces) :

m Soitu: R — R2 alors Im (u) = vect ((1,2)) est représenté par la droite
z +—  (z,2x)
d’équation y = 2z dans le plan.

m L’image de "endomorphisme de R%, v: (x,y,2) — (z+2y+ 2,20 +y— 2,2+ 2y + 2)
est le plan d’équation z = .

v(l;—1;1)=(0;0;0) d.e. (1;—1;1) € kerv sans qu’il soit nul.

ATTENTION 1z s R
Les éléments du noyau d’une application linéaire ne sont pas tous
nuls. C’est 1a le point intéressant.




Exemples 24 (Noyaux) :

mSif: R3 —

(z,y,2)

R
T+y+z

, alors ker (u) est le plan d’équation =+ y + 2 = 0.




Exemples 24 (Noyaux) :

mSif: R3 — R

(z,9,2) +— z+y+z

m SiTest un intervalle de R, et D: DI(I,R)

¥

—  F(LR)

—

, alors ker (u) est le plan d’équation =+ y + 2 = 0.

est application

linéaire de dérivation, alors ker () est ’ensemble des fonctions constantes sur I.




Exemples 24 (Noyaux) :

mSif: R3 — R , alors ker (u) est le plan d’équation © +y + z = 0.
(z,9,2) +— z+y+z

m SiTest un intervalle de R, et D: DYI,R) — F(I,R) est I'application

@ = ¢
linéaire de dérivation, alors ker () est ’ensemble des fonctions constantes sur I.

mSif,: KX — K , alors ker (f,) = {(X—a)Q/Q € K[X]}.
P — P(a)




Exemple 2.5 (Projection) :

Soit I'application linéaire définie par

p:  R2 — R2
(z,y) —  (2,0).

Noyau : V(z,y) € R?, (z,y) €kerp < p((z,y)) = (0,0)
< (z,0) = (0,0)
= x=0.
Donc, ker (p) = {(0,y), y € R} i.e. Paxe des ordonnées.




Exemple 2.5 (Projection) :

Soit I'application linéaire définie par

p:  R2 — R2
(z,y) —  (2,0).

Noyau : V(z,y) € R?, (z,y) €kerp < p((z,y)) = (0,0)
< (z,0) = (0,0)
= x=0.
Donc, ker (p) = {(0,y), y € R} i.e. Paxe des ordonnées.

Image : V(z,y) €R?, (w,y) €Imp < I(xg, %) € R%, p((zg,40)) = (x,y)

— 3(950790) € |R2» (1070) -
<~ y=0.
Donc, Im (p) = {(z,0), z € R} i.e. 'axe des abscisses.

(z,y)




Soient E, F, deux K-ev, et f € £ (E;F).

@ ker f est un sev de E.




Soient E, F, deux K-ev, et f € £ (E;F).

@ ker f est un sev de E. © Im fest un sev de F.




Soient E, F, deux K-ev, et f € £ (E;F).

@ ker f est un sev de E. © Im fest un sev de F.

Déterminer le noyau de ® : D% (R;R) — F (R;R)
! — 74 4f




Soient E, F, deux K-ev, et f € £ (E;F).

@ f est injective <= ker f = {0 }.




Soient E, F, deux K-ev, et f € £ (E;F).

@ [ est injective <= ker f = {0y} @ [ est surjective <= Im f =F.




Soient E, F, deux K-ev, et f € £ (E;F).

@ [ est injective <= ker f = {0y} @ [ est surjective <= Im f =F.

La plus grande utilité de ce théoréme est donc de ramener 1’étude de
I'injectivité d’une application linéaire a celle de son noyau.




Soient E, F, deux K-ev, et f € £ (E;F).

@ [ est injective <= ker f = {0y} @ [ est surjective <= Im f =F.

Réponse : Un Kinder injectif car son noyauz est réduit a zéro.

La plus grande utilité de ce théoréme est donc de ramener 1’étude de
I'injectivité d’une application linéaire a celle de son noyau.




Exemple 2L (Symétrie) :

Soit I'application linéaire définie par

S: R?2 — R2

(x,y) — (_Ivy)'

Noyau : V(z,y9) € R?, (z,y) € kerS < p((z,y)) = (0,0).
= (—2,9)= (0,0
= (2,5) = (0,0)
Donc, ker (S) = {(0,0)} et S est injective.




Exemple 2L (Symétrie) :

Soit I'application linéaire définie par

S: R?2 — R2

(x,y) — (_Ivy)'

Noyau : V(z,y9) € R?, (z,y) € kerS < p((z,y)) = (0,0).
= (=z,y) = (0,0)
= (z,y) =(0,0)
Donc, ker (S) = {(0,0)} et S est injective.
Image : De plus, V (z,y) € R?, (z,y) = S((—=,y)) i.e. Im (S) = R?.
L’application S est donc surjective.




Exemple 2L (Symétrie) :

Soit I'application linéaire définie par

S: R?2 — R2

(x,y) — (_Ivy)'

Noyau : V(z,y9) € R?, (z,y) € kerS < p((z,y)) = (0,0).
= (=z,y) = (0,0)
= (z,y) =(0,0)
Donc, ker (S) = {(0,0)} et S est injective.
Image : De plus, V (z,y) € R?, (z,y) = S((—=,y)) i.e. Im (S) = R?.
L’application S est donc surjective.
Conclusion : S € GI(R?).




Exemples 2.7 :

m Toute homothétie non nulle est surjective.




Exemples 2.7 :

m Toute homothétie non nulle est surjective.
mD: R,[X] — R,[X] n’est pas surjective.

P — P’




Exemples 2.7 :

m Toute homothétie non nulle est surjective.
mD: R,[X] — R,[X] n’est pas surjective.

P — P’

mT: C°(-1;1;R) — R n’est pas injective.

1
f — / f(t)dt
La
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