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© Expérience aléatoire
o [’Univers
@ Systéme complet d’événements
e Probabilité
e Espace probabilisé
e Fondations
@ Probabilité uniforme
© Probabilité conditionnelle
@ Probabilités composées
@ Probabilités totales
e Formule de Bayes
@ Indépendance

e Avec deux événements

e Avec une famille d’événements



Un médecin annonce a un de ses patients :

- J’ai une bonne et une mauvaise nouvelle, je commence par la mauvaise.

Vous avez une maladie grave dont on ne guérit qu’avec une probabilité de 1 sur 10.
- Et la bonne nouvelle docteur ?

- Mes neuf derniers patients sont morts...
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Un médecin annonce a un de ses patients :

- J’ai une bonne et une mauvaise nouvelle, je commence par la mauvaise.

Vous avez une maladie grave dont on ne guérit qu’avec une probabilité de 1 sur 10.
- Et la bonne nouvelle docteur ?

- Mes neuf derniers patients sont morts...

e concept de probabilité est a priori relativement intuitif : rien
de surprenant a ce qu’un dé a six faces normalement constitué tombe
en moyenne une fois sur six sur chacune de ses faces (il s’agit toutefois
d’un résultat statistique, qui ne garantit par exemple en aucun cas
qu’au bout de six lancers on aura obtenu chacun des six résultats possibles).

o

es probabilités étudiées au lycée restent la plupart
du temps dans ce cadre : nombre fini de possibilités, probabilité égale
pour chacun des cas possibles, mais en fait, I’étude des probabilités
en mathématiques peut se faire dans un cadre beaucoup plus large. \*y
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° Expérience aléatoire

@ L’Univers

@ Systéme complet d’événements
© Probabilité
Q Probabilité conditionnelle

Q Indépendance




Désinition | :

On appelle :

e expérience aléatoire, toute expérience dont on ne peut prédire issue avec
certitude.
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Désinition | :

On appelle :

e expérience aléatoire, toute expérience dont on ne peut prédire issue avec
certitude.

e univers I’ensemble, souvent noté €2, de toutes les issues possibles.
e événement, éventualité ou encore issue toute partie w de 'univers ).

e événement élémentaire tout événement constitué d’une seule issue ou d’un
seul élément.

x €y

Figure 1 — Univers et événements




I. Expérience aléatoire

1. L’Univers

Les probabilités au programme de PTSI sont les probabilités dites finies, c’est a
dire qu’on supposera pour cette année que 'univers est un ensemble fini. Pour
information, il y a également des probabilités dites discrétes (w est fini ou
dénombrable - par exemple 2 = N - au programme de deuxiéme année) et des
probabilités continues (Q est un intervalle de R - hors programme en classes
préparatoires scientifiques)

R emaraques :

m [’expérience est aléatoire : on ne sait pas a I’avance quelle en sera l'issue.
Mais on suppose qu’on connait I’ensemble des issues possibles.

-/
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dire qu’on supposera pour cette année que 'univers est un ensemble fini. Pour
information, il y a également des probabilités dites discrétes (w est fini ou
dénombrable - par exemple 2 = N - au programme de deuxiéme année) et des
probabilités continues (Q est un intervalle de R - hors programme en classes
préparatoires scientifiques)

R emaraques :

m [’expérience est aléatoire : on ne sait pas a I’avance quelle en sera l'issue.
Mais on suppose qu’on connait I’ensemble des issues possibles.

m Il peut exister plusieurs modélisations associées a une méme expérience
aléatoire, et a chacune, on associera un univers différent. Pour le lancer du
dé, on pourrait s’intéresser a la position du dé sur la table, ou la
température de la piece apres le lancer... L’univers serait alors non plus
{1,2,3,4,5,6} mais [0,3] x [0,2] ou R,. Il faut donc toujours commencer

par préciser 'univers avec lequel on travaille.
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1. L’Univers

Les probabilités au programme de PTSI sont les probabilités dites finies, c’est a
dire qu’on supposera pour cette année que 'univers est un ensemble fini. Pour
information, il y a également des probabilités dites discrétes (w est fini ou
dénombrable - par exemple 2 = N - au programme de deuxiéme année) et des
probabilités continues (Q est un intervalle de R - hors programme en classes
préparatoires scientifiques)

R emaraques :

m [’expérience est aléatoire : on ne sait pas a I’avance quelle en sera l'issue.
Mais on suppose qu’on connait I’ensemble des issues possibles.

m Il peut exister plusieurs modélisations associées a une méme expérience
aléatoire, et a chacune, on associera un univers différent. Pour le lancer du
dé, on pourrait s’intéresser a la position du dé sur la table, ou la
température de la piece apres le lancer... L’univers serait alors non plus
{1,2,3,4,5,6} mais [0,3] x [0,2] ou R,. Il faut donc toujours commencer
par préciser 'univers avec lequel on travaille.

m Toute partie d’un univers fini est appelée un événement. L’ensemble de
événements est donc P () (dont on connait le cardinal) S\*y
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Exemples | :

@ On lance un dé. Les résultats possibles sont 1,2,3,4,5,6.
Q=1{1,2,3,4,5,6}

Il y six événements élémentaires : {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6} & ne pas confondre
avec les issues.

A ={2,4,6} est un événement. Il peut étre décrit par une phrase : A :« Obtenir un
nombre pair »
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Exemples | :

@ On lance un dé. Les résultats possibles sont 1,2,3,4,5,6.
Q=1{1,2,3,4,5,6}
Il y six événements élémentaires : {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6} & ne pas confondre

avec les issues.

A ={2,4,6} est un événement. Il peut étre décrit par une phrase : A :« Obtenir un
nombre pair »

© On tire au hasard une carte d’un jeu de 32 cartes.
Les résultats possibles sont : 70, 7, 7#, 7&, 80V, - AQ, A, Ad, Ad.

Q={79,70,74,7%,80, .- | AQ, A, A, Ad}
L’événement K:« Tirer un roi » : est K = {RO, RO, R, Réb}.
@ Le temps d’attente avant la désintégration d’un noyau radioactif est un réel positif.
Q=R,

Remaraque : lorsque I'univers est infini toutes les parties de ) ne sont pas des

événements. )
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Définition 2 :

Soit  un univers fini.

On appelle :

e événement impossible 1’ensemble vide : &

e événement certain 'univers entier : €




Définition 3 :

Soient A et B deux événements d’un univers fini €.

e Le complémentaire de A dans Q, noté A, est appelé événement contraire
a A.

Figure 2 — Evénement
contraire
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Définition 3 :

Soient A et B deux événements d’un univers fini €.

e Le complémentaire de A dans Q, noté A, est appelé événement contraire
a A.

e La réunion A UB de A et B est un événement appelé « A ou B ».

e L’intersection A N B de A et B est un événement appelé « A et B ».

e Lorsque « A et B » est ’événement impossible (i.e. A NB =) les
événements A et B sont dits incompatibles.

Figure 2 — Evénement Figure 3 — Evénement Figure 4 — Evénement
contraire réunion intersection




Exemple 2 :

Considérons ’expérience consistant a lancer deux fois une piéce, modélisée par
. 2
Punivers {P,F}~.

Notons :

e A I'événement « la premiére piece montre pile » i.e. A = {(P;P),(P;F)}
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Exemple 2 :

Considérons ’expérience consistant a lancer deux fois une piéce, modélisée par
. 2
Punivers {P,F}~.

Notons :

e A I'événement « la premiére piece montre pile » i.e. A = {(P;P),(P;F)}

e B I’événement « la deuxiéme piece montre pile » i.e. B={(P;P),(F;P)}.

@ L’événement A UB est « une des deux pieces montre pile » i.e.
AUB={(F;P),(P;P),(P;F)}.
© L’événement A N B est « les deux pieces montrent pile » i.e.
AnNnB={(P;P)}.
@ L’événement contraire de A « la premicre piece montre face » i.e.

A={(F;P),(F;F)}.




Détinition 4 :

Soit € un univers fini.

On appelle systéme complet d’événements de 2 toute famille (A,,--, A ) (ou
n € N*) d’événements telle que :

Q@ Vie [l;n], A, #D

(non vides)

Q
Figure 5 — Systéme complet d’événements.
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Détinition 4 :

Soit € un univers fini.

On appelle systéme complet d’événements de 2 toute famille (A,,--, A ) (ou
n € N*) d’événements telle que :

@ Vie[l;n], A, +#9D (non vides)
Q@ Vije[lin],i#j = A, NA;= %) (deux & deux incompatibles)
oA =2

(recouvrant l'univers)
i=1

Q
Figure 5 — Systéme complet d’événements.




On retrouve la notion de partition ensembliste. R emarques :

m Parfois la premiere condition est omise dans la définition. On précise alors
systéme complet d’événements non vides.




On retrouve la notion de partition ensembliste. R emarques

m Parfois la premiere condition est omise dans la définition. On précise alors

4,

systéme complet d’événements non vides.

m Utiliser un systéme complet d’événements revient a raisonner par
disjonction des cas. On découpe l'univers en plusieurs événements, un et un
seul d’entre eux étant réalisé a chaque issue.




Exemples 3 :

@ Si A est un événement (non impossible et non certain), A et A forment toujours
un systéeme complet d’événements.
C’est le cas le plus courant. Par exemple, en tirant une carte, soit la carte est
rouge, soit elle n’est pas rouge.
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Exemples 3 :

@ Si A est un événement (non impossible et non certain), A et A forment toujours
un systéeme complet d’événements.
C’est le cas le plus courant. Par exemple, en tirant une carte, soit la carte est
rouge, soit elle n’est pas rouge.

@ Les événements :

® H:« Tirer un cceur », ® S:« Tirer un pique »,
® D:« Tirer un carreau », ® C:« Tirer un trefle »

forment également un systéme complet d’événements.

Q@ La famille ({w}) formée des événements élémentaires, est un systéme complet
weN
d’événements de €




Figure 6 — Partition de 1'univers & partir de A et A.
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o Expérience aléatoire

© Probabilité
@ Espace probabilisé
@ Fondations

@ Probabilité uniforme
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Détinition S :

Soit  un univers fini.

e On appelle probabilité sur  toute application PP : () — [0, 1] vérifiant :
O PO =1

© pour tout couple d’événements incompatibles A et B, on a :
P(AUB)=P(A) +P(B).

e On appelle espace probabilisé tout couple (€2, IP) ot © est un univers et P
une probabilité sur .




Exemple H+ :

On considére le lancer d’un dé & 6 faces. L'univers est Q = {1,2,3,4,5,6}.
m Une probabilité sur Q est Py : P(Q) — [0;1] (dé non pipé)

A — é card A




Exemple H+ :

On considére le lancer d’un dé & 6 faces. L'univers est Q = {1,2,3,4,5,6}.
m Une probabilité sur Q est Py : P(Q) — [0;1] (dé non pipé)
A — é card A

m On peut aussi définir

Py: P(Q) — [051]

0 si6gA
A {1 si6eA

dé pipé pour tomber )

sur 6 & tous les coups




Soit IP une probabilité sur 2 fini.

@ Si A, A, -, A, (avec n € N*) sont des événements deux & deux

incompatibles, alors
n n
P (I_I Ai) = ZIP(Ai)
i=1 i=1
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© En particulier, si A;, A,, -, A, (avec n € N*) est un systéme complet

d’événements, alors




Soit IP une probabilité sur 2 fini.

@ Si A, A, -, A, (avec n € N*) sont des événements deux & deux
incompatibles, alors
n n
P (I_I Ai) = ZIP(Ai)
i=1 i=1
© En particulier, si A;, A,, -, A, (avec n € N*) est un systéme complet

d’événements, alors

La propriété 1 est appelée o-additivité.




Déterminer une probabilité P sur ©Q = [1,n] telle que P({k}) soit
proportionnelle & k2.




Soit (£2;P) un espace probabilisé fini.

oPr (K) =1—-1P(A) (probabilité de I’événement contraire)
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Soit (£2;P) un espace probabilisé fini.

oPr (K) =1—-1P(A) (probabilité de I’événement contraire)
Q@ PW)=0 (probabilité de I’événement impossible)
© Si ACB,alors P(B\A)=P(B)—-P(A).

Q Si A C B, alors P(A) < IP(B) (croissance de la probabilité)

Q@ P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANB) (probabilité de la réunion)




Soient A et B des événements d’un univers € tels que :
P(A) =0,3; PB)=0,4 et P(AUB)=0,9.

Quelle est la probabilité que se réalise 'un des événements A ou B ?




Soient (Q2;1P) un espace probabilisé fini et (A;);c[1,,; une famille d’événements.

Alors,

P (g A < im».




Soient (€2;IP) un espace probabilisé fini et (A;),;c; un systéme complet
d’événements.

Pour tout événement B, on a :

P(B)=) PBNA,).

i€l

n
Figure 7 — B:i:LJ1 (BﬂAi>




Soient (€2;IP) un espace probabilisé fini et (A;),;c; un systéme complet
d’événements.

Pour tout événement B, on a :

P(B)=) PBNA,).

i€l

n
Figure 7 — B :igl (BﬂAi>

En particulier, si B = (2, on retrouve 1 = Z P(A,).
il




On considére un univers fini Q de cardinal n.

Par définition, une probabilité IP sur  est une application de P(f2) dans [0, 1].




On considére un univers fini 2 de cardinal n.

Par définition, une probabilité IP sur  est une application de P(f2) dans [0, 1].

Définir une propriété reviendrait donc a définir une image pour les 2™ parties de
Q ce qui pourrait étre et serait certainement fastidieux. D’autant plus qu’il
faudrait aussi vérifier que les conditions de la définition (5) soient vérifiées.




I1. Probabilité

2. Fondations

On considére un univers fini {2 de cardinal n.
Par définition, une probabilité IP sur  est une application de P(f2) dans [0, 1].

Définir une propriété reviendrait donc & définir une image pour les 2" parties de
Q) ce qui pourrait étre et serait certainement fastidieux. D’autant plus qu’il

faudrait aussi vérifier que les conditions de la détfinition (5) soient vérifiées.

Il y a une méthode plus simple qui est d’associer & chaque événement
élémentaire (il y en a seulement n) une probabilité. Chaque événement étant
réunion disjointe d’événements élémentaires, sa probabilité pourra ainsi étre

calculée.
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Soient Q = {wy,wy, -, w,} et py, py , =, p,, des réels.

On a équivalence entre les deux assertions suivantes :

n
@ Vie[lin],p,>0et > p, =1
i=1




Soient Q = {wy,wy, -, w,} et py, py , =, p,, des réels.

On a équivalence entre les deux assertions suivantes :
n
@ Vie[lin],p,>0et > p, =1
i=1

© 1l existe une unique probabilité P sur Q telle que : Vi € [1;n],
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Soient Q = {wy,wy, -, w,} et py, py , =, p,, des réels.

On a équivalence entre les deux assertions suivantes :

n
@ Vie[lin],p,>0et > p, =1
i=1

© 1l existe une unique probabilité P sur Q telle que : Vi € [1;n],
]P( {w;} ) = Db;-

En particulier,

VAeP) Z D;-

ie[1L;n]
w;EA




Soient Q = {wy,wy, -, w,} et py, py , =, p,, des réels.

On a équivalence entre les deux assertions suivantes :

n
@ Vie[lin],p,>0et > p, =1
i=1

© 1l existe une unique probabilité P sur Q telle que : Vi € [1;n],
P({w}) =p.

En particulier,

Remarque : Les deux conditions de la premiére assertion entrainent aussi
p; < 1. Ce n’est qu’une condition nécessaire.




Exemple S :

Pour le lancer d’un dé, on peut poser :

w 1 2 3 4 5 6
P({w}) | 0,2 0,05 0,3 0,05 0,3 0,1

Et alors, si on considére I’événement : E : « Obtenir un nombre pair » on a E = {2,4,6}.

Dott P(E) = P({2}) + P({4}) + P({6}) = 0,05 + 0,05 + 0,1 = 0, 2.




De maniére générale, soit Q = {wy,+,w,,} un univers fini. Il existe une unique

probabilité P telle que :

Vie [1;n], ]P({‘"i}> :Wl(ﬂ)'




De maniére générale, soit Q = {wy,+,w,,} un univers fini. Il existe une unique
probabilité P telle que :

‘v’ie[[l;n]],]P({wi}>:

o
card ()"

Désinition 6 :
Soit © un univers fini.

On appelle probabilité uniforme, ou équiprobabilité sur (2 I'unique probabilité
attribuant la méme probabilité a tous les événements élémentaires.




De maniére générale, soit Q = {w,, -, w, } un univers fini. Il existe une unique
probabilité P telle que :

Vie [1;n], ]P({‘“i}) :Wl(ﬂ)'

Désinition & :
Soit © un univers fini.

On appelle probabilité uniforme, ou équiprobabilité sur (2 I'unique probabilité
attribuant la méme probabilité a tous les événements élémentaires.

Remaraue : Sicard (2) = n alors la probabilité de chaque événement

1
élémentaire est p = —.

n
w I
Pwh) | » p = p
En effet, 1 = P(Q2) = Z]P({w}) = szpz 1=pn.
weN weN weN



Soit © un univers fini, et P la probabilité uniforme sur €.

Alors, pour tout événement A :

P(A) = card (A)  nombre de cas favorables
" card ()  nombre de cas possibles




Soit © un univers fini, et P la probabilité uniforme sur €.

Alors, pour tout événement A :

P(A) = card (A)  nombre de cas favorables
" card ()  nombre de cas possibles

Cette relation ne s’applique que pour la probabilité
uniforme.

Si on reprend I’ exenple (5) du dé précédent, on avait

o

. card(E)_§_1
"card (Q) 6 2




Remaraue : L’hypothése d’équiprobabilité s’applique lorsqu’aucun événement

élémentaire n’est favorisé.




Remaraue : L’hypothése d’équiprobabilité s’applique lorsqu’aucun événement
élémentaire n’est favorisé.

On la repére dans un énoncé lorsqu’il est dit que le dé est équilibré, que la piece
est non truquée, que les boules tirées sont indiscernables au toucher, ..




I1. Probabilité

3. Probabilité uniforme

Mais cette équiprobabilité dépend aussi de 'univers choisi comme le montre
I’exemple suivant : on lance deux dés a six faces parfaitement équilibrés.
Laquelle de ces deux modélisations donnent la bonne probabilité du double six ?

@ Premiere modélisation. Il n’y a pas d’ordre particulier. On note les numéros
obtenus dans un ensemble. Si on obtient deux 6 par exemple, on notera

alors {6}.
L’univers est alors donné dans le tableau suivant :
{1}
{1,2} {2}

{r,3p {23} {3}

(1,4} {24 {3,4 {4}

{r.50  {2,5} {3,5} {45} {5}

{r.6} {2,6} {3,6} {46} {5,6} {6}

Si on considere qu’il y a équiprobabilité sur cet univers alors

P(« double six » ) = % \ .y
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@ Deuxieme modélisation. On peint les dés en rouge et en jaune. On note le
résultat du dé rouge en premier dans un couple, et le résultat du jaune en

deuxieme.
L’univers est alors donné dans le tableau suivant :

Ly 12 (1,4)  (1,5)  (1,6)
(2,1) (2,20 (2,3) (2,49 (2,5 (2,6)
B 32 (33 (4 3,5 (3,6
(4,1 42 43 (44 (45 (4,6
(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

Si on considere qu’il y a équiprobabilité sur cet univers alors

1
P(« double six » ) = %




On tire au hasard 5 cartes dans un jeu de 32 cartes.

@ Quelle est la probabilité d’obtenir un carré ?




On tire au hasard 5 cartes dans un jeu de 32 cartes.

@ Quelle est la probabilité d’obtenir un carré ?

© Quelle est la probabilité d’obtenir au moins deux rois ?




0 Expérience aléatoire

© Probabilité

e Probabilité conditionnelle
@ Probabilités composées
@ Probabilités totales

@ Formule de Bayes

o Indépendance




IT1I. Probabilité conditionnelle

Le principe des probabilités conditionnelles est, si on y réfléchit bien, assez
simple, et surtout utilisé sans forcément qu’on s’en rende compte dans nombre
d’exercices.

Comme son nom l’indique, la notion désigne une probabilité soumise & une
condition. Prenons un exemple simple : on lance deux dés et on regarde leur
somme (vous devez commencer & avoir I’habitude). On se rend aisément compte

1
que la probabilité d’obtenir 5 valait 3 ?

Supposons qu’on ait maintenant l’information supplémentaire : on sait que le
premier dé est est tombé sur la face 2. Ca change tout !

Pour obtenir un total de 5, il faut maintenant (et il suffit) que le deuxiéme dé
tombe sur 3, soit une chance sur 6. On dit que la probabilité d’obtenir 5 sachant

-/
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que le premier dé a donné 2 vaut 5



Exemple & :

Dans une classe, en notant :

m G : les éleves mesurant plus de 1,80m ‘ H G ‘ G H Total ‘
m H les étudiants de sexe masculin. L 9 || ]| 2
H 3|1 14
On obtient la répartition ci-contre : ‘ Total H 1 ‘ 23 H 34 ‘
On choisit un éléve au hasard pour passer au tableau.
card (G) 11
m La probabilité que I’éleve soit grand est P(G) = ————= = —.
v 4 ° (@) card (Q) 34




Exemple & :

Dans une classe, en notant :

m G : les éleves mesurant plus de 1,80m ‘ H G ‘ G H Total ‘
m H les étudiants de sexe masculin. L 9 || ]| 2
H 3|1 14
On obtient la répartition ci-contre : ‘ Total H 1 ‘ 23 H 34 ‘
On choisit un éléve au hasard pour passer au tableau.
card (G) 11
m La probabilité que I’éleve soit grand est P(G) = ————= = —.
v 4 ° (@) card (Q) 34

m La probabilité que I’éleve soit grand parmi les éleves de sexe masculin est

card(GNH) 8

Pu(G) = card (H) ~ 20




Exemple & :

Dans une classe, en notant :

m G : les éleves mesurant plus de 1,80m ‘ H G ‘

@ H Total ‘
m H les étudiants de sexe masculin. L 9 || ]| 2
H 3|1 14
On obtient la répartition ci-contre : [[Total [ 11 [ 23] 34 ]
On choisit un éléve au hasard pour passer au tableau.
card (G) 11
m La probabilité que 1’éleve soit grand est P(G) = ————= = —.
1> g e (@) card (Q) 34

m La probabilité que I’éleve soit grand parmi les éleves de sexe masculin est

card(GNH) 8

Pu(G) = card (H) ~ 20

m La probabilité que I’éleve soit de sexe masculin parmi les grands est
card (G N H) 8

Pe®) =—rd@ — 1




Exemple & :

Dans une classe, en notant :

m G : les éleves mesurant plus de 1,80m ‘ H G ‘ G H Total ‘
m H les étudiants de sexe masculin. H 8 | 12 20
H 3|1 14

On obtient la répartition ci-contre : [[Total [ 11 [ 23] 34 ]

On choisit un éléve au hasard pour passer au tableau.
card (G) _ 11
card (2) 34~
m La probabilité que I’éleve soit grand parmi les éleves de sexe masculin est
card(GNH) 8
card (H) 20°

m La probabilité que I’éléve soit grand est P(G) =

Pu(G) =

m La probabilité que I’éleve soit de sexe masculin parmi les grands est

_card(GNH) 8
Pe(f) = card (G) 11’

On remarquera que P(G) # Py(G) et on dira plus tard que les événements G et H ne
sont pas indépendants.




Détinition T :

On consideére un espace probabilisé fini (Q2,P) et A un événement tel que
P(A) #0.

On appelle probabilité conditionnelle de B sachant A, notée P(B|A) ou P, (B) le
quotient :
P(ANB)
P,(B)= ———=
a(®) P(A)




Détinition T :

On consideére un espace probabilisé fini (Q2,P) et A un événement tel que
P(A) #0.

On appelle probabilité conditionnelle de B sachant A, notée P(B|A) ou P, (B) le
quotient :
P(ANB)
P,(B)= ———=
a(®) P(A)

Soient (£2,IP) un espace probabilisé fini et A un événement tel que IP(A) # 0.

L’application P, : P(Q) — [0,1] est une probabilité sur Q appelée
B P(ANB)
P(A)

probabilité conditionnelle sachant A.

¥




Remearaues :
@ Toute probabilité peut étre vue comme une probabilité conditionnelle :

P(A) = Py (A).




Remaraques :

@ Toute probabilité peut étre vue comme une probabilité conditionnelle :
P(A) = Pq(A).

© Les probabilités conditionnelles sont les probabilités écrites sur les
branches :

. .
» \ )
<o P~ <o a3

Iy

N, NN
x\ \
P ~% Loy %




IT1I. Probabilité conditionnelle

Remearaues :
@ Toute probabilité peut étre vue comme une probabilité conditionnelle :
P(A) =Pg(A).
© Les probabilités conditionnelles sont les probabilités écrites sur les
branches :

o

y A
B

Baq) %

A:

B
P~
>

y‘A

o) %

x
@ La probabilité d’'un événement est la somme des probabilités des chemins
qui y aboutissent :
B=(ANB)U(ANB) A=(BnNAUBNA)
et P(B) = P(ANB) + P(ANB). et P(A) = P(BNA) + P(Bn A ‘)
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On consideére une famille de deux enfants. On suppose que chaque enfant a une
chance sur deux d’étre une fille.

@ Quelle est la probabilité que les deux enfants soient des filles sachant que
I’ainé est une fille ?

TR (o ey ey P VT



On consideére une famille de deux enfants. On suppose que chaque enfant a une
chance sur deux d’étre une fille.

@ Quelle est la probabilité que les deux enfants soient des filles sachant que
I’ainé est une fille ?

@ Quelle est la probabilité que les deux enfants soient des filles sachant qu’il y
a au moins une fille 7

TR (o ey ey P VT



En général, c’est la probabilité conditionnelle qui est donnée par ’expérience.

On calcule alors P(A N B) par la formule P(A NB) = P, (B)PP(A), et non
I'inverse !




En général, c’est la probabilité conditionnelle qui est donnée par ’expérience.

On calcule alors P(A N B) par la formule P(A NB) = P, (B)PP(A), et non
I'inverse !

Soient (£2,1P) un espace probabilisé fini et (A, A,, -+, A ) une famille finie
d’événements tels que P(A; NAyN--NA, ;) #0.

Alors, on a :
P(A;NA;N-NA,) =P(A)) X Py (Ay) X Py 4, (Ag) X X Py qanena, , (An)-
En particulier,

P(ANB) = P(B)Pg(A) si P(B)#0.
=P(A)P,(B) si P(A) 0.




En général, c’est la probabilité conditionnelle qui est donnée par ’expérience.

On calcule alors P(A N B) par la formule P(A NB) = P, (B)PP(A), et non
I'inverse !

Soient (£2,1P) un espace probabilisé fini et (A, A,, -+, A ) une famille finie
d’événements tels que P(A; NA,N--NA,_;)#0.

Alors, on a :
P(A;NA;N-NA,) =P(A)) X Py (Ay) X Py 4, (Ag) X X Py qanena, , (An)-

En particulier,

Remaraue : Cette formule correspond simplement & la multiplication des w
probabilités sur les branches d’un arbre lors de son parcours.
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Une urne contient initialement 4 boules blanches et 2 boules noires. On tire une
boule. On la remet dans I'urne avec une boule de la méme couleur. On procede
a un deuxiéme tirage.

Quelle est la probabilité d’obtenir deux boules noires ?
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Soient (£2,1P) un espace probabilisé fini et (A, A,,---, A, Jun systéme complet
d’événements (tous non impossibles).

Pour tout événement B, on a :




Soient (£2,1P) un espace probabilisé fini et (A, A,,---, A, Jun systéme complet
d’événements (tous non impossibles).

Pour tout événement B, on a :

Remaraue : Cette formule correspond simplement a la disjonction des cas.




X et Y s’entraine au tir & I'arc.

X atteint la cible 9 fois sur 10, Y atteint la cible 6 fois sur 10. Y joue deux fois
sur trois.

Quelle est la probabilité que la cible soit atteinte ?

TR (o ey ey P YT



Soit (£2,1P) un espace probabilisé fini.

Soient A, B deux événements de probabilités non nulles. Alors

Py (A) =

P(A)

() PAB):




Soit (£2,1P) un espace probabilisé fini.

Soient A, B deux événements de probabilités non nulles. Alors

Py(A) = % A(B).

Remaraue : Si on considére 1'événement A antérieur a 1’événement B, on peut
voir A comme la cause et B comme la conséquence. La formule de Bayes permet
de renverser ces notions : connaissant la conséquence, quelle est la probabilité
que telle cause ait eu lieu?




Reprenons 1’ exercice (6) . L’'un des joueurs a atteint la cible.

Quelle est la probabilité qu’il s’agisse de Y 7




Souvent, on a besoin d’utiliser la formule des probabilités totales pour exprimer
P(B). On peut méme généraliser a un systéme complet d’événements :

Soit (€2, IP) un espace probabilisé fini.

On considére un systéme complet d’événements (A, A,,---, A, ) de probabilités
non nulles.

Si B est un événement de probabilité non nulle, alors :

A
Po(A) = =) B, (B)
P(A)P, (B)
=1
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0 Expérience aléatoire

© Probabilité
0 Probabilité conditionnelle

e Indépendance
@ Avec deux événements

@ Avec une famille d’événements




Détinition & :

Soit (2, P) un espace probabilisé fini.
On dit que deux événements A et B sont indépendants lorsque

P(ANB) = P(A)P(B).




Détinition & :

Soit (2, P) un espace probabilisé fini.
On dit que deux événements A et B sont indépendants lorsque

P(ANB) = P(A)P(B).

Supposons que A soit tel que IP(A) # 0. Alors :

P(ANB)

A et B sont indépendants < P(ANB)=P(A)PB) < PA)

=P(B).

= P,(B) =P(B)




Soit (£2,P) un espace probabilisé fini.

Deux événements de probabilité non nulle A et B sont indépendants
si, et seulement si P5(A) =P(A) ou [P,(B)=P(B).




Soit (£2,P) un espace probabilisé fini.

Deux événements de probabilité non nulle A et B sont indépendants
si, et seulement si P5(A) =P(A) ou [P,(B)=P(B).

Remaraue : Dans le cas oul I'un des deux événements a une probabilité nulle,
les événements sont de toute fagon nécessairement indépendants (méme si c’est
absurde!).

Cette derniére expression est plus parlante : la probabilité de B est inchangée
qu’on sache ou non que A est réalisé.

C’est plus proche de la notion intuitive d’indépendance, mais a plusieurs
inconvénients : ’asymétrie, et I’hypothése que A est de probabilité non nulle.




Soient (£2,1P) un espace probabilisé fini, A et B deux événements.

m A est indépendant avec lui-méme si, et seulement si IP(A) =0 ou P(A) = 1.




Soient (£2,1P) un espace probabilisé fini, A et B deux événements.

m A est indépendant avec lui-méme si, et seulement si IP(A) =0 ou P(A) = 1.

m A et B sont indépendants si, et seulement si




Soient (£2,1P) un espace probabilisé fini, A et B deux événements.

m A est indépendant avec lui-méme si, et seulement si IP(A) =0 ou P(A) = 1.

m A et B sont indépendants si, et seulement si
O A et B,

le sont aussi.




Soient (£2,1P) un espace probabilisé fini, A et B deux événements.

m A est indépendant avec lui-méme si, et seulement si IP(A) =0 ou P(A) = 1.

m A et B sont indépendants si, et seulement si
Q ActB, O At B,

le sont aussi.




Soient (£2,1P) un espace probabilisé fini, A et B deux événements.

m A est indépendant avec lui-méme si, et seulement si IP(A) =0 ou P(A) = 1.

m A et B sont indépendants si, et seulement si
O A et B, Q A et B, @ ouAectB

le sont aussi.




Soient (£2,1P) un espace probabilisé fini, A et B deux événements.

m A est indépendant avec lui-méme si, et seulement si P(A) =0 ou P(A) =

m A et B sont indépendants si, et seulement si
O A et B, Q A et B, © ouAetB

le sont aussi.

. mm&uﬂew P(ANB) <& P(A)P(B).

V




Soient (£2,1P) un espace probabilisé fini, A et B deux événements.

m A est indépendant avec lui-méme si, et seulement si P(A) =0 ou P(A) =

m A et B sont indépendants si, et seulement si
O A et B, Q A et B, © ouAetB

le sont aussi.

. mm&uﬂewpmmm ot P(A)P(B).




Dans un magasin de meubles, il y a 55 % de canapés dont 14 % en cuir, 30 % de
fauteuils dont 20 % en cuir et le reste est constitué de poufs dont 42 % en cuir.

Un client se présente et choisit un meuble.

On consideére les évenements :

m F : « le meuble choisi est un fauteuil » ;

m C : « le meuble choisi est en cuir ».

Montrer que ces deux évenements sont indépendants.
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Lorsqu’on considére plus de deux événements, il y a deux maniéres de
généraliser 'indépendance :

Déinition 9 :
Soit (£2,IP) un espace probabilisé fini.

On considére une famille finie d’événements (A, Ay, -+, A,,) (avec n € N*).

m Les événements A, A,, -, A, sont dits deux & deux indépendants lorsque :

Vi,je[l,n], i#j = PA,NA)=PA)P(A,).

-




Lorsqu’on considére plus de deux événements, il y a deux maniéres de
généraliser 'indépendance :

Déinition 9 :
Soit (£2,IP) un espace probabilisé fini.

On considére une famille finie d’événements (A, Ay, -+, A,,) (avec n € N*).

m Les événements A, A,, -, A, sont dits deux & deux indépendants lorsque :

Vi,je[l,n], i#j = PA,NA)=PA)P(A,).

m Les événements A, A,,--, A,, sont dits mutuellement indépendants
lorsque :

Vie P([1;n]), P (ﬂAi> =[[r@y.

i€l i€l

-




ATTENTION

Il est clair que I'indépendance mutuelle implique
I'indépendance deux a deux mais la réciproque n’est pas
vraie!

Des événements deux a deux indépendants ne sont pas
nécessairement mutuellement indépendants. La condition
est beaucoup plus forte que ga.




ATTENTION

Il est clair que I'indépendance mutuelle implique
I'indépendance deux a deux mais la réciproque n’est pas
vraie!

Des événements deux a deux indépendants ne sont pas
nécessairement mutuellement indépendants. La condition
est beaucoup plus forte que ga.

Par exemple, pour trois événements, on doit avoir

P(A; NAy) =P(A)) x P(A,),

P(Al n A?:) =P(A)) x P(A3), P(A; NAz) =P(Ay) x P(Ay)
mais aussi

P(A;NA,NA;) =P(A)) x P(A,) x P(Ay).

Les conditions a vérifier deviennent rapidement affreuses
quand on augmente le nombre d’événements.




On considére une piéce qu’on lance deux fois et on considere les événements suivants :

A : « On obtient pile au premier lancer »

B : « On obtient face au deuxiéme lancer »

C : « On obtient deux lancers différents »

27
P

(P,P) | (P,F)
(F,P) | (F.F)

On a P(A) = P(B) = P(C) = %

On voit facilement que P(ANB) = P(ANC) = P(BN C) = %

Donc les événements sont deux a deux indépendants.




On considére une piéce qu’on lance deux fois et on considere les événements suivants :

A : « On obtient pile au premier lancer »

B : « On obtient face au deuxiéme lancer »

C : « On obtient deux lancers différents »
] v [ ]
P ®.p) | ®.F)
(F,P) | (F,F)

On a P(A) = P(B) = P(C) = %

1
On voit facilement que P(ANB) =P(ANC)=PBNC)= 1
Donc les événements sont deux a deux indépendants.

Pourtant, P(ANBNC) = i et P(A)P(B)P(C) = é donc P(ANBNC) # P(A)P(B)P(C).

Les événements ne sont pas mutuellement indépendants.




Soient A, ..,A, des événements mutuellement (resp. deux a deux)
indépendants.

Pour i € [1;n], on note B; = A; ou B, = A;.

Alors By, .., B,, sont mutuellement (resp. deux a deux) indépendants.




Soient Ay, .., A,, des événements mutuellement indépendants et p € [1;n — 1].

Alors :

Q@ AjNn..NAjet A, ;N...NA, sont indépendants.




Soient Ay, .., A,, des événements mutuellement indépendants et p € [1;n — 1].

Alors :

Q@ AjNn..NAjet A, ;N...NA, sont indépendants.
Q@ AjU...UA et A, ;U..UA, sont indépendants.




Soient Ay, .., A,, des événements mutuellement indépendants et p € [1;n — 1].
Alors :
Q@ AjNn..NAjet A, ;N...NA, sont indépendants.

Q@ AjU...UA et A, ;U..UA, sont indépendants.
Q@ AjN..NA et A, ;U..UA, sont indépendants.




Soient Ay, .., A,, des événements mutuellement indépendants et p € [1;n — 1].

Alors :

O AN..
QA U..
QA nN..
QA U..

NA,et AN
UA,et Ay U..
NA,et A, U..
UA,et A . N

NA
UA
UA
NA

n

n

n

n

sont, indépendants.
sont indépendants.
sont indépendants.

sont indépendants.




Soient A et B deux événements tels que P(A) = 0,4 et P(B) =0, 3.
Calculer P(ANB) et P(AUB) :

@ si A et B sont indépendants;




Soient A et B deux événements tels que P(A) = 0,4 et P(B) =0, 3.
Calculer P(ANB) et P(AUB) :

@ si A et B sont indépendants; © si A et B sont incompatibles.

TR (o ey ey P ST



Soient A et B deux événements tels que P(A) = 0,4 et P(B) =0, 3.
Calculer P(ANB) et P(AUB) :

@ si A et B sont indépendants; © si A et B sont incompatibles.
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Soient A et B deux événements tels que P(A) = 0,4 et P(B) =0, 3.
Calculer P(ANB) et P(AUB) :

@ si A et B sont indépendants; © si A et B sont incompatibles.

Un ingénieur pense que ses équations sont une approximation de la réalité.
Un physiciens pense que la réalité est une approximation de ses équations.

Un mathématicien s’en moque.

e N ey P ST
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