XXV

Dimensisn finie

Un mathématicien et un ingénieur assistent a une conférence sur les processus physiques intervenant dans les
espaces de dimension 9. Le mathématicien est assis et apprécie beaucoup la conférence, pendant que l’ingénieur
fronce les sourcils et semble complétement embrouillé.

A la fin, Vingénieur demande au matheuz :
« Comment fais-tu pour comprendre tout cela ? »

« C’est simple ! D’abord tu visualises le processus en dimension n, et ensuite il suffit de prendre n = 9. »

e deuxieme chapitre consacré aux espaces vectoriels n’est en fait qu’'une sorte de complé-

»-~ ment au premier, visant a définir rigoureusement la notion de dimension déja évoquée

dans le précédent chapitre, et a donner de nouvelles méthodes permettant d’alléger les
calculs et démonstrations classiques en algebre linéaire.

Peu de notions nouvelles en vue, si ce n’est celle de rang qui est centrale en algebre linéaire en
dimension finie. Notion que nous approfondirons encore au chapitre suivant.
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Dans ce chapitre, lorsqu’on omettra de le dire et sauf mention contraire, on considérera que E est
un K-espace vectoriel avec K réduit a R ou C.

' FAMILLES FINIES DE VECTEURS

Indépendance linéaire

Détinition/Théoréme | : Soient E un K-ev, n € N* et (z,,2,,-,,) € E™.
m On dit que la famille (x, g, -, x,) est liée si
El(Al?)‘ZV"?)‘n) € IK"\{(0,0,,O)}, Z)‘kxk :OE ([Llée)
k=1
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( )
= On dit que la famille (x, x4, -+, x,) est libre si elle n’est pas liée i.e. si
V()\l,)\2,"‘,)\n) S [KTL, (Z)\k)xk}:OE — VkE [[1,”]], )\k:()) . (I]_lbre)
k=1
On dit alors que la famille (1, xy, -, ,,) est linéairement indépendante.
\

R.emarque : Une famille contenant le vecteur nul est liée et on convient que toute famille & zéro
éléments est libre.

Avant d’aller plus avant et pour que ce soit bien clair revenons sur I'affirmation logique implicite

contenue dans la définition (1) a savoir |(Liée)=(Libre) :

n

Notons pour cela P : (Ay, Ay, -+, A,) = (0,0,---,0) et Q: Z)\kxk = 0.
k=1

La proposition (Liée) se réécrit alors :

(Liée) :F(Ay, Ay, -, A,) €K™ ]P A Q,
dont la proposition contraire s’écrit :
1(Lice) <= (Libre) :¥ (A, Ay, A,,) € K7, ] (]? A Q)
(?\/]Q)
(0 = 7)

> Ny =0y = VEke[l,n], X =0
k=1

4 N\
Exemples | :

= Dans le R-espace vectoriel C, la famille (1; i) est libre, puisque pour tout (a;b) € R?, on a :
a+ib=0 = a=b=0.
En revanche, dans le C-espace vectoriel C, la famille (1; i) est liée puisque
i1+ (—1).i=0.
» Dans K[X], pour tout n € N, la famille (1, X, X2, ..., X") est une famille libre.

En effet, un polynéme est nul si, et seulement si tous ses coefficients le sont ce qui se traduit par :

Y (Ao Ay s A) €KL Y TN XE =0y = Yk €[0,n], X, =0.
k=0

. y

Dans la méme idée que D'assertion précédente, I'implication (Libre) de la définition (1) en
cache une autre, promesse de propriétés a venir :

e N

Corollaire Ol : Soit (1, %y, ,, ) une famille libre d’éléments de E.

Pour tous (A,-,\,,) € K" et (uq,-,1,) € K", on a:

n n
Z)\kﬂck:Z#kﬂ% = Vke[lin], A\ =y
k=1 =1

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXV : Dm:em\w@fmw ﬂ
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|_ k=1 k=1 k=1
Exercice | : Montrer que la famille (cos;sin) est une famille libre de R¥.

Vous devez vous douter a ce stade que la liberté d’une famille donnera I'unicité d’une certaine
écriture ou d’une certaine décomposition.

Corollsire O2 (Important) :  Une famille (z,,---,z,) est libre si, et seulement si tout
vecteur de vect ({zy, -, z,}) se décompose de maniére unique comme combinaison linéaire
des vecteurs x,,-,x,,.

Preuve
|_(:) : Ceak ecvacement le  corollaire (0.1) .
(<:> : Souﬁmmnbw&mmewhm%bw &mnbwmbcTw (:L'l,"-,xn) ebb&?me
Considénans, olors: uno comlbmainon, linaine nulll det sadouns do o famille ve. - Ay = 0.

&Wuwubmwz}\m —ZO:U

Ja)vummbede&mdm,]-m,&\m Vie[l;n], A\, =0.
fﬁ@@amﬂig 2y, @) esh libre.

Exemples 2. : Soit n € N et (x,,xy,,x,,) une famille d’éléments d’un K-ev E.

s Sin =0 : la famille vide est libre (convention).
s Sin=1:la famille (x,) est libre < z; # Og.
s Sin=2:la famille (z,,x,) est libre <= x, et z, sont non colinéaires.

Preuve
|_ ° ?Lxlethbm\tco@vm(wmqu)umtémvwwl:)\mz Le. 1x1—)\w220:8ago/mﬂ)eebt
° %Ww@b&&bgamﬁ?e(wl,xz)ebb&éqmr&&écnvw)\lwl+)\2w2:Oameo(kl,)\Q)%(O,O).

%,\1;éo,m[mxm%:—ﬁ%@MWWM.?@&A2¢O@MMW
Ay

mm,\lzxfoww@e.
—J

.

Exercice 22 : Soit 7 = (1;1;1), 29 = (1;2;—1) et x5 = (—1;1;1) des vecteurs de R3.

Montrer que (1 ;74 ;23) est une famille libre de R3.
Correction : %t AL g eb Ag des scalaines tells que
ATy 4+ Ay + Agzg = 0. (XXV.1)

szomwaCTue/\lz)\QZ)\gzo.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXV : DWEHA&%W ﬂ
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)\1*A2+)\3 :O

1 1 -1 1 1 -1 11 -1
&m@wwwA: L2 1|~ [0 1 2|~ |0 1 2 | mabuice briangu-
1 -1 1 0 -2 2 0 0

Plus généralement,

Proposition | : Une famille est liée si, et seulement si I'un de ses vecteurs est
combinaison linéaire des autres.

Ceci s’applique, en particulier, a une famille dont deux vecteurs sont égaux et, par conséquent,
les vecteurs d’une famille libre sont deux a deux distincts.

Preuve : Gonsidérons une @qm% (24, T, 2,,) de vedeurs de E.
|_(<=) : Suggosons, e awcample, e o, ::z‘ixkxk.
HMons, niAkxk—xn = 0g avec (A, A, 1, —1) # (0,--,0)
(=) : R (@), 1,) est lise, i ecvitbe (Mg, -+, A,) # (0,-,0) tel que ;Akwk = 0p.
i‘moL%Aimm%tmm&MAﬁéo.ﬁmmwmxi:Z——%ket
lo nesulbat.

Exercice 3 : Soient u = (1;2;3),v=(3;2;1) et w=(5;6;7).

Montrer que (u,v,w) est liée.

Correction : w=2u+ v

Corollaire Il (Application) : Soient (1, z,, -, x,,) une famille libre d’éléments de E et = € E.

Ty, Lo, , T, ,x) est like <= x & vect(xy,25,,2,).
1 T2 1 L2 n

» YN

Exemple 3 : On déduit également de la proposition précédente qu’une famille de trois vecteurs non copla-
naires est libre.

En effet, si (e, ;e,;e3) est liée, alors, par exemple, e; appartient & vect (e, ; e5) et les trois vecteurs seraient
coplanaires.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXV : D(menAaQrufmw
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Une famille de trois vecteurs (e, ; e, ; e3) deux a deux non colinéaires n’est pas forcément

ATTENTION [ JRELAE

Prendre par exemple { (1;—1;0); (0;1;—1), (=1;0;1) }.

Gréce a la contraposée de ’équivalence précédente, on peut ainsi agrandir une famille libre en lui
adjoignant des vecteurs de E qui sont linéairement indépendants des vecteurs de la famille.

De la méme maniere, la contraposée de la proposition (1) s’écrit aussi :

Corollaire |2 : Une famille est libre si, et seulement si aucun de ses vecteurs n’est
combinaison linéaire des autres.

Suivent deux propriétés simples mais importantes :

Proposition 2 :
Toute sous-famille d’une famille libre est encore libre.

Toute sur-famille d’une famille liée est liée.

Preuve :

Foit (Tqy ey x,) wne @cyrm.%e lre de E & L uwne m—@am%e de (zq,...,2,). QuAUJe &
WMMMW&WWL:(%,”.,%)a/ueope[[l;n]].
witte & comnllter, pan den scallines mull, toute combinaison linsaine nulle ™ e — 0 des
Q v - ; KTk
M@LM%MWWWWMZAkkaOd@M
de (Ty,...,2,). =
&M@@mmm&m&@w:Vke[[1;p1L>\k:o-b.e.L%t
Uibre.

[2] Cest b conbranonse du nevulkal precedent.

—

Un exemple important

Détinition 22 © Une famille (Py,---,P,,) de polynémes est dite de degrés échelonnés si

deg(Py) < -+ < deg(P,,).

De telles familles seront fréquentes et la majorité des familles de polyndémes que vous rencontrerez
a partir de maintenant le seront probablement.

Proposition 2 © Une famille de polynémes non nuls de K[X] et de degrés échelonnés est
libre.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXV : D(menAaQrufmw ﬂ
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C’est un type de famille qui nous sera grandement utile et que nous retrouverons souvent en
deuxieme année notamment.

|— PFCUVC:@%WW@WWW@MM@@MWM@Q@W

o n >l

ﬂamn:1dlplmpo@a/n&nﬂmm&{2%thpyah/wnm@%dyntw:
?maneN*,memW@n—lwmm&@d@

Wé&e&m@m%@@mmw(PI,PQ,...,Pn)denP@@jmmmmfbde
deﬁhé@éoﬂ&om/néomm%'umwm&mm&mmm@mfmb&

n n—1
> NPL=0 <= AP, =—> NPy
k=0 k=0

&ucommdénamtﬁeudg%néqdeg( —deg( ZAk )<deg(Pn)WMw&wmw
oA,

gecaaz,teZ)\kPk—ObeheduAbopohb Z)\kPk—O combinaison linsaine nulle d'dements d'une

M@n—lwmm&@@wm
%_@w%WW@WwWWWGM;n—WAi:O.

En condlusion, Vi € [1;n], A, = 0, ?a@wm?fe (P,,Py,....,P,) etb donc libre o la propniste
R ottt

?Wa&mwnzl,ﬂe%tmwmgmmn>1. —

Exemple 4+ (1, X+1,X3— X) est une famille libre de K[X].

Corollaire 3l (Important) : Pour tout n € N,
n (l, X, X2, ..., X”) est une famille libre de K[X] (et K, [X]).

m Vaek, (1, X—a,(X—a)? ., (X— a)") est une famille libre de K[X] (et K,,[X]).

Exercice 4 : Soit n € N (n > 2). Dans K™ , on considére la famille A,, = (ay, ay, -, a,),
avec a; = (1,1,0,-+,0), ay = (0,1,1,-,0), -~ a,_, = (0,-~,0,1,1) et a, = (1,0,--,0,1).

Pour quelles valeurs de n la famille .4, est-elle libre ?

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXV : Dtmmfmw ﬂ
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|I.3 ' Familles génératrices

e )
Dérfinition 3 :  Soient E un K-ev, n € N* et (2, 24,-,x,) € E"™.

On dit que la famille (1, x4, -, x, ) est génératrice (de E) lorsque tout élément de E peut
s’écrire comme combinaison linéaire de z,, -, x,, ou, de maniere équivalente,

(X1, Xq, -, x,) est génératrice <= vect (zy,xq,,x,) = E.

= Vz eE, A\, Ay, A,) €KY =D My
k=1

En particulier, remarquez déja que toute sur-famille d’une famille génératrice de E est aussi
génératrice.

\

Exemples S

m (1,X,X?) est une famille génératrice de R,[X].
D’une maniére générale, pour tout m € N, (1,X,X2, ..., X") est une famille génératrice de
K,,[X] puisque tout polynéme P de degré au plus m s’écrit sous la forme P = Z p; X% o

i=1

(poapla )pn) € |Kn+1‘

 (1,X,X2, X+ 1,X2+ X + 1) est une famille génératrice de Ry[X].

n La famille (1; i) est une famille génératrice de C en tant que R-espace vectoriel.

La famille (1) est une famille génératrice de C en tant que C-espace vectoriel.
La famille (1; j) engendre aussi le R-vectoriel C.

2im 1 V3

2im 1 2
Eneffet, j=e 3 =——+4+—1i <= i=-—=.14—.] et on a aussi facilement 1 =1.140.j.

2 2 V3T V3

Tout nombre complexe, combinaison linéaire de 1 et i, est donc également combinaison linéaire
de 1 et j ie (1;]) engendre le R-espace vectoriel C.

\_ Remaraue : On peut également montrer que (i ; j) engendre également le R-espace vectoriel C. y

Exercice S : Montrer que la famille ((1;1;0),(0;1;1),(1;0;1),(0;0;1)) est génératrice
dans R3.

Est-elle libre ?

\
Exemples b (Usuels) @ Soit n € N*.
La famille (eq, ey, ..., e,,) est une famille génératrice de K™ o
Vie[l;n], e, =(0,0,..,0, % , 0).
iéme composante

n
Preuve :Cout @ = (z,,Ty,...,x,) € K séonib & = inei ve. toub vecteun de K™ sécnib comvme
i=1
combinaison linsaine des vecteuwns €y, € = €.
Jinsic K = vect (4, e, ..., €,) ve. (€1,€q9,...,€,) ema,qnd/w, K™.

—1

n
De la méme maniére, tout polynéme P de K, [X] s’écrit P = ZakX’“ ol (ag,aq,...,a,) € K*t
k=0

i.e. comme combinaison linéaire des polynémes 1, X, .., X™.

. .

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXV : Dm:em\w@fmw U
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11 en résulte que K,,[X] = vect (1, X, ..., X") i.e. (1,X,...,X") engendre K, [X].
Mieux, d’apres la formule de Taylor, la famille (1, X—a,(X—a)?, .., (X— a)”) est également une

famille génératrice de K, [X].

Proposition 4 - Soient (zq, 4, ,x, ) une famille génératrice d’éléments de E.

(x1,%q,,x,_1) est génératrice de E < =z, € vect (xy,%q,",Z,_1)-

On peut ainsi réduire une famille génératrice en lui retirant les vecteurs qui sont linéairement
dépendants des autres vecteurs de la famille.

Preuve :
|_(:>) : R (g, ) ebt%e/npﬂ/obiu,e, bouss let vecteuns de E, %PQWJ?M x,, sonk des combi-
momm&méovmdexl,m,x

(<) : ?uwmmwﬂue x,, esb une combinaison linsaine de @y, -, @, |+ z, = AT

Moontrons que (21,2, 1) esb génénabnice.
ot ue b R w%m décnine u en @cvmdam de (X1, Tgy ey Ty q)-
gcym/me (:cl,---,:cn) @btumegaxwfpe%@nmafmae, O%P,&JL@C)MB :

n—1-

i
L

B
Il

n n—1 n—1 n—1 n—1
u= E LTy, = aTy | +a,x, = E oz, | + oy, E ATy = E (o, — oy A )T,
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Lo @cmeQe (zq, 2, ) et bien (a,@ngwbu,oe
—

Exercice £ : Dans le R-ev R3, on considere le sev F = { (v;y;2) € R® /z +y — 22 =0}.

Déterminer une famille génératrice de F.

Bases

( )

Dérfinition + : Soient E un K-ev, n € N* et (eq,€5,,¢€,) € E™.

On dit que la famille (eq,eq,-,€,) est une base de E si, et seulement si elle est libre et
génératrice.

On convient que @ est une base de {0}.

Exemple 1 :

Dans &, toute famille constituée de deux vecteurs non colinéaires est une base.

Classiquement, (Z,f) est une base de 52 mais aussi (U ;) ou w(1;2) et ¥(1;0) par exemple.

R, [X] admet pour base (1, X, X?) mais aussi (1+X+X2,1+X, 2) : les bases ne sont donc pas uniques.

La base (1, X, X?) est appelée base canonique de Ry[X].

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXV : Dm:em\w@fmw ﬂ
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-

Plus généralement, pour n € N*, (1,X,...,X") et (1,X —a,...,(X —a)"), a € K sont des bases de
K,,[X].
R® admet pour base B, = (u,v,w), avec u = (1,2,3), v = (0,1,2) et w = (0,0, 1), mais aussi
By = (e1,eq,€3) avec e; = (1,0,0), e, = (0,1,0), e; = (0,0,1). B, est la base canonique de R3.
‘ R™ admet pour base canonique B = (e, -, €,,), avec €y = (81 1,02 1" » Op k)-

0sii#k
ou §; ;= {1 ST Z 7 & appelé Symbole de Kronecker.
sii=

B (g, aq,,0,) =ae; ++a,e, :lafamille est génératrice;
B oaje+tae, =0 = (a,ay,,a,)=0 < Vie[l;n], o, =0: la famille est libre.

M, ,(K) admet pour base canonique B = (B, ;,E 5,,E,, ,,) ou:

0 0 0
| 2
v (k;l) e ([15n])7, Ep .= <6i,k6j,£)l<i<n'
1<jsn
Ep =
' 0 1 0 —k Les matrices E;, ,, oit 'unique coefficient non nul
: valant 1 est situé sur la k°™€ ligne et la (M€ co-
0 « 0 -« - 0 lonne sont appelées matrices élémentaires.

o

~—

Pour prouver qu’une famille est une base, on doit théoriquement prouver qu’elle est a la fois libre
et génératrice.

En fait, on peut se contenter d’un seul calcul, en prouvant que la famille est génératrice et que la
décomposition obtenue est toujours unique. Cela reviendra, en général & montrer que la solution
d’un certain systeme linéaire est toujours unique.

( )

Théoréme S : Soient E un K-ev, n € N* et B(e, eq,-,€,) € E™.

La famille B est une base de E si, et seulement si tout vecteur de E se décompose de maniere

unique comme combinaison linéaire de ey, ey, .., €,,.

(eq,€9,+,€,) est une base de E <= Vz € E, 3I(A, Ay, -, A,) €K" /= Z)\zacz
k=1

Les scalaires (A, A, ..., A,,) s’appellent les composantes ou les coordonnées de x dans la base
B.

\\

Les coordonnées d’un vecteur dépendent donc de la base B choisie. Lorsqu’on voudra

ATTENTION préciser celle-ci on notera, par exemple,
u = ()\1./ )\2, e 7)\,”))3.

Preuve:f'md'mWWamwﬂmﬂm@ww@deE
FE‘MW@Q@%@@@B.
1

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXV : Dimension finie 9|
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~N
Exemple 8

‘ Dans &3, si B = (4, ], k) est une base (vecteurs non coplanaires), tout vecteur @ de £5 peut s’écrire
sous la forme :
u=uxi+yj+ zk.

(z;y; 2) sont les coordonnées de U sur B.
3 R P ; _
Dans R, tout vecteur (z;y; z) s’écrit ze, + ye, + zeg sur la base canonique B = (e, €5, €3).

(z;y;2) sont les coordonnées de (z,y, z) sur la base canonique !
Dans R,[X], (1,5, 2) sont les coordonnées de 1 + 5X + 2X?2 sur la base canonique (1, X, X2).

‘ L’espace C peut étre vu comme un R-ev : B = (1,4) est alors une base de ce R-ev :
VzeC,N(a;b)eR?/2z=a.1+b.i =a+bi.

En tant que C-ev, l'espace C admet B = (1) pour base :

VzeC,z=2z.1louzeC.

. v

Exercice 7 : Dans le R-ev R?, on considére B = (e, ;e,) la base canonique ot e; = (1;0) et

Montrer que € = (¢1;¢;) oltey = (151), et e5 = (—1;1),, est une base de R2.
Soit u = (3;7), € R3. Déterminer les composantes du vecteur u dans la base €.

, DIMENSION D’UN ESPACE VECTORIEL

‘ Espaces vectoriels de dimension finie

Définition S (Fondamentale) :  Soit E un K-ev.
On dit que E est de dimension finie lorsque E admet une famille génératrice finie.

Dans le cas contraire, on dit que E est de dimension infinie.

( )
Exemples 9 :

= L’ensemble des vecteurs géométriques du plan et de ’espace sont de dimension finie.

s R"™ est de dimension finie engendré par la base canonique qui compte n vecteurs.

s K, [X] est de dimension finie engendré par (1,X, X2, ..., X"™).

w M, ,(K) est de dimension finie engendré par les matrices élémentaires E, ;.

s K[X] n’est pas de dimension finie. Pas plus que Pol(R).
En effet, une famille finie de polynémes (P;,P,,...,P ) ne peut engendrer K[X], car si on note
d = max (degP,,degP,, - ,degP,, ), tout polynéme de vect (P,,P,,-, P, ) est de degré < d.

= D’une maniére générale, les espaces de fonctions €° (R;R), €1 (R;R), .., € (R;R) et Z (R;R) qui
contiennent Pol(R) ne sont pas de dimension finie.

La définition étant donnée, une famille génératrice permettant de décomposer tout élément de
E, il est alors légitime de se poser la question de I'unicité d’une telle décomposition. Autrement
dit, de la liberté d’une telle famille ou encore de I'existence d’une famille génératrice et libre soit,
enfin, de l'existence d’'une base de E.

Le théoreme suivant répond a cette premiere question :

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXV : Dimension finie 10 |
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Théoréme b (Théoréme de la rase extraite) :

De toute famille génératrice finie d’un espace vectoriel E
non réduit & {0}, on peut extraire une base.

ie de E.

r%/nwpreu\/e ?PumctueEehtd,edAmme%mAe, i eccinbe G=(eg,..,e,) umegam%e%a%;&mabuw

Motons
A:{cardf/fcgexf%t?émdel«:}.
&WA@Nmmm(mmm%rdg)ﬁ%mmmrﬁmwmp

%L?pm@wﬂ@d@wwpmmmg@%@n@mmmdeEQmammm
WWW?p:(el,...,ep).
Moontrons que T, ents une bave de E.

%wwmmwde@mﬂﬂ,m%e%%ﬁ%w
R Ualounde, BUpOBONL (e1-5€p) lice ie. Lun des wecteuns des ey, .. e, disonn e, <W & les
Jimsi e, € vect (eg,..., €, 1).
@'ome@ proposition (4), @L@omu’ﬂ@e (e15r€p1) ebt%é/né)lablmd,eEdmop—l €A ce qui
mbwdw%aé%mmwp.
Foimsi, F, ent: Ubne et genératrice de E. Gen esk donc une base.

1

Comme conséquence, on a :

Corollaire Ll (Existence de rases dans un espace vectoriel de dimension finie) :

Tout K-ev de dimension finie admet une base (finie).

Preuve EM@@WW%WW%WWW?: (ty, Uz, ).
B%mwummwumm@mmmm@a —

Le théoréme (6) permet donc d’obtenir une base de E & partir d’une famille génératrice. Peut-il
en étre de méme a partir d’une famille libre seulement ?

Théoréme 1 (Théoréme de la rase incompléte) : Soit E un K-ev de dimension finie.

Toute famille libre de E peut étre complétée en une base de E.

Pr‘euve:?&tﬁww@omﬂe&pywdgE.eme%bmWMdedimm%m%
Dro@b@d eu/neglywﬁpecd@n én oIhA'oegAmAeg.
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J\robofn/tu:
A={card# /L CF CLUG & F el libne} .

SEQWAdeD\lebtmmmdeconwnhgnbcardﬁetebtmoaméwcardﬁug.
%WMWWWWpeN

Joit, 7, une fomillle Uline de B de candinal p telle que £ T c LU

Notons ?p:(el,...,ep).ﬂﬂ,mw?p etk wne base.
%mwaé{%mmm%‘e@?e%b%wﬁ%@Mammw&ﬂe%th

Rur cella, o, wa, monbren que G C vect (e, ..., e,).
?Wﬁewm%mmmmxegmx¢vect(el,...,ep).

ED'WQ@ corollaire (1.1),0@@w% (€1, e €pr ) enl fonn Ulbne, e contient £ o et contenue
dans £U G (isque o € 9).

Mp+1€AwWebbmbLedAL@@dé{%A/womdep.

Done, G € vect (eg, ... e,) = vect (F,) & F, = (eq,...,¢,) est génenabnice de E. Comme e ent

Uone, con ent bion, une o,
—1

N

A Tissue de la preuve, on peut étre un peu plus explicite :

Corollaire 1! :

Toute famille libre de E peut étre complétée en une base de E a 'aide d’éléments d’une
famille génératrice de E.

\ Cardinal des bases en dimension finie

A ce stade, nous sommes donc capables de construire des bases d’un espace de dimension finie a
partir d’une famille génératrice ou d’une famille libre. Reste & savoir si ce sont les mémes ou du
moins si elles ont le méme nombre d’éléments. Sans ¢a, point de dimension unique !

Si une famille de n vecteurs (eq, eq, -, €,,) engendre une famille de n+ 1 vecteurs
(uy, Uy, U, ), alors la seconde est liée.
Do
Preuve : Jan nécunrence sun n

- fn=1 BOUTWW (ey) %Aae/ndme vect (uq, ug).
&memulz)\lel b uy = Age;. @naaﬁo’l@)\Qul—)\luzzo.
- %/\1:)\2:0,090’1@u1:u2:09td/0/m@@@0/m,{%(ul,UQ)QbJJQAé&
~ Fnon Ap # 0 ow Ay # 0. Gomme Aguy — Ay = 0 aves (A, Ay) % (0,0) : ?@gcm?ﬁe
(uy, ) est lise.
- ftn—-1>1
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mewwnWWmewn—lmm

Considérnons alows une ga/rrwW,e (U, Ugy oy Upy) e/n%,emdnee par (e1,€9,,€,).
éc)u/uoln,baﬂo’lb

up = Aager + 0 Ajges o+ A e,
Uy = Agqep  + Agges  + o+ Ay e,
Upy1 = >‘n+1,161 + >‘n+1,2e2 + o+ )\nJrl,nen

- S vke[l,n+1], Mg =0, lons (g, Ugy oy u,) e/n/%&yr\dhﬁ,e pa (€1,€9,,€p 1)

Ron Pv?ﬂuo&m de nécuwvence (g, Uy, ,u,) esb lige, & o Konhmh (U, Ugy =+, Upyp) et

- SOWWQWMAknwLmM

qmtte Q& hemommer, Il,obom,o )\n+1’n # 0.
Rur ke [1,n], osons Uy = Uy, — A
’ F * >‘n+1,n

Ron, consbruction, len vecteuns Uy, U, U, sonk e/ru%aem/d)w@ par (€1,€9, €, 1)

n
@%WM@W@ZMkU;ZOWMWWMkWWM&.
k=1

Un+1.

n A
@%O&tﬁ@lbtzﬂkuk le\k Ijn n+1—0 @M\OQDJKO/WV«QQE/ ul,U/Q,‘, n+1>%b&,é€/.
k=1 k=1 "ntln
—

Corollaire 72~ : Si E admet une famille génératrice (eq, ey, -, ¢€,,) finie, alors toute famille
libre est de cardinal inférieur ou égal a n.

En particulier, toute base est de cardinal inférieur ou égal a n.

Preuve @WEWM (el,ez,u-,en),oorwdmbume@a/mpﬂe?d'mmmn—i—l
M.@%W%mmmfgom&pef/ d'eccactement n + 1 M%W%ﬁ

engendnée pan (€1, €5, €, (W%LW),M?’ %L&ée,d;@goww F ent lie.

—

Il n’y a donc pas de famille libre de cardinal strictement supérieur a celui d’une famille génératrice.

Théoréeme & :  Dans un K-ev de dimension finie, toutes les bases ont le méme nombre
d’éléments.

r Preu\/e_:@mcofrwd@wdeuoo@omﬂl et B, de E.
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B, em?e/nd/ve E ef B, etk libre, donc card (B,) > card (B Sotd/mefmﬂueﬁne/mt card (B,) > card (B,).
Don card (B,) = card (B,).

Détinition L (Dimension d'un espace vectorie) :  Soit E un K-ev de dimension finie

On appelle dimension de E, notée dim (E), le cardinal de chacune de ses bases.

Remarque : Par convention, @ est une base de {0}, d’ou dim {0} = 0 et, lorsqu’il y aura
ambiguité sur le corps de base, on n’hésitera pas a noter dim y(E) au lieu de dim (E).

( Y

Exemples 1O :

s La dimension de I’ensemble des vecteurs du plan (respectivement de ’espace) est 2 (respectivement 3).
s dim K™ = n car admet pour base ¢; = (1,0,...,0), e, =(0,1,0,...,0), ..(0,0,...,1).
# dimK, [X] =n+1 car admet pour base (1,X,...,X").

= dim.#, ,(K) =n x p car admet pour base (E,_ z) k

S sn
1<I<p

m dimy C = 2 dont une base est (1; i) et et dimg C =1 dont une base est (1) ou (i).

Exercice & : Déterminer une base et la dimensionde E = {(z;y;2) € R¥ /z +y+2=0et z — 3y = 0}.

( )
Proposition 9 (Produit cartésien despaces de dimension finie) : Soit E, F des K-
espaces vectoriels de dimension finie.

Alors E x F est de dimension finie, et :

dim (E x F) = dim (E) + dim (F).

Preuve : Considérons (e, ..., e )wne@abed@E(fl,..., )wne@abed@g;
FCM@JZ@W@ExF%LWWT& (z;y) ov 2 €E & y €F.

R eccivte dome (Ay, ey Ays fiy, e s f1g) € KPH el que :
(x7y> = ()\161 + +)\pep;:u1f1 ++:u’qfq>
@WQ@}%WW E x F,
=X (e1:0) + .o+ A, (€,:0) 4+ 1y (05 f1) 4 oo+ 41, (05 1,) -

Eﬁagquﬂ@za:((el;oF),...,(ep;oF),(oE;fl),...,(oF;fq)) ok dono une famdlle génsnatrice do

ExF.
vecteuns :

Ay (er50) + .. +/\( )+M1(0 fi) + - +Nq(0 f) (0g;0p).
%e@ohmpwamwnbEme@@@m/m

)\1€1+...+)\p6p :OE

Aey o F A s fi 4 pgfy) = (0g50p) <=
( P I Q) /-‘tlf1+"‘+uqfq :OF

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXV : Dimension finie 14 |



PTSI VINCI - 2024 II. DIMENSION D’UN ESPACE VECTORIEL

&%@mmgmﬂm(el,...,ep)a(fl,...,fq)mwxlz...zxpzmz...:uq:ok
of lo liflorts de B.

EB‘W ExF %tdmodedymmmgxmwd;dim(ExF):dim(E)+dim(F).

Ce résultat se généralise aisément par récurrence :

Si Eq, .., E, sont des espaces vectoriels de dimension finie, alors E; x ... X E,, est de dimension

finie et :
n

dimE, x ... x E, = dim (E,) + ... + dim (E,,) = ) _ dim (Ey).
k=1

En particulier, si E; = ... = E,, = K, on retrouve dim (K") = n.

‘ Dimension et cardinal des familles

Théoréme IO (Familles lirres) :  Soit E un K-ev de dimension finie n € N*.

Si F = (uy,ug,+,u,) est libre, alors p < n.

On dira que toute famille libre d’un espace de dimension n admet au plus n éléments.

Preuve : E esb de dimension n € N*. I ewiste done une base de dimension n. Gette base ent
@‘WQ@ corollaire (7.2),Wgwmmmammmﬁp<n.

Soi,der,@wpzn,?ébo/nb&ﬁme,d'a?m(ze théoréme (7)@%%@?@%
1

Corollaire IO] : Toute famille libre de n éléments d’un espace de dimension n en forme
une base.

Exercice 9 : Soit E un espace vectoriel de dimension n et ¢ une application linéaire de E dans
lui-méme telle que ¢™ = 0 et ¢ + 0.

Soit = € E tel que ¢" () # 0.
Montrer que la famille {z, ¢(z), ¢*(x), ..., ¢" 1 (x)} est une base de E.

Correction : Jonbrons que lo @wﬁ@ {z,6(2),%(2),..., " 1 (2)} et Ubre.

Joient Ag, oy A,y 1 € R tela que A + Ay p(z) + -+ A, 10" (z) = 0.

Mors
" (AT + A p(x) + -+ N0 () = 0.

Jutawcofnvnlede[u&/@(ﬁ":ojo%a@éﬁa&hé:

P Mgz + M d(x) + -+ A, 10" (2) = 9" Ng) + O (A e+ N, 0" ()
= " 1 (Agx) = Agd" (@)
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go«vvm,e ¢n_1($) #+0 on o@fwjn,t Ao = 0.

En collollant ensuite ¢"2( A B(x) + -+ A, 16" L (z)) on obbient A} = 0 wiv, de Pmﬂ@ on PM(R@ Ay =2.,
A, = 0.

52@@0/#\/\2@@ {x,¢(x),...,¢" 1 (x)} etb done libre. En ‘m@u@ JE@W n wvedbeww, comme dim (E) = n e esk
Ure b macimale o go/ww donc une base de E.

Théoreme Il (Familles cénératrices) :  Soit E un K-ev de dimension finie n € N*.

Si F = (uq,uq,,u,) est génératrice, alors p > n.

On dira que toute famille génératrice d’un espace de dimension n admet au moins n éléments.

Preuve:ﬁooib?mgwmﬂe%@n@wmdeEdemdeﬂp.

ED‘W&, théoréme (6)@%mm@mw@m®fm?medeE.%m
mdymﬂe)aboﬂonbngp.
mm.fﬁwp—lmgwmwmmw%@metmmngp—L
Mounde |

—

Corollaire lll :

Toute famille génératrice de n éléments d’un espace de dimension n en forme une base.

Théoreme [ (Synthése) :  Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N* et & une
famille formée de n éléments.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

F est une base de E = F est libre = F est génératrice de E.

Preuve : Joit 7 = (e, ..., ¢,) um@@oxm&%denéﬁénm&bfdeE.

- 5%(el,...,en)%tm@amdeE,eWe%t%weth(waé%vm)
)

- % (1, \€, %t&ﬁheg}m@etp‘mwde?a@cbem%mrmbgawze&mmm
base (€1,.-,€,) de E.

Ok, p = dim(E) = n.
Done, (€155€,) = (€1, 5€,) enlb wne base de E.
~ % ey, e,) m%mm.?m&mwummmwmmm
base (€1,.-5€,) de E.
Ok, p = dim(E) = n.
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Done, (e1y-s€n) = (€1, €,) enb une base de E.

—

Méthode | (Montrer auune famille est une rase) :

( )
Exenple | : Notons T, € R[X] le i*™€ polynome de Tchebychev.

Les exercices sont nombreux ol I’on montre que la famille (T ),;c[o.,] est une famille échelonnée. Elle est donc
libre.

De cardinal n + 1, la famille (T;);c[o;,] st donc une base de R,,[X].

En particulier, on pourra décomposer tout polynéme de degré inférieur & n en fonction des polynémes T,
1€ [0;n].

Le raisonnement est et sera identique avec toutes les familles de polynémes échelonnée par les degrés que vous
devriez rencontrer sous peu : de Taylor, de Bernoulli, de Bernstein, de Fibonacci, de Gegenbauer, de Hermite,
L de Hilbert, de Jacobi, de Laguerre, de Legendre, de Tchebychev, orthogonaux, ...

Exercice IO : P, =2, P;=3X—-4, P,=X2-2X+3.
Montrer que (P, P;,Py) est une base de R,[X].

@ SOUS-ESPACES VECTORIELS

| Dimension d’un sous-espace vectoriel

e N

Théoreme (3 : Soit E un K-ev de dimension finie et F un sev de E.
Alors :

F est de dimension finie et dim (F) < dim (E).

dim (F) =dim (E) <= F=E.

Méthode 2. (Montrer que deux espaces vectoriels sont éaaux) :
dem/ornbw)ucTMeFehtwmmdeEetc?uedim(F)Zdim(E).

Preuve :
|_ ~ % F=1{0}, dim (F) =0 ¢ done dim (F) < dim (E).
— Fnon,  eccitke wn vedeun €; mon null dams F. Gonsidérons F, = {e;}.
— & T\ engendne F, dlows F ool de dimension finie ef dim (F
— Jinon, il eccinte ¢ € F tel que ey ¢ vect (). Joib F5 = {eg, e}, Fp ook lilhe.

On néiterne lo naisonmement : soib ?p = {617627"'7617} &wa, wsec €y, €y, €y € E.
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— %?p@n%emdejoﬂoth%tdedymmvamd?dim(F)zp.
- Somb,{ﬁeodbb@ep+l EFBJWepH q_fvect(?p).ﬁooib?pﬂ:{el,ez,---,epﬂ}.
Fpi1 ot libne.
ﬁ?@vnpcédém&@bb?abam&émwnbn+llmawmu&wm€am%wgden+lé@@n\;e/mfb
ierhocédéa'qmuétedmwwwnbn.@mF%Ldedym%ixmobdim(F):pgn.

Cost done wne base de E of vect (B) = E. Gomme vect (B) = F, on ollient F = E.
1

Exercice | : Soit F le sous-ensemble de R[X] constitué des polynomes de la forme :
aX* + (a+b)X, ot (a,b) € R?.
Montrer que F est un sous-espace vectoriel de dimension finie de R[X], et en donner une base.

Correction :

PeF < 3(a,b) € R2,P = aX* + (a + b)X
< J(a,b) € R, P = a(X* +X) +bX
< P € vect (X* +X,X)

Done F = vect (X4 + X, X).

- &gm&?e(X4+X,X)Q&Wd@p@me@m@twmmd@@wm&um

i

~ R allowns, (X4 +X,X) %L&@w(mdgde%;mm)

@%%dédwibﬁue (X% + X, X) etb une base de F ie. dim (F) = 2.

( )

Détinition T (Sous-espaces remarquaeles) :
= On appelle droite vectorielle tout espace vectoriel (ou sev) de dimension 1.

= On appelle plan vectoriel tout espace vectoriel (ou sev) de dimension 2.

= Dans un espace de dimension finie n (n > 1), on appelle hyperplan tout sous-espace
vectoriel de dimension n — 1.

Remarque : On verra une autre définition plus générale des hyperplans au chapitre suivant
d’algebre linéaire.

Exemples 12 :

m Les droites vectorielles sont les sous-espaces vectoriels de la forme vect (z) ot  un vecteur non nul.
= Les plans vectoriels ceux de la forme vect (x;y) ol = et y sont deux vecteurs non colinéaires.

Remarque : Les hyperplans du plan sont les droites vectorielles tandis que les hyperplans de
I’espace sont les plans vectoriels. A méditer!...
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I11.2} Rang d’une famille de vecteurs

( )
Définition & : Soient E un K-ev de dimension finie et (uy,...,u,) € EP une famille d’élé-
ments de E.

On appelle rang de (uy, ..., u,), noté rg(uy,...,u,), la dimension du sous-espace engendré
par cette famille :
rg (Ug, g, , U,) = dim (Vect (Uy, Ug, ... ,up)) .

.

Remaraque : Le rang est bien défini puisque vect (uy, ..., u,) est de dimension finie. En effet, il

admet évidemment (uy,...,u,) comme famille génératrice finie.

( )

Exemple [3 : Dans R, considérons u = (1;2;3), v=(1;1;0) et w=(3;4;3).

On a w = u + 2v, donc vect (u, v, w) = vect (u, v).
u ¢ vect (v) donc la famille (u, v) est libre. Par définition, elle engendre vect (u, v).
Par conséquent, (u, v) est une base de vect (u, v) i.e. dimvect (u,v) = 2.

Ainsi, rg (u, v, w) = dim vect (u, v, w) = dim vect (u, v) = 2.

] =] ] ]

\,

s N\
Proposition |4 Soit (ug,ug,,u,) une famille de vecteurs de E, un K-ev de dimension n.
Alors :

rg (uy, g, -+, Uy) < . rg (U, Uy, -, up,) < P.
En particulier, rg (uy, uy, -+, u,) < min (n;p).
(1, ug, -+, u,) est libre si, et seulement si rg (uy, ug, -, u,) = p.
\

Preuve : On ove F = vect (uy, ug, -, u,)
|_ F et un sew de E done 1g (uy, ug, -+, u,) = dim (F) < n;
Febte/mamdnérmpwcteunadmwrg(ul,ug,---,up):dim(F)gp;
(=) % (ul,u2,~-,up) est Ubre aflorns cest une base de F.
?Pct)vocynbec},«m@ rg (U, Ug, -+, u,) = dim (F) = p;
(<) % rg (ug,ug,,u,) =p, alors dim (F) = p.
Lo gam»% (ur, 5, ) danl générabnice de F ok ayant autant delements que
dlm(F):po%@atume@obeamranw%eﬂ)e%bwe

—

Exemple 4 : Déterminons le rang de la famille suivante :
z,(1;-151), x5 (—1;1;-1), z3(0;1;1), z,(1;0;2).

Nous avons quatre vecteurs dans R3. On sait déja que cette famille est nécessairement liée.
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e N

Soit (Aq, Ag, Az, Ay) € R? tels que A\ xq + AyTy + Azz5 + Az, =0. On a:

A — A, + X, =0
AT+ Ao + A325 + N4z, =0 = A1+ A+ g = 0
AL — A, + Ay 4+ 20, = 0

AL — Ay F A, = 0

A { As £ Ay = 0

On obtient un systéme homogene, échelonné réduit. Il possede deux inconnues principales A\; et Ag,
deux inconnues parameétres A, et A, (on retrouve bien que cette famille est liée).

En particulier,
e pour Ay, =let Ay, =0, x5 = —x;.
e pour A\, =0et A\, =1, x4, =2, +x53.
Ainsi, vect (x4, z5, T3, x,) = vect (x,, T3).
Comme la famille (z;,x5) est libre (deux vecteurs non colinéaires, ou autrement en prenant

Ay = A, = 0 dans le systéme ci-dessus), on en déduit que

rg (IE1,$2,CC3,IL'4) =2

. /

En particulier,

A retenir | (Opérations ne changeant par le rang) :

m Retirer un vecteur nul :

rg <u7 /U7 07 w) = rg (u7 U’ w)'

m Retirer un vecteur figurant plusieurs fois (en en conservant un!) :
rg (u, v, w, v, u, w, w,w) = rg (u, v, w).
m Retirer un vecteur combinaison linéaire des autres vecteurs :

rg (u, v, 2u + 3v) = rg (u,v).

Ajouter & un vecteur une combinaison linéaire des autres vecteurs :

rg (u, v, w) = rg (u,v,w + 2u + 3v).

Ajouter des multiples d’un vecteurs aux autres vecteurs :

rg (u, v, w) = rg (u, v — 2u, w + Tu).
_ J

Exercice [ : Dans R%, on consideére :
u=(1,2,3,4), v=(4321), w=(1,212), z=(2121), y=(1,11,1).
Déterminer rg (u, v, w, z,y).

Correction :
- @nwmb%eu+v:5yMU:5y—u.

vect (u, v, w, z,y) = vect (u, w, z,y).
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— On o auwssi wtaz= 3y done x = 3y — w &b vect (u, w, x,y) = vect (u, w, y).
On on déduib que 18 (u,v,w,2,y) =g (u,w, z,y) = rg(u,w,y) < 3.

@m, ?a@mﬂe (u, w,y) oot libre. ame%eb,

a+b+c=0 _0
20 +2b+c¢=0
au+bw+cy=0 = — {bh=0
3a+b+c=0 0
da+2b+c=0 B
Ton comheﬂue/nb rg (u,w,y) =3 Iwm,
rg (u, v, w, x,y) = 3.
II1.3} Sous-espaces supplémentaires
( )
Théoréeme IS (Base adaptée) : Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E,

(f1s-5 fp) €EFP et (gq,...,9,) € G? des familles de vecteurs de F et G.

‘ Si (f1,-5 fp) et (g1, 5 9,) sont libres et si F + G est directe, alors (fy, ..., f,, g1, 9,)
est libre.

Si(f1,-5 fp) et (g1, 9,) sont génératrices (de I et G respectivement) et si F+G = E,
alors (fy, .., fp, 915 -5 9g,) st génératrice de E.

Si (f15-5fp) et (g1,-.-,9,) sont des bases de F et G respectivement et si F & G = E,
alors (fy, .., fp, 9155 9,) st une base de E.

Cette base est dite adaptée a la somme directe E =F & G.

Preuve :
|_l 5Dowjnb )\1,...,)\p) € KP o (Ml,...,uq) € K9 tels que

P q P q
Z)\ifi"‘ZMjgj:O g Z)‘ifi: _Z“jgj
=1 =1 =1 -

— e’

S eG
:> Z Aifi = Z“Jgj =0.
FrG={0} |

ﬂ’m%@um%mﬂm (F1 s £p) & (g1s19g) on on déduit que Vi € [1:p], Ay = 0 o
Vieliql p;=0-:

% @quﬂ?g, (S5 fpr G155 9g) ent libre.
‘ Comme F = vect (f1,5 fp) & G =vect (gy,...,9,), on olltient :

E=F+ G = vect (fl, ...,fp) + vect (gl, ,gq) = vect (fl, s Sps Gas e ,gq>.

%@@mﬂ?@ (F1s ey fypr 91501 9g) o0k done qonénabnice de E.
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( )
Exemple [S : Soient F = {(z;;z5;25) ER® /21 + 75+ 23 =0} et G =vect ((1;1;1)).
s Le vecteur e; = (1;1;1) engendre G et est non nul. Donc (e5) est une base de G.
= On a montré que F = vect (e; = (1;0;—1);e, =(0;1;—1)).
Donc (e, e,) est une famille génératrice de F. Comme c’est une famille de deux vecteurs non colinéaires,
elle est également libre.
Ainsi (eq, e5) est une base de F.

® On a montré que R? = F @ G. On déduit de la propriété précédente que (e, €5, e5) est une base de
R3.

\\

Exercice [3 : Soient F = {(z,y) € R?, 22 +y =0} et G = {(2,y) € R?, 2 —y = 0}.
Montrer que F et G sont des sev de R? et en donner une base.
Montrer que RZ=FoCG.

Correction :

V(z,y) €ER?, (z,y) €F <= 2x+y=0
= y=—2
= (z,y) = (z,—22)
= (z,y) € R(1,-2)

Done F = R(1,—2).
@fru en déduib cT,u;e :

— F eab un nen de E;
— ((1,-2)) et une base de F ie. dim (F) = 1.

@e,'mé/m,e,
G=R(1,1) — etb un sen de E;
— ((1,1)) st wne base de G e done dim (G) = 1.
2 __
JULOanlUan}ueR =FaG
— F & G sonb en somme dinecte.

20 +y =0

V(z,y) €R?, (2,9) €EFNG = {
z—y=0

Do FNG = {(0,0)}.
— On en déduit que dim (F & G) = dim (F) + dim (G) = 2 = dim R

gom/m,eFﬂGCﬂ?%mwmfmtc,}u@:
Done R? =F & G.

Dans la méme lignée,
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( N\
Proposition |5 :  Soient (ey,...e,) € E", p € [l;n], F = vect(e, ...,ep) et
G = vect (€11, -5 €,)-

Si (eq,...,€,) est libre alors F 4+ G est directe.
Si(eqy...,€,) est génératrice de E alors F + G = E.
)

(3] Si(eg,--,e,

est une base de E alors F et G sont supplémentaires dans E.

Preuve :
|_ Sooil',xGFﬂG.@fmcuz

p
r€F < TN, .., 0) €K, 2= Ne,.
=1

n
r€G = F(fpiqssy) EKVP = Z i€,

i=p+1
Da,
P
:>Z)\i Z (—p;)e; = 0.
i=1 i=p+1
@:wvme@a@am&%e(61,...,6n)%b&ﬁh@wmdédu&ﬁue)\i:ujzoPmWwiE[[l;pﬂd:
jEp+1;n].

p
Jinsi, x:ZAieizom FNG={0}.

2 iocE
Comme (eq,...,¢€,) %LW@E,LQW (Ap, s A,) € K™ @RW:

xTr = )\161 “I‘ + /\p€p+)\p+1€p+1 + )\nen 6 F + G
er cG

SE'WJMMWM@KQA@%@&%WWE:F+G.
&WW@W@MMM.

—

Corollaire Il : Soient F et G deux sous-espaces d’un espace vectoriel E de dimension finie.
dim (F & G) = dim (F) + dim (G)
Si F @ G =E, alors dim (F) + dim (G) = dim (E).

Arrive un théoréme important :

Théoréme (1 : Soit E un K-ev de dimension finie n.

Tout sev de E admet au moins un sous-espace supplémentaire dans E.

Preuve : ?o«wawmdeEetcommdmombwne@obe (eq,- -‘,ep)d,eF.@nbaibo[Aw,c&ee—d,
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%M%@Ewmw&r@%mmga:(el,, €y €1, €,) de E.

On contidne G = vect (e1,,&,)-

@‘W%WW@ FEBG:EL.e.GebtwmwﬂéxmmtmwdeF.

—

Corollaire [l (Formule de Grassmann) :  Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un
K-ev de dimension finie E.

Alors :
dim (F 4+ G) = dim (F) + dim (G) — dim (F N G).

Preuve : @@Lwometa/odm
.‘ FNG est un sew de F. %WWMWAA@MFMF/

(FNG)@®F =F. On o done dim (FNG) + dimF’ = dim (F).
Mociss F+ G =F & G.
Dot dim (F + G) = dim (F’ @ G) = dim (F)’ + dim (G) = dim (F) — dim (F N G) + dim (G).
‘ Foit (e1,-5€p) wne base de F NG %mmTzete% :
o (e1seesCps f1y s fy) ume bave de &
® (€151€p: 915+ ) ume@abed,eg

cho,@om»% B = (1, froom s fr 91,01 9,) esb qononabrice de F + G of oob libre dams
F+dew%@ommwne@ob&

fe corollsire (16.1) @OAL le nente.

—

( )
Exemple |6 : Dans R3, déterminons I’intersection de deux plans vectoriels P,, P, non confondus.

Comme P, + P, CE, on a dim (P, + P,) < 3 donc :

dim (P, NP,) =dim (P,) + dim (P,) —dim (P; + P,) >2+2-3=1,

ce qui prouve que P; NP, n’est pas réduit a Ogs.
‘ Comme P, et P, ne sont pas confondues, P, est strictement inclus dans P, + P, donc

2 = dim (P,) < dim (P, + P,) < 3.

Ainsi, dim (P, + P,) = 3 et donc dim (P; N P,) = 1 : L’intersection des deux plans P, et P, est une droite
vectorielle. )

\,

On retiendra surtout comment montrer que deux espaces sont supplémentaires :
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4 )
A retenir 2 © Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’'un K-ev de dimension finie E.
Alors :

FNG =10
(i) F&G=E < (i) {0}
dim (F) 4+ dim (G) = dim (E)
F+G=E
= (i)
dim (F) 4+ dim (G) = dim (E) .
\

|— Preuve :W%W@@Q‘W:

()mmmedwmmm eb) (iii).

- (ZZZ ZZ 504.1111'\0’&0’[1)&/ ZZZ @O/[\)‘LE@QO«@OMTM&@ %hu/homwm/mo’m@:

dim (FNG) =dim (F) + dim (G) —=dim (F+ G) =0 = FNG ={0g}.

dim (F 4+ G) =dim (F) + dim (G) —dim(FNG) =dim(E) = F+G=E.
@er‘&wFﬁGZ{OE}dmuo?@MmF+GebbdMecbeb.e.F@G=E.

—

Exemple [T (Important) :  Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et H un hyperplan de E de
dimension n — 1. Alors pour tout a € E\ H, on a :

H®Ka=E.
En effet,
En remarquant que a ne peut étre nul sans appartenir & H, on a :
dim (H) + dim (Ka) = n = dim (E).
Comme H N vect (a) C vect (a) alors dim (H N vect (a)) =0 ou 1.

Si c’est 1, alors H N vect (a) = vect (a) et a appartiendrait & H, ce qui est faux.
Donc dim (H Nvect (a)) = 0 et HNvect (a) = {0g}-

Les sev H et vect (a) sont donc en somme directe dans E : tout espace se décompose de maniére directe en
un hyperplan et une droite vectorielle.

@ I Rien ne dit que cette décomposition est unique! C’est I’écriture dans ces décompositions qui ’est !

Exercice I+ : On considére F = {P € R,[X], P(0) = P’(0) = P’(1) = 0}.
1| Montrer que F est un sev de R,[X].
4
@‘ Montrer que vect (1,X,1+ X + X2) est un supplémentaire de F dans R,[X].
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Correction : %k P = aX* 4+ bX3 + X2 + dX + e. flons, on o P/ = 4aX3 + 3bX2 + 26X + d.

P(O)ZO e:o €:0
PeF <= (P (0)=0 <= <d=0 = ¢d=0 ;
P'(1)=0 da+3b+2c+d=0 c:—2a—§b

= P =aX*+bX3 + (—2&— gb) X2

< P =a(X*—2X?) + - (2X3 — 3X?)

NI

Done, F = vect (2X3 — 3X2, X* — 2X2).

EB@@OWPJ@ (2X3 — 3X2, X4 — 2X2) WF@J&@%@(MMWW‘Q Lotk done wne base
de F.
Foit G = vect (1,X,1+ X + X2).
Ef.’@w (1,X,1+ X 4 X2,2X3 — 3X2, X* — 2X2) eth une base de R,[X].
- e@emﬂ&e 5 eQ@TrmJb%dunmm 5.

@‘Wumhw»pboﬁdmooww:

vect (1,X, 1 4+ X + X2) @ vect (2X3 — 3X2, X% — 2X2) = R, [X]

G®F =R,[X].
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