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Dimensisn finie

Un mathématicien et un ingénieur assistent a une conférence sur les processus physiques intervenant dans les
espaces de dimension 9. Le mathématicien est assis et apprécie beaucoup la conférence, pendant que l’ingénieur
fronce les sourcils et semble complétement embrouillé.

A la fin, Vingénieur demande au matheuz :
« Comment fais-tu pour comprendre tout cela ? »

« C’est simple ! D’abord tu visualises le processus en dimension n, et ensuite il suffit de prendre n = 9. »
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Dans ce chapitre, lorsqu’on omettra de le dire et sauf mention contraire, on considérera que E est
un K-espace vectoriel avec K réduit a R ou C.
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Q FAMILLES FINIES DE VECTEURS

Indépendance linéaire
4 )

Détinition/Théoréme | : Soient E un K-ev, n € N* et (z,, 2,5, ,,) € E™.
m On dit que la famille (x,xq, -, ,,) est liée si
(A1, Ags o, A,) € KPNA{(0,0,-,0)}, zn:)\kxk = Og. (Liée)
k=1

m On dit que la famille (x, x4, -, x,) est libre si elle n’est pas liée i.e. si

V(A1 A, 5 A,) € K™, (i Mz =05 = VEke([l,n], A= 0) . (Libre)
k=1
L On dit alors que la famille (z,,xy, -, ,,) est linéairement indépendante. y

R.emarque : Une famille contenant le vecteur nul est liée et on convient que toute famille & zéro
éléments est libre.

Avant d’aller plus avant et pour que ce soit bien clair revenons sur I'affirmation logique implicite
contenue dans la définition (1) a savoir ](Liée)=(Libre) :

n

Notons pour cela P : (A, Ay, -, A,) = (0,0,---,0) et Q: Z)\kaxk = 0.
k=1

La proposition (Liée) se réécrit alors :

([l_lée) :3()\1, )\2, tty )\n) E [Kn, —‘? /\ Q,
dont la proposition contraire s’écrit :

1(Liée) <= (Libre) :¥ (Ay, Ay, A,) € K2, ] (1? A Q)
)

k=1

4 N\
Exemples | :

= Dans le R-espace vectoriel C, la famille (1; i) est libre, puisque pour tout (a;b) € R?, on a :
a+ib=0 = a=b=0.
En revanche, dans le C-espace vectoriel C, la famille (1; i) est liée puisque
i.14(—1).i =0.
» Dans K[X], pour tout n € N, la famille (1, X, X2, ..., X") est une famille libre.

En effet, un polynéme est nul si, et seulement si tous ses coefficients le sont ce qui se traduit par :

Y (Ao Ay s A) €KL Y TN XE = 0y) = VE€[0,n], X, =0.
k=0

. y
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Corollaire Ol : Soit (1,4, ,, ) une famille libre d’éléments de E.

Pour tous (A,-,\,,) € K" et (uq,-,1,) € K", on a:

n n
Z)\kmkzzmc@"k = VEke[lin], A\ =y
k=1 =1

Exercice | : Montrer que la famille (cos;sin) est une famille libre de R¥.

Corollsire O2 (Important) :  Une famille (z,---,z,) est libre si, et seulement si tout
vecteur de vect ({z{, -, z,}) se décompose de maniére unique comme combinaison linéaire

des vecteurs x,,-,x,,.

Exemples 2. : Soit n € N et (x,,xy, -, x,,) une famille d’éléments d’un K-ev E.

s Sin =0 : la famille vide est libre (convention).
s Sin=1:la famille (z,) est libre < z; # Og.

s Sin=2:la famille (z,,x,) est libre <= x, et z, sont non colinéaires.

Preuve :
|_ ° S%xlebebm\tco&mémm(wmu@a)mFﬂméoummlex2 Le. 1x1—>\x2=0:2@gmﬂ@%t
&é@

. %mee@w(xl,%)m&@wwmxlwlmg% =0 awec (A1, Ay) # (0,0).

%Al#o,w[vewbédmxlz—%xQ QLQ%WMMW&AM‘S]’MMA2#OQEMMPM
1

mm,\lz,\2:ow&wrkm.
—J

.

Exercice 22 : Soit 7 = (1;1;1), 29 = (1;2;—1) et x5 = (—1;1;1) des vecteurs de R3.

Montrer que (1 ;74 ;23) est une famille libre de R3.

Proposition | © Une famille est liée si, et seulement si I'un de ses vecteurs est
combinaison linéaire des autres.

Ceci s’applique, en particulier, a une famille dont deux vecteurs sont égaux et, par conséquent,
les vecteurs d’une famille libre sont deux a deux distincts.

Exercice 3 : Soient u = (1;2;3),v=(3;2;1) et w=(5;6;7).

Montrer que (u,v,w) est liée.

Corollaire Il (Application) : Soient (z1, z,, -, x,,) une famille libre d’éléments de E et = € E.

(X1, Xg, -, x,,x) est libe < x € vect(xy,zq,,2,).

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXV : D(menAaQrufmw ﬂ
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Exenple 3 : On déduit également de la proposition précédente qu’une famille de trois vecteurs non copla-
naires est libre.

En effet, si (e, ; e, ;e3) est liée, alors, par exemple, e, appartient a vect (e, ; e5) et les trois vecteurs seraient
coplanaires.

Une famille de trois vecteurs (e, ; e, ; €3) deux a deux non colinéaires n’est pas forcément

ATTENTION [ LA

Prendre par exemple { (1;—1;0); (0;1;—1), (—1;0;1) }.

Corollaire 122 : Une famille est libre si, et seulement si aucun de ses vecteurs n’est
combinaison linéaire des autres.

Proposition 2 :
Toute sous-famille d’une famille libre est encore libre.

Toute sur-famille d’une famille liée est liée.

Un exemple important

's N\

Détinition 22 © Une famille (P,---, P, ) de polynémes est dite de degrés échelonnés si

deg(Py) < - < deg(P,,).

Proposition 2 © Une famille de polynémes non nuls de K[X] et de degrés échelonnés est
libre.

Exemple 4 (1, X4+1,X3— X) est une famille libre de K[X].

Corollaire 3l (Important) : Pour tout n € N,
" <1, X, X2, ..., X”) est une famille libre de K[X] (et K,,[X]).

aVack, (1, X —a, (X—a)? ..., (X— a)”) est une famille libre de K[X] (et K, [X]).

Exercice 4 : Soit n € N (n > 2). Dans K" , on considere la famille 4, = (ay, a4, a,),
avec a; = (1,1,0,---,0), ay = (0,1,1,---,0), -+, a,,_1 = (0,--,0,1,1) et @, = (1,0,---,0,1).

Pour quelles valeurs de n la famille A,, est-elle libre ?
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|I.3 ' Familles génératrices

e 2
Dérfinition 3 :  Soient E un K-ev, n € N* et (2, 24,-,x,) € E"™.

On dit que la famille (1, x4, -, x, ) est génératrice (de E) lorsque tout élément de E peut
s’écrire comme combinaison linéaire de z,, -, x,, ou, de maniere équivalente,

(X1, Xq, -, x,) est génératrice <= vect (zy,xq,,x,) = E.

= Vz eE, A\, Ay, A,) €KY =D My
k=1

~

Exemples S :
= (1,X,X?) est une famille génératrice de R,[X].
D’une maniére générale, pour tout n € N, (1,X,X2 .., X™) est une famille génératrice de
K,,[X] puisque tout polynéme P de degré au plus m s’écrit sous la forme P = Z p;X* on
i=1
(p07p17 7pn) € |Kn+1'

m (1,X,X2%,X+1,X?%+ X+ 1) est une famille génératrice de R,[X].
] La famille (1; 1) est une famille génératrice de C en tant que R-espace vectoriel.

La famille (1) est une famille génératrice de C en tant que C-espace vectoriel.

La famille (1; j) engendre aussi le R-vectoriel C.
2im 1 V3 2

2im 1
Eneffet,j=e 3 =——+4+-—1i < i=—=.14—.j et on a aussi facilement 1 =1.14+0.j.
J 3 2 /3 /3 J J
Tout nombre complexe, combinaison linéaire de 1 et i, est donc également combinaison linéaire
de 1 et j i.e. (1;]) engendre le R-espace vectoriel C.

\ Remaraue : On peut également montrer que (i ; j) engendre également le R-espace vectoriel C. )

Exercice S : Montrer que la famille ((1;1;0),(0;1;1),(1;0;1),(0;0;1)) est génératrice

dans R3.
Est-elle libre ?
( )
Exemples b (Uisuels) @ Soit n € N*.
La famille (eq, ey, ..., e,,) est une famille génératrice de K™ ot
vVie[l;n], e;=(0,0,..,0, ZTL , 0).
iéme composante

De la méme maniére, tout polynéme P de K, [X] s’écrit P = Zaka ou (ag,aq,...,a,) € Kt

k=0
i.e. comme combinaison linéaire des polynémes 1, X, .., X™.

11 en résulte que K, [X] = vect (1, X, ..., X") i.e. (1,X,...,X") engendre K, [X].
Mieux, d’aprées la formule de Taylor, la famille (1, X—a, (X—a)? .., (X— a)”) est également une

famille génératrice de K,,[X].

-

Proposition 4 : Soient (x,xq, -, x, ) une famille génératrice d’éléments de E.

(1,29, ,x,_1) est génératrice de E <= x,, € vect (zy,2q,",%,_1)-

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXV : Dm:enmmfmw ﬂ
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Exercice £ : Dans le R-ev R?, on considere le sev F = { (v;y;2) € R® /2 +y — 22 =0}.

Déterminer une famille génératrice de F.

Bases

( )

Définition + : Soient E un K-ev, n € N* et (eq,€5,,¢€,,) € E™.

On dit que la famille (eq,eq,-,€,) est une base de E si, et seulement si elle est libre et
génératrice.

On convient que @ est une base de {0}.

/Exemple T \ ‘

Dans &, toute famille constituée de deux vecteurs non colinéaires est une base.

Classiquement, (Z, f) est une base de 52 mais aussi (U ;) ou w(1;2) et ¥(1;0) par exemple.

R,[X] admet pour base (1, X, X?) mais aussi (1+X+X2,1+X, 2) : les bases ne sont donc pas uniques.

La base (1,X, X?) est appelée base canonique de Ry[X].
Plus généralement, pour n € N*, (1,X,...,X™) et (1,X —a,...,(X —a)™), a € K sont des bases de
K,,[X].

R3 admet pour base B, = (u,v,w), avec u = (1,2,3), v = (0,1,2) et w = (0,0, 1), mais aussi
By = (e1,e,,€3) avec e; = (1,0,0), e, = (0,1,0), e; = (0,0,1). B, est la base canonique de R3.

R™ admet pour base canonique B = (ey,,¢€,,), avec €y = (81 1,02 1> Op 1)-

0sii+k
ou §; 5 = {1 ST Z 7 ) appelé Symbole de Kronecker.
sii=

n (o, 0, ,a,,) =aje; + -+ a,e, : la famille est génératrice;
B oge +taye, =0 = (a,a,y,,a,)=0 < Vie[l;n], o, =0 : la famille est libre.

M, ,(K) admet pour base canonique B = (E; 1,E; 5,,E ) ol :

El n,p?

(%)

0 0 0
i v (k;1) € ([1;n] )27 Epe= (6i,k6j,£)1<i<n‘
1<jsn
Sl 0 1 0 —k Les matrices Ey, ,, oit 'unique coefficient non nul
valant 1 est situé sur la k%™ ligne et la [°™€ co-
0O « 0 - -0 lonne sont appelées matrices élémentaires. ‘
NS z W,

Théoréme S : Soient E un K-ev, n € N* et B(ey, ey, ¢,) € E™.

La famille B est une base de E si, et seulement si tout vecteur de E se décompose de maniere

unique comme combinaison linéaire de ey, e,, .., €,.

(eq,€9,+,€,) est une base de E < Vz € E, 3l(A, Ay, -, A,) K" /x = Z)\sz
k=1

Les scalaires (A, A, ..., A,,) s’appellent les composantes ou les coordonnées de x dans la base
B.

\.
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Les coordonnées d’un vecteur dépendent donc de la base B choisie. Lorsqu’on voudra

ATTENTION préciser celle-ci on notera, par exemple,
u = (Al, )\27 7)\,”)3

~

Exemple 8 :

Dans &5, si B = (4,4, k) est une base (vecteurs non coplanaires), tout vecteur u de £; peut s’écrire

sous la forme :
u=xi+yj+ zk.

(z;y;2) sont les coordonnées de U sur B.
Dans R3, tout vecteur (z;y; 2) s’écrit xe; + ye, + zes sur la base canonique B = (e, 5, €3).

(z;y;2) sont les coordonnées de (x,y, z) sur la base canonique !
Dans R,[X], (1,5, 2) sont les coordonnées de 1 + 5X + 2X2 sur la base canonique (1, X, X2).

L’espace C peut étre vu comme un R-ev : B = (1, 1) est alors une base de ce R-ev :
VzeC,AM(a;b) eR?/2z=a.1+b.i =a+bi.

En tant que C-ev, I'espace C admet B = (1) pour base :

VzeC,z=z.1ouzeC.

. A

Exercice 7 : Dans le R-ev R?, on considére B = (e, ;e,) la base canonique ott e; = (1;0) et

Montrer que € = (1;¢;) oltey = (151), et €5 = (—1;1),; est une base de R2.

Soit u = (3;7), € R3. Déterminer les composantes du vecteur u dans la base €.

 DIMENSION D’UN ESPACE VECTORIEL

Espaces vectoriels de dimension finie

( N

Détinition S (Fondamentale) :  Soit E un K-ev.
On dit que E est de dimension finie lorsque E admet une famille génératrice finie.

Dans le cas contraire, on dit que E est de dimension infinie.

\

( B
Exemples 9 :

= L’ensemble des vecteurs géométriques du plan et de ’espace sont de dimension finie.
= R™ est de dimension finie engendré par la base canonique qui compte n vecteurs.

» K, [X] est de dimension finie engendré par (1,X, X2, .-, X").

o My,

m K[X] n’est pas de dimension finie. Pas plus que Pol(R).

(K) est de dimension finie engendré par les matrices élémentaires E,, ;.

En effet, une famille finie de polynémes (P;,P,,...,P, ) ne peut engendrer K[X], car si on note
d = max (degP,,degP,,--,degP,,, ), tout polynéme de vect (P,,P,,--,P,,,) est de degré < d.

= D’une maniére générale, les espaces de fonctions €° (R;R), €* (R;R), .., €= (R;R) et .# (R;R) qui
contiennent Pol(R) ne sont pas de dimension finie.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXV : Dm:em\w@fmw U
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Théoréme b (Théoréme de la rase extraite) :

De toute famille génératrice finie d’un espace vectoriel E
non réduit & {0}, on peut extraire une base.

Corollaire bl (Existence de rases dans un espace vectoriel de dimension £inie) :

Tout K-ev de dimension finie admet une base (finie).

Théoreme 1 (Théoréme de la rase incomplete) : Soit E un K-ev de dimension finie.

Toute famille libre de E peut étre complétée en une base de E.

Corollire 1! :

Toute famille libre de E peut étre complétée en une base de E a I'aide d’éléments d’une
famille génératrice de E.

Cardinal des bases en dimension finie

Lenanae |- Siune famille de n vecteurs (eq, eq, -+, €,,) engendre une famille de n+ 1 vecteurs
(W, Ug, -+, Uy, 1), alors la seconde est liée.

Corollaire 172 : Si E admet une famille génératrice (e, es,-,e,,) finie, alors toute famille
libre est de cardinal inférieur ou égal a n.

En particulier, toute base est de cardinal inférieur ou égal a n.

Il n’y a donc pas de famille libre de cardinal strictement supérieur a celui d’une famille génératrice.

Théoréme & :  Dans un K-ev de dimension finie, toutes les bases ont le méme nombre
d’éléments.

Détinition L (Dimension d'un espace vectorie) :  Soit E un K-ev de dimension finie

On appelle dimension de E, notée dim (E), le cardinal de chacune de ses bases.

Remarque : Par convention, & est une base de {0}, d’ou dim {0} = 0 et, lorsqu’il y aura
ambiguité sur le corps de base, on n’hésitera pas a noter dim (E) au lieu de dim (E).

Exemples 1O :

= La dimension de I’ensemble des vecteurs du plan (respectivement de I'espace) est 2 (respectivement 3).
s dim K™ = n car admet pour base ¢; = (1,0,...,0), e, =(0,1,0,...,0), ..(0,0,...,1).

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXV : Dimension fmw 8_'
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s dimK,[X] =n+ 1 car admet pour base (1,X,...,X").

= dim.#,, ,(K) =n x p car admet pour base (Ej ;)1<k<n-
’ 7 I<i<p

m dimy C = 2 dont une base est (1; i) et et dimz C =1 dont une base est (1) ou (i).

Exercice & : Déterminer une base et la dimensionde E = {(z;y;2) € R¥ /z +y+2=0et z — 3y = 0}.

( )
Proposition 9 (Produit cartésien d'espaces de dimension finie) : Soit E, F des K-
espaces vectoriels de dimension finie.

Alors E x F est de dimension finie, et :

dim (E x F) = dim (E) + dim (F) .

n
dimE, x ... x E, = dim (E,) + ... + dim (E,,) = ) _ dim (E).
k=1
En particulier, si E; = ... = E,, = K, on retrouve dim (K") = n.

II.3| Dimension et cardinal des familles

Théoreme IO (Familles lirres) :  Soit E un K-ev de dimension finie n € N*.

Si F = (uy,ug,+,u,) est libre, alors p < n.

On dira que toute famille libre d’'un espace de dimension n admet au plus n éléments.

Corollaire IOl : Toute famille libre de n éléments d’un espace de dimension n en forme
une base.

Exercice 9 : Soit E un espace vectoriel de dimension n et ¢ une application linéaire de E dans
lui-méme telle que ¢™ = 0 et ¢ 1 + 0.

Soit x € E tel que ¢" () # 0.
Montrer que la famille {z, ¢(z), ¢*(x), ..., ¢" *(x)} est une base de E.

Théoreme Il (Familles aénératrices) :  Soit E un K-ev de dimension finie n € N*.

Si F = (uq,uq, ,u,) est génératrice, alors p > n.

On dira que toute famille génératrice d’un espace de dimension n admet au moins n éléments.

Corollaire lll :

Toute famille génératrice de n éléments d’un espace de dimension n en forme une base.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXV : me;wwnfmle ﬂ
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Théoréme 12 (Syntheése) :  Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N* et & une
famille formée de n éléments.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

F est une base de E = F est libre = F est génératrice de E.

Méthode | (Montrer auune £amille est une rase) :

Exenple || © Notons T, € R[X] le i*™® polynéme de Tchebychev.

Les exercices sont nombreux ol I’on montre que la famille (T ),;c[o.,] est une famille échelonnée. Elle est donc
libre.

De cardinal n + 1, la famille (T;);cfo,,] est donc une base de R,, [X].

En particulier, on pourra décomposer tout polynéme de degré inférieur & n en fonction des polynémes T,
1€ [0;n].

Le raisonnement est et sera identique avec toutes les familles de polynémes échelonnée par les degrés que vous
devriez rencontrer sous peu : de Taylor, de Bernoulli, de Bernstein, de Fibonacci, de Gegenbauer, de Hermite,
de Hilbert, de Jacobi, de Laguerre, de Legendre, de Tchebychev, orthogonaux, ...

\

Exercice IO : P, =2, P;=3X—-4, P,=X2-2X+3.
Montrer que (P, P;,Py) est une base de R,[X].

@ SOUS-ESPACES VECTORIELS

Dimension d’un sous-espace vectoriel

e N\

Théoréme [3 : Soit E un K-ev de dimension finie et F un sev de E.
Alors :

F est de dimension finie et dim (F) < dim (E).

dim (F) = dim (E) <= F=E.

Mé-thode 2 (Montrer que deux espaces vectoriels sont éaaux) :
de'mmtl'mybﬂwF%twmwdeEetwdim(F):dim(E).

Exercice | : Soit F le sous-ensemble de R[X] constitué des polynoémes de la forme :
aX*+ (a+b)X, ou (a,b) € R%

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de dimension finie de R[X], et en donner une base.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXV : Dimension finie 10 |
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Détinition T (Sous-espaces remarquaeles) :
= On appelle droite vectorielle tout espace vectoriel (ou sev) de dimension 1.

= On appelle plan vectoriel tout espace vectoriel (ou sev) de dimension 2.

= Dans un espace de dimension finie n (n > 1), on appelle hyperplan tout sous-espace
vectoriel de dimension n — 1.

Exemples 12 :

= Les droites vectorielles sont les sous-espaces vectoriels de la forme vect (z) ot  un vecteur non nul.

= Les plans vectoriels ceux de la forme vect (x;y) ol = et y sont deux vecteurs non colinéaires.

I11.2} Rang d’une famille de vecteurs

( )
Définition & © Soient E un K-ev de dimension finie et (uy,...,u,) € EP une famille d’élé-
ments de E.

On appelle rang de (uy, ..., u,), noté rg (uy,...,u,), la dimension du sous-espace engendré
par cette famille :
rg (ug, Uy, -+, u,) = dim (vect (uy, Uy, ..., u,)) -

Remarque : Le rang est bien défini puisque vect (uy, ..., u,) est de dimension finie. En effet, il
admet évidemment (uy,...,u,) comme famille génératrice finie.

s 2
Exemple |2 :© Dans R3, considérons u = (1;2;3), v=(1;1;0) et w=(3;4;3).
On a w = u + 2v, donc vect (u, v, w) = vect (u, v).
u ¢ vect (v) donc la famille (u, v) est libre. Par définition, elle engendre vect (u, v).
Par conséquent, (u, v) est une base de vect (u, v) i.e. dimvect (u,v) = 2.

Ainsi, rg (u, v, w) = dim vect (u, v, w) = dim vect (u, v) = 2.

e 2
Proposition 4 Soit (uy,uy, ,u,) une famille de vecteurs de E, un K-ev de dimension n.
Alors :

rg(“l?”%"'?“p) <. rg (u13u27"':up> Y2

En particulier, rg (uy, ug, -+, u,,) < min (n;p).

31 (uwq,uq, -, u,) est libre si, et seulement si rg (uq, Uy, -+, u,) = p.
15 Y2 D 15 %2 p

\\

Exenple |4 : Déterminons le rang de la famille suivante :

xy (15-151), x5 (=1515-1), 23(0;151), x,(1;0;2).

Nous avons quatre vecteurs dans R2. On sait déja que cette famille est nécessairement liée.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXV : Dtmem}wnfmw 11 I



PTSI VINCI - 2024 III. SOUS-ESPACES VECTORIELS

e N

Soit (Aq, Ag, Az, Ay) € R? tels que A\ xq + AyTy + Azz5 + Az, =0. On a:

A — A, + X, =0
AT+ Ao + A325 + N4z, =0 = A1+ A+ g = 0
A Ay + A 4+ 22, = 0

AL — Ay F A, = 0

A { As £ Ay = 0

On obtient un systéme homogene, échelonné réduit. Il possede deux inconnues principales A\; et Ag,
deux inconnues parameétres A, et A, (on retrouve bien que cette famille est liée).

En particulier,
e pour Ay, =let Ay, =0, x5 = —x;.
e pour A\, =0et A\, =1, x4, =2, +x53.
Ainsi, vect (x4, z5, T3, x,) = vect (x,, T3).
Comme la famille (z;,x5) est libre (deux vecteurs non colinéaires, ou autrement en prenant

Ay = A, = 0 dans le systéme ci-dessus), on en déduit que

rg (IE1,$2,CC3,IL'4) =2

. /

4 )

A retenir | (Opérations ne changeant par le rang) :

m Retirer un vecteur nul :
rg <u7 /U7 O? w) = rg (u7 U’ w)'

m Retirer un vecteur figurant plusieurs fois (en en conservant un!) :
rg (u, v, w, v, u, w, w,w) = rg (u, v, w).
m Retirer un vecteur combinaison linéaire des autres vecteurs :

rg (u, v, 2u + 3v) = rg (u,v).

Ajouter & un vecteur une combinaison linéaire des autres vecteurs :

rg (u, v, w) = rg (u, v, w + 2u + 3v).

Ajouter des multiples d’un vecteurs aux autres vecteurs :

rg (u, v, w) = rg (u, v — 2u, w + Tu).
o A

Exercice [ : Dans R*, on considére :

u=(1,2,3,4), v=(4,3,21), w=(1,212), z=(2121), y=(1,1,1,1).

Déterminer rg (u, v, w, z,y).
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|III.3 | Sous-espaces supplémentaires

s N
Théoréme IS (Base adaptée) : Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E,
(f1s» fp) EFP et (g1,...,9,) € G des familles de vecteurs de F et G.

Si (fy,-» fp) et (g1, 5 g,) sont libres et si F+ G est directe, alors (f1, ..., f,, g1, -5 9,)
est libre.

Si (f1s--5 fp) et (g1, g,) sont génératrices (de I et G respectivement) et si F+G = E,
alors (fy, .., fp, 915+, 9,) est génératrice de E.

Si (f15-+5fp) et (g1, ,9,) sont des bases de F et G respectivement et si F & G = E,
alors (fy, .., fp, 915+, 9,) est une base de E.

Cette base est dite adaptée a la somme directe E = F @ G.

( )
Exenple [S :© Soient F = {(z,;25;23) €ER® /2, + 25 + T3 =0} et G = vect ((1;1;1)).
m Le vecteur e; = (1;1;1) engendre G et est non nul. Donc (e5) est une base de G.
= On a montré que F = vect (e; = (1;0;—1);e, =(0;1;—1)).
Donc (e, e,) est une famille génératrice de F. Comme c’est une famille de deux vecteurs non colinéaires,
elle est également libre.
Ainsi (eq, e5) est une base de F.

= On a montré que R? = F & G. On déduit de la propriété précédente que (e, €4, €5) est une base de
R3.

Exercice [3 : Soient F = {(z,y) € R?, 22+ y =0} et G = {(z,y) € R?, z —y = 0}.
Montrer que F et G sont des sev de R? et en donner une base.
Montrer que R? =F @ G.

( )
Proposition I :  Soient (ey,...e,) € E" p € [l;n], F = vect(ey,...,e,) et
G =vect (€,1,.,€,).

?
Si (eq,...,¢€,) est libre alors F + G est directe.

Si (eq,...,€,) est génératrice de E alors F + G = E.

Si (eq,...,€,) est une base de E alors F et G sont supplémentaires dans E.

Corollaire Il : Soient F et G deux sous-espaces d’un espace vectoriel E de dimension finie.
dim (F @ G) = dim (F) + dim (G)
Si F @& G = E, alors dim (F) 4+ dim (G) = dim (E).

Théoréme 1 : Soit E un K-ev de dimension finie n.

Tout sev de E admet au moins un sous-espace supplémentaire dans E.

Corollaire [l (Formule de Grassmann) :  Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un
K-ev de dimension finie E.
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Alors :
dim (F 4+ G) = dim (F) + dim (G) — dim (F N G).

( )
Exemple |6 : Dans R3, déterminons I'intersection de deux plans vectoriels P,, P, non confondus.

Comme P, + P, CE, on a dim (P, + P,) < 3 donc :
dim (P, NP,) =dim (P,) +dim(P,) —dim (P, +P,) >2+2-3=1,
ce qui prouve que P; NP, n’est pas réduit a Ogs.
Comme P, et P, ne sont pas confondues, P, est strictement inclus dans P, + P, donc

2 =dim (P,) < dim (P; + P,) < 3.

Ainsi, dim (P, + P,) = 3 et donc dim (P; NP,) =1 : L’intersection des deux plans P, et P, est une droite

. vectorielle. J

On retiendra surtout comment montrer que deux espaces sont supplémentaires :

( )

A retenir 2 : Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-ev de dimension finie E.

Alors :
' B .. |FnG={0}
(). FOG=E < (i) q . (F) + dim (G) = dim (E)
F+G=E

= () dim (F) 4 dim (G) = dim (E).

Exemnple [T (Important) :  Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et H un hyperplan de E de
dimension 1 — 1. Alors pour tout a € E\ H, on a :

Ho Ka=E.
En effet,
En remarquant que a ne peut étre nul sans appartenir a H, on a :
dim (H) + dim (Ka) = n = dim (E).
Comme H N vect (a) C vect (a) alors dim (H N vect (a)) =0 ou 1.

Si c’est 1, alors H N vect (a) = vect (a) et a appartiendrait a H, ce qui est faux.
Donc dim (H N vect (a)) = 0 et HNvect (a) = {Og}.

Les sev H et vect (a) sont donc en somme directe dans E : tout espace se décompose de maniére directe en
un hyperplan et une droite vectorielle.

m I Rien ne dit que cette décomposition est unique! C’est I’écriture dans ces décompositions qui ’est !

Exercice [+ : On considere F = {P € R,[X], P(0) = P’(0) = P’'(1) = 0}.
Montrer que F est un sev de R,[X].
[2] Montrer que vect (1,X,1 4 X 4 X?) est un supplémentaire de F dans R,[X].
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