Feuille d exercices n°® 27 Dimension finie

Dimension finie |

Q FAMILLES LIBRES, LIEES. BASES

Exercice | : Soient u=(1;2;3),v=(0;1;2) et w=(0;0;1).
‘ Montrer que (u;v;w) est libre.

‘ Trouver la décomposition de (5,6,7) comme combinaison linéaire de u, v, w.
Correction : (5;6;7) = bu — 4v.

Exercice 22 : Dans le R-ev R?, on considere v; = (1;2), vy = (3;1) et vy = (—5;0).
Montrer que vect (vy,v5) = vect (vy, vy, v3).
Exercice 3 :
La famille ((5,—2,—3), (4,1, —3), (—2,—7,3)) est-elle libre dans R3?
Soient P; = X — 1 et Py = X2 — 1.
Montrer que (Py,P,) est une famille libre de R[X].
Soient (u,, ) nens (Vn)nens (W )new les suites réelles définies par :
vneN, u, =2" v, =3" w, =4"
Montrer que la famille ((un)neN, (V) nens (wn)neN) est libre dans RY.

‘ Dans un R-ev & préciser, montrer que la famille (z +— €% ;2 e — e3m) est libre.

Exercice 4 : La famille A engendre-t-elle ’espace vectoriel E?
1 ,1)) et E =R?
(( 1) et E={(z,y) € R® z—y=0}

1 =((1,1)) et E={(z,y) e R®,z —2y =0}

@ A=((11),(1,-1)) et E =R

[5] A=((1,1),(1,-1),(1,0) et E =R

@‘ =((1,0,1),(0,1,1)) et E= {(xvya z) € [RS,.’E ty—z= 0}

Exercice S : Soit E = {(z,y,2) € R}, 3(o, B) € R?, 2 =20 — 5B,y = —a + 33,2 = 73}.
Montrer que E est un sev de R3, et que tout élément de E est combinaison linéaire de deux
éléments qu’on déterminera.

Exercice £ : Dans le R-ev Ry[X], on considére le sev F = {P € R,[X] /P(1) = P(—1) = 0.}.
Montrer que F est une droite vectorielle engendrée par un polynéme P que ’on déterminera.
Exercice 7 : Dans R?, on pose z; = (—1,1,1), 75 = (1,—1,1) et 23 = (1,1, —1).

Démontrer que (x;, T4, 73) est une base de R3.
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Correction : Somwmné%a,betct&bwz

a(—1,1,1) +b(1,—-1,1) + ¢(1,1,-1) =0 <= (—a+b+c,a—b+c,a+b—c) =0

—a+b+c=0 a=0
<~ <a—b+c=0 <~ <b=0
a+b—c=0 c=0

Lo qumﬂe (21,29, T3) eth donc libre.

jmymm%ewg%tﬂmmm
— Mathode 1 Soit (A,B,C) € R3.

a(—1,1,1) +b(1,—-1,1) + ¢(1,1,-1) = (A,B,C) <= (—a+b+c,a—b+c,a+b—c)=(A,B,C)

B+C
—a+b+c=A a:T
< <sa—b+c=B = b:M
a+b—c=C C7A<2FB
2

Done touk vecteun (A, B, C) € R3 s'énit comme combinaison linsaine de (4, Ty, ).
Lo gam% (21, 25, 73) ek done gonsnabnice.
Fnalement, libre o qenénatnice de B, (21,5, 73) en ool une Base.
— Mshode 2 Comme (2,29, 24) mmawmmmm 3 Qo,gwm% (2, 2y, T5)
et une base de R?.
Exercice 8 : Soit n € N*. Pour tout k € [0,n], on pose P, = X*¥(X —1)"*,
Montrer que (Py,Py,-+,P,,) est une base de R,,[X].

Correction :

- ?wmmcrw kz::)/\kPk:O.

Ax | Po= (X=D" = (=1)"+
Ax | Pp= X(X—1)n Tl = (—1)" X+
Ax | Py= XX —1)"2 = (—1)"X2+

— Doa (—1)"Ag+--=0

ﬂ’mwym%mnw%mw,\ozo.

— Pneste DTN Py =0, be (—1)" A X+ =0,

k=1
%}vidmuﬁ%oww%dm b que A = 0.
@nilgz\ejd:oxmo@b'w/mt: )\O:/\1::/\n:0

%M(PO,Pl,---7Pn>e¢&M
- €mgqmw@%wwn+1m%mn+l.

Done (Py, Py, -, P,) et une base de R, [X].

Reemaraue : On r,o«mha/tb "UO/‘LBQIL ici dune @omw%@ éclelonnse [u:)b los waluabions.
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Q DIMENSION D’UN ESPACE VECTORIEL

Exercice 9 : Montrer que ((0;1;1);(1;0;1);(1;1;0)) est une base de R3.

Exercice O : Déterminer une base et la dimension des espaces vectoriels suivant :

E, ={(z;y;2) €eR®/ —x+3y+2=0}.

Egz{(“ 2) e//z(ﬂ%)/a+d:0}.
S (R).

Exercice I : Dans R* on considére 'ensemble E des vecteurs (1, 2o, T3, ,) vérifiant 2, +x4+x5+7, = 0.

L’ensemble E est-il un sous-espace vectoriel de R* ? Si oui, en donner une base.

Correction :

GW%MWWMMEWW—WUM,J@ R* .
@8‘W@ (0,0,0,0) est dams E,
V= <1'1,1'2,£C3,.’E4) €EEd v = (‘rllal/%léa‘ul) GEQBO’IA‘U—*—U/ = (iL'l-HL'/l,1’2+1'/2,£L'3+1'é,1'4+1':1)
mdebwohdowném%kwé'wgb@@@%uﬂmetdmpv+v/€E.
@m}v: (21,29, 25,2,) € E b A € R alons et coondonnées de A-v = (Azy, Ay, Aag, Azy) meju%m,t
Qléﬂuoﬂo'metdmp AveEE.
gcvm/meE@btda/nbR4,£%mm®4mmmmw.®%WmmdeE
(cvw Q.amnd) PMWHTDQQ v = (1,—1,0,0).
%ebt@«'emcﬂo/\)bwvl WIWWME,MMMWWUQ &/nmmgmgnbundﬂwndwnbde
vy, I\)wr\m vy = (1,0,—1,0). Hors, {vy,vy5} 'rb'emxaendiwﬁbtrabboub E,Pme/wrrﬁtﬂe vy = (1,0,0,—1)
%EMEWW'MPM%WI\le dQ’UQ.

Jmaombwnbo[ue (vy,y,v3) eth wne base de E.
@ (1, Vg, 03) %J:wne@mm@?e%w &g%etmnb a, 8,7 €R be?,ue avy + vy + yvg = 0. Mous

donc :
av; + Pug +yv3 =0
1 1 1 0
=« -1 + 7 ! + N
0 —1 7 0
0 0 —1 0
a+pB+y =0
—o =0
=
-3 -0
— -0
=a=0,=0,7v=
@m%@om%%t%w

me%%ym%mwm : voib v = (2, 24,24, 24) € E.
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2 gomt éonine v comme combinaison linéaine de V1, Vg, Vg. On reub néboudne wn mibtp/m‘ e comme
c-debbus (queob@oo«vdjmwmﬂme) on Rerdlank Oz,ﬂ,’}/befblw av; + Puy + yug = v
On olltient que V= —IyU; — Tzly — Tyly (om tilise xy + 2y + x5 + 1y =0)
Bien vin, wous pouney Roisin dautres vecteuwns de base (o seule dhose quis neste indépendante des
Exercice [ : Redémontrer le théoréeme de Taylor pour les polynomes.
Exercice I3 (Polyn&mes factoriels ou de Hilgert) : On consideére les polyndmes suivants :

X(X — 1) X(X —1)(X —2)
) - .

P0:1,P1=X,P2: etP3:

Montrer que la famille (Py, P, Py, P3) est une base de K;[X].
Décomposer X3 dans cette base.
Soit P € K4[X]. On pose :

ag =P(0),a; =P(1) = P(0), a5, = P(2) —2P(1) + P(0), a3 = P(3) — 3P(2) + 3P(1) — P(0)
et Q=qayPy+ a;P; + ayPy + a3Ps.

Calculer Q(k) pour k € [0;3]. Que peut-on en déduire ?

Correction :
On sait que dim Ky[X] = 4 o on o deg (Py) = k pown tout k € [0;3].

@fm a domnc um@o/mﬁ@e ecﬁepmn/n%%de%he de 4 Po&am&rrmde K3[X], done (Py, Py, Py, Py) ettt une
base de K4[X]

On sait ?"“B eccitte @y, ay,ay e as € K telo que X3 = ayPy + a; Py + ayPy + a3Ps.
X2 —X X? —3X* +2X

@@PQZ etPBZT,dom:
X3:a0+a1X+%(XQ—X)+%(X3—3X2+2X)
- D S I PRI
a0+(a1 5 T % {53 + X
aOZO aOZO
XP = agPy + a,Py + aygPy + azPy < 4 001 30225 =00 ) a =1
a2_a3:0 a2:
a3 =6 az =6

En condlusion, X3 = 0P, + P, + 6P, + 6P,

%o cabul donme -
Q(0) = ayP(0) + @ P1(0) + agP4(0) + a3P3(0) = ag = P(0).
Q1) = apPy(1) + a; Py (1) + Py (1) + a3P3(1) = oy + a; =P(1).
Q2) = g + 20, + ay = P(0) + 2P(1) — 2P(0) + P(2) — 2P(1) + P(0) = P(2).
Q(3) = ag +3ay +3ay + ag

= P(0) + 3P(1) — 3P(0) + 3P(2) — 6P(1) + 3P(0) + P(3) — 3P(2) + 3P(1) — P(0)
=P(3).

Done Q(k) = P(k) pown k € [053].
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Ten deucs palynsmen dhant de degns an lus 3 ef caincidant en 4 points diskinets, i sont égauce.
Done P = aogPg + o Py + Py + 3P
En daubre tevmes, (g, oy, iy, atg) sonk len coordonnées de P damns lo base (Py, Py, Py, Py).

Un peu d’histoire : 500413 k>1 un enbien. @fn, d.e%/m,t Qe k-iome Po&d/r\fw‘u@ de %%eﬁb I\Kl}‘b

i, X(X—l)..}cEX—lﬁ—l).

Omdégmx,té%oﬁe/wutHO:l.

@nﬂéﬁe@t@.@éﬁb@kaﬂbP(Z)CZ&e@dﬁﬂzd@befﬂﬂmm@ mdbefbﬂme,
P=myHy +mH, +...+m;H,.

&wwfmtmmm%mep%tdea@?@da%mzmz,aﬁm@%d@wmmw
mm%mwbmmmmded!.

@ SOUS-ESPACES

Exercice [+ : Calculer le rang de chaque famille de vecteurs de R™.
2y = (1,1,1,1), 2y = (0,1,2,—1), 25 = (1,0,—2,3), 2, = (2,1,0,—1)
Correction : Jient a, b, ¢ d € R teds que azy + bxy + cxg +dx, = 0.

On o a(1,1,1,1) +b(0,1,2,—1) + ¢(1,0,—2,3) + d(2,1,0,—1) = 0.

a+0b+c+2d=0 a=20
@m a+b+0c+d=0 o s b=0
a+2b—2c+0d=0 c=0
a—b+3c—d=0 d=20

&gmﬂe (X1, X9, T, Ty) ent lifbne.

rg (2, 29, x5, x,) = 4.

Remar@ue : (1), Ty, 3, 2,) ook une base de RY.
ry = (1,0,1,0), 75 = (2,1,0,1), z3 = (0,2,—1,1), 7, = (3,—1,2,0)
Correction : Sient a, b ¢ d € R tela que azy + by + cxg + dx, = 0.

a+2b+0c+3d=0

a=—d
Oa+b+2c—d=0 b= —d
a+0b—c+2d=0

c=d

Oa+b+c+0d=0
@frvo/(r,o)b M,Tu@e) ——2y+a3+a, = 0donc 2y = x+xo—x4 b vect (x, 2y, T3, 24) = vect (21, Tq, T3).
SDO’WO; rg (1‘1,]}2,1'3,374) =rg (‘,1"17'1;27333)'
% gomfﬂe (1,29, 25) etk &J?m, done 18 (X1, Ty, T3) = 3 &b 1g (21, g, 25, 2,4) = 3.
x; =(2,3,5), g = (—1,2,-3), x5 = (4,-3,8), z, = (—4,17,—10)
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Correction : rg(z,,zy,x3,1,) = 3.
[4] o =(2.-3.4), 23 = (3,1,5), 23 = (-1,0,1), 2, = (0,2,4)
Correction : rg(zy,q,x5,2,) = 3.

Exercice IS : Dans R3, discuter selon les valeurs du parametre réel a la dimension de vect (u, v, w)
avec u = (a,1,1), v=(1,a,1) et w=(1,1,a).

Exercice |6 : Dans R%, on consideére les vecteurs v = (0,1,2,3), v = (1,1,1,1), w = (1,1,1, —4),
et Uensemble P = {(z,y,2,t) E R, 2 +y+ 2+t =0}.

‘ Vérifier que P est un sev de R*. Quelle est sa dimension ?

Montrer que P + vect (u,v) = R, mais que P U vect (u,v) # R%.

‘ Montrer que P et vect (u,v) ne sont pas supplémentaires dans R*.

Montrer que la famille (u,v,w) est libre.

Exercice [T : On considére pour tout k dans N* les fonctions suivantes :
fr s 0 cos(kf) et g, : 0 — (cos(f))*.

On notera f, = g, la fonction constante égale a 1.
Montrer que pour tout n € N, la famille (gy, 91, ..., g,,) est libre.
Montrer que pour tout n € N, la famille (fy, fi, ..., f,,) est libre.
Utilisation des polynémes de Tchebychev

On admet qu’il existe une suite de polynémes (Tn>n€[N telle que pour tout n € N, T, est de
degré au plus n et :
Vo eR, T,(cos(f)) = cos(nd).

Montrer que pour tout n € N, vect (gg, g1, -, 9p) = vect (fo, f1y ey fr)-

Correction :

1] it n e N. Soient ao,al,...,andmnépﬁbte@a, akgk=0.®wa:
ct/ue

k=0

n

VOER, Y ay(cos(6))F = 0.
k=0

En nobant 2 = cos(), mmZakxk:OR rmmboutxe[fl;l].
k=0

geﬂ@mmbwcrw&ero&amﬁmefpiiakxkadmetum%%m&bédewdm%.%%tdmomzdomom

8ot weg@-agnm sont nuls. o
Don akZOWWkE[[O;n]].
fﬁa@om»@ﬂe(go,gl,...,gn) oot libre.
[2] Bur neN on mote 2, : «Q@@@mﬁ(&@ (for Far s £) ot libre ».
o Tnibialisation, :
Run n=0,P, est waie, can f WI%LWQ@@M\(D‘MWLQQ&
o Fenedits -
Foit n e N, (‘DWMW?H waiie. Joienk ao,al,...,amm@?@t@&w:

(]’OfO + (]’lfl + a"n,f’n + a"n,+1fn+1 =0. (XXIVl)

Lycée Jules Garnier ﬂ‘ PTSI Vinci



Feuille dexercices n® 27 Dimensisn finie
Bomme I = —k?f,, en dénivant deucc go«b (XXIV.1), on oltient :
0%ayfy — 12a, fy — - —n2a, f, — (n+ 1)%a, 1 f, , =0. (XXIV.2)
En thmn,t (n+ 1)2(XXIV.1)+(XXIV.2), on o :
(n+1)*=0)agfo+ -+ ((n+1)>—n?)a,f, =0. (XXIV.3)

@G}I’V‘U@bz ?m@o/ga/wﬁﬁe (fos frs s [n) ebt%'w/, dymm@mw@%«uﬂlfade?awm@vmm&nmme
(XXIV.3) sont nubs.

Pun tout k€ [0;n], (n+1)2—k¥)a, = 0, done a = 0. Lo nelabion (XXIV.1) desient
Ay iy n+1=0.@man+1=0,cq}bfn+1 %ebtrob?a@wr@mmﬂe

@orn@rou)bt(wl? kell,n+1],a, =0.
@frbaﬂrnml’)léﬂm@@@%:/nw%@ (fo,fl,...,fn+1) ebl?&ﬂme,

@cvmo 5Dn+1 el vhaie.

o @nmmwmwwwnen\l*,&mw (fO’f17"'7fn) %t&ﬂme
$oit n € N. On note G,, = vect (g G155 9n) & F, =vect (fo, fises frn)-

@'WMWmmmwmwmnﬂwm@xwmm

Joit m € N. & motant T,, = > 0, XE, on o -
k=0

Vo eR, Zak(cos(ﬂ))k = cos(nh).
k=0

e nenulbat signill Y =f, e f,€G,.
sffe oo 2 o

QW%WMW(GQ

%bdvo{bwnberm@m&mgmmakaGnWboubke[[o;n]].

keN

Done F, = vect (fo, f1.-) [n) C G, &n co/rmﬂ/qmmy F,=G,.
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