XXVI
Intégration

e nouveau chapitre sur l'intégration doit étre considéré comme 'unique chapitre sur celle-
s> ci. Le précédent ne s’était concentré que sur la pratique en effleurant a peine la théorie :
comment est définie la notion d’intégrale? Pourquoi? Quelles sont ses propriétés ?

) ous comblerons ce manque en présentant la construction de l'intégrale de Riemann, qui
permet notamment de justifier les calculs d’intégrales de fonctions continues /. Théoréme
connu sous le nom de théoreme fondamental de I’analyse..

ette construction permettra également de voir une intégrale comme limite d’une somme,
~— ouvrant la voie a I’approximation des intégrales dans le cas ot on ne sait pas exprimer les
primitives et a de nombreux exercices de limites de sommes.

) ous reverrons également également la formule de Taylor mais sous sa forme dite intégrale,
résultat qui aura 'avantage d’étre global au contraire de la formule de Taylor-Young qui
était locale.
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Dans tout ce chapitre, sauf mention contraire, on considére deux réels a et b tels que a < b.

L’intervalle [a ;] est donc non trivial.

Q FONCTIONS EN ESCALIER

Subdivision
-

\\
Détinition | © On appelle subdivision du segment [a;b] toute suite finie de réels
s = (ag,ay,,a,) (n € N*) telle que

a:a0<a1 <<an:b
Le pas de la subdivision est ’écart maximum entre deux termes :

max a —ayg).
v (@i —ar)

L’image de la subdivision est 'ensemble {ay,a, -, a, }.

Remaraues :

— Si s est une subdivision de I'intervalle [a;b] alors s contient les réels a et b.

— Si s, et s, sont deux subdivisions de l'intervalle [a;b], on dit que s; est plus fine que s,,
noté s, < sy, si s; contient au moins tous les termes de la subdivision s,.

— Si s, et s, sont deux subdivisions de U'intervalle [a; b], on peut définir la subdivision réunion
de s; et sy, notée s; V s,, comme la subdivision de [a;b] contenant tous les termes des
subdivisions de s; et s,.

On remarquera qu’elle est plus fine que s; ET s,.

Détinition 22 © Soit n € N*. On appelle subdivision réguliére de [a;b], la subdivision
s =(ay,...,a,) définie par :

b
VEke[0;n], a, =a+k x a4

n

En particulier, pour une subdivision régulieére, V k € [0;n — 1],

b—a

Apy1 — O = 0

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVI : Intégration 2|
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b—a b—a b—a
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Figure XXVI.1 — Subdivision réguliére d’un intervalle [a ; b]

Fonctions en escalier

( Y
Définition 3 : Soit f: [a;b] — R.
» On dit que f est en escalier lorsqu’il existe une subdivision a = ay < a; <--<a, =b
(n € N¥) telle que pour tout k € [0,n — 1], f soit constante sur |a, ;] :

n—1

Ny, -5 A1 ER tels que f= Z)\k Lo, iap [
k=0

On note & ([a;b]; R) leur ensemble.

= On dit alors que la subdivision est adaptée a f.

Toute fonction en escalier f vient donc avec au moins une subdivision adaptée a f.

Remarques :
— On parle aussi de fonction constante par morceaut.
— Aucune condition n’est imposée aux valeurs de f(a;) mais une subdivision adaptée contient
nécessairement tous les points de discontinuité de f.
— Une fonction en escalier est bornée.

En effet, elle prend un nombre fini de valeurs.

Une fonction prenant un nombre fini de valeurs est-elle nécessairement en escalier ?
— 1l existe une infinité de subdivisions adaptées a une fonction en escalier : il suffit d’intercaler
des termes a la suite.

Exemples | :

= Une fonction constante est en escalier sur tout segment [a ; b] relativement & toute subdivision de [a ; b].
= La fonction partie entiére est en escalier sur tout segment [a ; b] relativement & la subdivision de [a ; b]
constituée de a, b et de tous les entiers du segment [a ; b].

Proposition |« Si fet g sont deux fonctions en escalier sur [a;b], alors il existe
une subdivision adaptée a f et g.

Preuve : foient = (aj,...,a,) (n € N*) b 8 = (af,...,a}) (p € N*) dewss subldivivion de [a ;0]
hyaTmﬁ/mmLodoTJéedfetg.
8\/3’%tcﬁamtmemﬂ&mmmde[a;b]omTwéedf&dgmﬂewmwm%m

/7 /
g, oy Gy, G, - Qe

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVTI : Infeg/zafwm
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Figure XXVI.3 — La fonction partie entiére est en escalier sur tout intervalle [a ; b].

Intéressons nous un instant a la structure de & ([a;b];R).

Proposition 2. : Soient f, et g en escalier sur [a;b] et a € R.

Alors, les fonctions f + g, af, fg, et | f| sont en escalier sur [a;b].

|— Preuve :@'011/1;@@ lo proposition (1), i tw%»t de te Pf?am suwn we sulbdivision

sta=ap<a; <--<a,=>b

adapée & f o g
?Mfﬂwmafﬁg]ak,akHL@%m@Mmfetgmmmmméﬂc&mmmf+g,
af, fg,et|f|wmm%m&mm[a;b]m@o,wﬂdmg%boda@éedcﬁmnwd)eﬂﬁw.

La fonction nulle étant également une fonction en escalier sur tout intervalle [a;b], on en déduit :

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVTI : Imfeg/zaﬁm
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Coroliaire 21 : L’ensemble (é’ (la;8]5R) s + 7 ((ap,R) 5 .?([a;b]m) est un espace vectoriel, sous-
espace vectoriel de F ([a;b],R)

0 INTEGRALE DES FONCTIONS EN ESCALIER

| Construction

Détinition/Théoréme + : Soit f € &([a;b];R) une fonction en escalier sur [a;b] et
s:a=ag<a <-<a, =>bune subdivision de [a;b] adaptée & f.

Pour tout k € [0,n — 1], on note A, la valeur prise par f sur |a,a,, |-

On définit :

n—1

L(f) = Z(ak-H — ) A

k=0
Alors, I,(f) est indépendant du choix de la subdivision s adaptée a f.
On appelle intégrale de f sur [a;b], notée f, le nombre I(f) :
[a;b]

=il

/ } f= Z(ak—i-l — ap) Ay
a;b

k=0

- .

3

Exemple 2. : Sila fonction f est constante et prend la valeur A sur [a ; b], son intégrale est / f=(b=a).
[a;b]

C’est laire algébrique du rectangle de longueur b — a et de largeur A.

4__. ............ X
34 } 1
1 : :
5 __.............:...................................Z(
S |
5 . .
f f f
O . "
— 1 =3 =
Qg 0 aq 3 0/2:—5 a3: 1
T Ly

Figure XXVI.4 — Exemple d’intégrale d’une fonction en escalier avec la fonction de la figure XXVI.2.

Remaraues :

— La valeur de f en chaque a;, n’intervient pas.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVTI : Infeg/wflm ﬂ
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— Pour tout k € [0;n—1], (a3, — a)\, est laire « algébrique » du rectangle de base
a1 — ap > 0 et de hauteur ;.

Cette aire est négative ou positive suivant le signe de A,.

— L’intégrale de la fonction f sur lintervalle [a;b] est la somme des aires algébriques des
rectangles formés par la fonction en escalier avec I'axe des abscisses.

On retrouve le fait que f corresponde a laire algébrique du domaine compris entre
[asb]
(Oz), € et les droites d’équation : x = a et x = b.

0 ag =a a, o Ay , 1 a,=b

Figure XXVI.5 — L’intégrale de f est inchangée sur une subdivision plus fine.

Preuve : Cotte daegf./n»t\m oth consistante can le nedd (aj, — a_1)A, me déend, nos de b,
sulbdinision doisie.
[1] g‘wwwmm@um%@mwnﬁm%kwdewﬂbds:(ao,...,an).%w,%w
d@@@mmw@'wdmw.
R s = (G ey Qg 1y Cy Ay oo 5 Ay ), alons

I/s(f) =(a; — aO))\O +ot (C - amfl))\mfl + (am - C))‘mfl +..+ (an - an71>An

a; — a0>)‘0 +.ot (am - amfl))\mfl +.t (an - an71>)‘n
=L(f)

iw%m&@fmmwmmw@mww
S'Wa&mdwd@de?@mmcﬂm.
Soomts&s’dmmm&mmde[a;b]Wdf.&wﬂ@msVs/wW%m

I
_ —~
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Exemple 3 @ Soit n € N*.

Exercice | : Soit fla fonction définie sur [0,4] par

(—1 siz=0
1 si0<x<1
flx)=<3 siz=1

4
Calculer / f(t)dt.
0
[2] Soit z € [0,4], calculer F(z) = / f(t)dt.
0

[8] Montrer que F est une fonction continue sur [0, 4]. La fonction F est-elle dérivable sur [0,4] ?

Correction :

On troson [ 8)dt = +7. s ot o tnacen b gl do et forction. Euva b sl
d'mm@?j%mwwwumﬂam@@@wm%mwo‘%t_@_mmﬁwmm%
sz,le,szn'me@Qummm@mréﬁnaﬂ&

awbemmma%dé%whmde/4f(t)dt:W%mﬁ&mde[o,ﬂdé{%vmrwu

{xyg=0,27y = 1,25 = 2,25 = 3,2, = 4},

MW@@W@@'W&(m&W&memaWWmmg
mmlﬁdjmum[@wgm@.

%&W@q@d@@a@%ﬁw@d@z@vwf@bm@om&ﬁmmm&m(m“m%ﬂw”%
mdem%xzo,le,xzﬁdmwmmw&uﬂ%@méﬁmﬂ&

@ebb@owmé/rmcﬂobew/zf(t)dt,mmw&mdlc%bwld4mblahhﬂbdx,mbwum
0

h%wamwuwm&wazldxzzmm@%@m@u@m
&aM@Fm%&@%mWMF%tm.
%LWF«J%J;P%WQEE@%@:1(&wmm@maawmmm)an
Pab«mpﬂq@d%ucﬁge%xzz
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Propriétés de l'intégrale des fonctions en escalier

ﬂroposi—tior\ 3 : Soient a et b deux réels tels que a < b.

I

Linéarité :

Vfge&(la;b;R),VIeR.

Positivité : V f € £([a;b];R).

En particulier,

Croissance :

Inégalité triangulaire :

;0]

-

Vfeé(a;b];R).

f(t)dt

/ Mf+gmdi=x [ fo)d +/ g(t)dt.
[asb] [a;0] [a;0]
Relation de Chasles : V f € £([a;b];R), Vc € ]a;b|.
ft)ydt = f(t)dt + f(t)dt.
[a;0] [a;c] [esb]

Ve elash], flz) 20 = f()dt > 0.

Vf, g€&(a;b];R), V€ la;b],

fa@)>gx) = [ fdt> / ECLE
a;b

[a;b]

L’application/: E([a;b];R) — R

f — f(t)dt

[a;0]

</
[a;b]

[a;b]

est croissante.

|f(#)] dt.

)

R.emarque : L’application / i E(lab];R)

f

Preuve :

—
[a;b]

est donc une forme linéaire.

ft)dt

F;inéarité:ﬁoombs&s/dmmﬁdmmmﬂ,rwé%dfetg.

O%WO’ZS\/S/:G0<G1<...<GW

Lycée Jules Garnier
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Vk€[0in—1] fla.a.,[ & 9jaa,.,[ donb des @an consfantes nebnectinement @%aﬂw &

o o B;. Doy,

[ O a0d=Y (@ —a)0a+5)

(a:b] =0
n—1 n—1
? A) (i —a)a; + Z(aiJrl —a;)B;
Ginsarits de o somme =0
=\ f(t)dt + / g(t) dt.
[a;0] [a;0]

Relation de Chasles : Gout d'abord, nemanquonL que b feé&(a:b);R) oo fiiase & e le
bonk aubbi.
?O&SWMMMMLOAQTIéedfGWWS/ZS\/{C}:CLO<...<CLncmseopEIIl;n—l]]
t&wczap.‘s/%te/madu,]wé@df.

Mo ay < ... < a, & a,,.. < a, WW@WM subdivisions de [a;c] e [c;b]
Odaﬂnbé%; lo f|[a;c] oL f|[c;b] oL VZ € [[O,n — 1]]/ f‘]ai;ai+1[ = )\7,
@’TDG/OBO)‘LDZ

1

n—1
f(t)dt + f)dt =) (a4 —a)A + Z(%H — ;)\
[asc] [c;0] ‘ P

b}
|

T
Lo

(ai+1 —a;)\;

I
=]

() dt.

Il
T

[a;b]

Positivité : Comme f etk positine, Vi € [0;1— 1], X; > 0 of; aisément; -

n—

1
[a;b] =0 >0

%M‘%Iazonbdlw%%wm&@a@wn@ﬂmf—g%bdb@wmwww

Vaela;0], fx) > g(x) = (f(t) —g(t)dt >0 = f(t)dt>/ g(t)dt.

[a;b] T [a;b] [a;0]
Inégalité triangulaire : Gotte unaad),«be ve déduibl de vae(a,@&b@ f/uu/n,%,ul)a/\m dans R e de lo
n—1 n—1
ft)dt| = (@i —a))A| < (ai1 —a) A
[a;b] ; ; -
n—1
=Y (@ —a)nl = [ Irolat
=0 [a;b]

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVTI : Inéeg/laﬁwm ﬂ
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II.3” Approximation d’une fonction continue par des fonctions en escalier

Théoréme H (&([a;b]) — €°([a;b]) -~ Admis) :

VfeE ([a;b];R),Vee R, Fp, v € &([a;b],R), o< f<y e 0<yp—p<e.

Les inégalités de (XXVI.1) sont des inégalités fonctionnelles qui se lisent :

Va e last], o) < fl@) <dl@) et 0<ple)—pl) <e

0)

Figure XXVI.6 — Approximation d’une fonction continue par deux fonctions en escalier.

La démonstration de ce théoréeme est malheureusement admise car il nous manque une connais-
sance plus fine de la continuité sur un segment mais nous retiendrons qu’en substance il exprime
que sur tout segment [a;b], on peut approcher une fonction continue aussi prés que 'on veut par
des fonctions en escalier. On dit que I’ensemble des fonctions en escalier sur un segment est dense
dans celui des fonctions continues sur ce méme segment.

@ INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UN SEGMENT

II1.1 | Construction

Soit f: [a;b] — R une fonction continue.

Notons :

D:{(m;y)eﬂ?2/a<:c<b et (Ogygf(x)ouf(x)<y<0>}.

Si p et ¢ sont des fonctions en escalier sur [a;b] telles que ¢ < f < @ alors les nombres / %
[a;b]
et 1 donnent intuitivement des approximations par défaut et exces de 'aire algébrique du
[a;b]
domaine D.

Pour définir laire de 2D, on est ainsi conduit a introduire les ensembles suivants :

Ey () = {@D €&([asb])/ f < w} et Epy(f) = {cp € &([a;b]) /¢ < f}.

Ensembles des fonctions en escaliers sur [a;b] qui majorent et minorent f sur [a;b].

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVI : Intégration 10|
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Figure XXVI.7 - Encadrement/ / f </ .
[a;b] a;b a;b

f )
Théoréme S : Si f: [a;b] — R est une fonction continue alors :
L { p/p€ Ela: b](f)} admet une borne supérieure .#.
[a;b]
= { v/ e é’ ( f)} admet une borne inférieure J.
[asb]
L De plus, .# = J.

|— Preuve : g@%@n&mfd&ambwnﬂnw&%@ebec&m@nﬁ&bleﬂ@e%b@%n@em[a b]
%

obons M = 1nf] f(z) & M = sup f(z).
[a;0]

o () ek mon wide puinquil contient bo. fondtion constante egalle & m. Done, I est une

?wﬂedeﬂ?mwmdeetmaabhéq I[_a;b] MW@WWC}M@@%Wﬂ
] @e%mmmli;b]%tWWmM@(wM%gom&mm@M)dmm

(llafum(b—a))domcadmetum&@on/new%aum?wgmnobej

o Jon consbrudtion, pown tout (939) € Efy(f) X €y (), on o p <4 ot Lfg [a;blw.

Yo nombre Tb%tdumwmmoWdeI@b].%%bdmewP&wW&@m

[a;b]
ouce L ie.

V¢G€F;’b](f)7 jg 1/}

[a;0]
ge'lé&f@bbdoqummwl[z;b] MWWWW@@WW
dentre euwce J ie.

I L.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVI : Intégration 11 |
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Joit € > 0. SD'W lo théoreme (XXVLL), & ecviste (¢59) € Eyy(f) x €y (f) telllen
ﬂue (0<)¢—¢<ﬁ cewaQAﬂuewofoﬂwm/@nt

P—p <L e
[asb]

@%Pmdégmwumdejetﬂ,m@:

Définition S : Soit f: [a;b] — R une fonction continue.

On appelle intégrale de f sur [a;b], notée f, le nombre réel défini par :
[a;b]

f=sup {/ p/pe€ E[a;b](f)} = inf{ Y/ye 5[*,;;b]<f>} :
[a;0] [asb] [asb]

\
AT
|
I 1 1
O a b
Figure XXVI.8 — Pour f continue sur [a ;b],
f:Sup{/ S‘Q/(P eg[ab(f)} :iTIIA{/ U/U6 ((’)J:A;i)1<"f‘)}'
[a;b] la;b] ' Yla;b
Interprétation géométrique : f est Daire algébrique du domaine 2 du plan situé entre le

[asb]
graphe de f, 'axe des abscisses (comptée positivement lorsque le graphe est au dessus de axe
(Ox), négativement en dessous) et les droites d’équation z = a et x = b.

Remaraues :
— Les fonctions pour lesquelles sup I[_a; b = inf I[Z;b] sont dites intégrables au sens de Riemann 2!
sur [a;b] ou Riemann-intégrables.
— Pour toute fonction continue f sur [a;b] et toute subdivisiono: a =2y <z < ..<z, =Db
de [a;b], on peut poser :

M,= sup f(z) et m,= inf f(x).

i
zE[T; 1574] z€[z; 132

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVI : Intégration 12 |
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On appelle alors sommes de Darbouz inférieure L , et supérieure U, , de f selon o, les

réels :
n n

Lio= Z(% —x;y)m; et Uso = Z(fﬂz —x;_1)M,.

i—1 i—1
Par construction, Ly, €17, et Uy, € I;[a;b].
— Ce théoreme prouve que les que les fonctions continues sont intégrables au sens de Riemann.

— 1l existe des fonctions intégrables au sens de Riemann non continues, par exemple les fonc-
tions en escalier.

— Il existe des fonctions non intégrables au sens de Riemann. Par exemple, 'indicatrice de @,

1g: R — {051}

1 sizeqQ
0 sizeR\Q

T

est non intégrable car ses sommes de Darboux inférieures et supérieures seraient nécessai-
rement respectivement égales a 0 et 1.

— Si f est une fonction en escalier, - f se trouve a la fois dans I[*a;b] et dans I[J;;b].
a;b

Donc la valeur commune de sup I[_a;b] et inf I[Z;b] n’est autre que - f.
a;b

Les deux définitions de l'intégrale (pour une fonction en escalier, et pour une fonction
continue) sont cohérentes.

|2]. Georg Friedrich Bernhard Riemann, né le 17 septembre 1826 a Breselenz, Royaume de Hanovre, mort
le 20 juillet 1866 a Selasca. Fils de pasteur, voué de par la volonté paternelle a des études théologiques, le jeune
Bernhard entre a l'université de Gottingen (1846) afin étudier la philosophie malgré son attrait et ses brillantes
capacités pour les mathématiques. Sa rencontre avec Gauss, mathématicien et astronome réputé, sera déterminante :
il sera mathématicien.

Gauss, alors 4gé de 74 ans, dirigea sa thése (1851) sur les fonctions d’une variable complexe en la célébre
université de Gottingen. Riemann fut lui-méme professeur & Gottingen, succédant & ce dernier en 1859 (Dirichlet
avait lui-méme succédé & Gauss quatre ans plus t6t). Hélas, cet illustre mathématicien mourut prématurément a
peine agé de 40 ans, atteint de tuberculose a Selesca (lac Majeur, Italie) ou il se soignait.

C’est dans sa thése de 1851 (Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Funktionen einer verdnderlichen
complexen GroBle = Fondements pour une théorie générale des fonctions d’une variable complexe), qu’apparait
la notion de surface de Riemann permettant de donner un sens & une fonction complexe susceptible de prendre
plusieurs valeurs : les fonctions multiformes. Une vision totalement nouvelle, voire révolutionnaire, d’'une théorie
précédemment élaborée par Cauchy qui y consacra 30 ans de sa vie.

Avec sa théorie des surfaces (Sur les hypothéses qui servent de fondement a la géométrie, 1854), généralisée
abstraitement & n dimensions : les Variétés (Mannigfaltigkeit), on pénétre dans des géométries non euclidiennes
avec la généralisation de la notion de distance, qui seront, 50 ans plus tard, pour Einstein et Minkowski les outils
indispensables pour la mise en place de la théorie de la relativité.

Dans ces nouveaux espaces, avec la recherche de propriétés invariantes par « transitions » continues, Riemann
apparait comme un des peéres de la topologie moderne, branche extrémement féconde et toujours actuelle des
mathématiques entrevue par Euler et Leibniz et que ce dernier nomma Analysis situs, terme utilisé jusqu’au 20¢me
siecle, avec Poincaré, par exemple.

En analyse, Riemann développa la théorie des fonctions abéliennes et des fonctions elliptiques et compléta les
travaux de Dirichlet, son maitre, sur les séries trigonométriques et leurs problémes de convergence. Dans ce dernier
contexte, son nom reste attaché a sa célebre formalisation de I'intégrale

Non satisfait de la théorie de 'intégration de Cauchy portant sur les fonctions continues qui lui parait insuffisante
pour manipuler certaines séries de Fourier (de fonctions « peu » régulie¢res), Riemann publie (1854) une rigoureuse
théorie de l'intégration pour les fonctions bornées sur un intervalle fermé.

On sait depuis Mercator et Leibniz, que si une fonction est positive, 'intégrale sur un intervalle [a, b], f
[a;b]
(notation due & Fourier), évalue l’aire du domaine « sous la courbe », parfois appelée hypographe. L’intégrale est
obtenue en encadrant la fonction f entre deux suites de fonctions en escalier : on parle de quadrature, calcul d’aire
basé sur la décomposition en rectangles (ou carrés au sens étymologique) de la surface & évaluer.
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Méthode | (Montrer auune fonction est Riemann-Intéararle) :

negment

1 1
. sin . ,
Exenple 4 : L’écriture / —— dz a un sens mais / Inz dz n’en a pas (cette année...).
x
0 (o

I11.2} Propriétés de l’intégrale des fonctions continues

Notre intégrale construite, suivons le méme chemin que pour celle des fonctions en escaliers
et intéressons-nous a ses propriétés. L’essentiel va étre de transmettre celles de l'intégrale des
fonctions en escalier a celle des fonctions continues. C’est une maniére typique des raisonnements
dits par densité.

~

Proposition L (Lindarité) :  Soient f,g € €°([a;b],R) et a € R.

Alors :
/‘af+g=a/ f+/ g
[a;0] [a;0] [a;0]

a

Preuve : Jontrons sépans f+g= f+ geb af =« f
|_ W ™ L;b] [asb] L;b] L;bl [asb]
Foient f, gd/@um@omzﬁmacomﬁmmm [a;0].
@fm gmce e>0.

@W@e'ﬂmedom\hmm@m%b@mﬂb ; b :
¢17¢27¢1’¢2 Eg([a,b]) %CTAM .

€ (XXVI.2)

e
¢1—¢1< ¢2_¢2<2(b_a)

2(b—a)

{¢1<f<¢1 o {¢2<9<¢2

O1+ @y < f+g <Py + 1y
Mors, en addibionnant, on oltient
’ ’ {<w1+w2>—<¢1+¢2><ﬁ

Rvons ¢ = ¢y + by ob 1 = 1) +1by WMWW&%M&%M[G;H@L@A@W:

p< f+yg

<Y (XXVIL.3)
Yv—¢ <

9
XX V1.4
r— ( )

_im@me¢—¢&gw@%ww%%@PmmMmWB@@w%m%u%@wmw
mv%w&%)&bm@%&ﬁb(XXVL@C%MW&:

/[a;b]<w—<z>><4;b]bfa,
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MW&W@QWMW%W

/ Y — / ¢ <e. (XXVL5)
[a;b] [a;b]
— Rn aillowns, (XXVL3) enbraine
[ o<] tra<| v (XXVL)
la;b ab [asb

De méme, les encadnements de (XXVI.2) @O«M/MM

/ ¢1</ f< @Zh e / ¢2</ g < @Z’z-
[a;b] [a;0] [a;b] [a;0] [a;b] [a;b]

Riis, e sommant membre & memlne,
L

o = [ o[ s s g [ ws] v
[a;b] » [a;b] [a;b] lasb] [a;b] [a;b] lasb] P lasb]

fmé’ jmé’

%Wmmmé%aﬂmm@;
_wa<_</ctbf+/zzb ) [ab]

?m%aﬂmw W@o&&wde (XXVL.6) s'écniment :

- (4;b]w_4;b]¢> </ab o= </b]f+4;b]g) <L;b]w_4;b]¢'

U, souncon de (XXVL5) poun aloutin o

_5<[ab]f+g (/abf*/ab ><5
[abf+g (/ f+/ab>
&W@W@/abf“ (/abf+4b1>

M€>medendr@eer%tmuWe

&MM/ (f+9) = 4b]f+4;b]g.
.\&mmww.
?Mfmwmmm[a;b]etaékfﬁewmmwmmw
w/[v[\o)wua#o.

@m@iooes>0.

@W@e&mﬂedwmmm LQ@DO{bb@ ¢,¢€5([a,b]) b@J&e{)crue
{¢<f<¢

0<

e que

Y —¢ <

€
alb—a)
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—%a)(),wamﬁéafémﬁ,d:doxm de/ af :
]'Lo)ude%/mhm -

of o = /;b]a¢<4;b]<af></[;b] b = aé;b}w.

955 G, it o [ o &0 G G ks do [ o

ﬂ)qnom%umwde%nwmde [a;b]fm@wm:

/¢</ < Y = « <« f<a .
[a;0] [a;0] [a;b] [a;b] [a;b]

[a;b]

On en déduil :

- (4;17] o 4;1)] ¢) ) 4;“(0‘}6) - [asb] fee (L;b] o L;b] ¢> |

‘M’Wm“m/b]¢_4;b1¢:4;b]<¢_¢)<Z'

o
4 Jen-a /[ K

S‘Mwmmmﬂoﬂﬁewm5>o,/ (afy=a [ f
[a;b] [a;b]

_S%a<0,@emwm%twmu%%mmntwwmm@%mﬁd&m%

mulbipliant por o

@ctmbboub@e@m

@o@,

L e

—e</ (af)—a | f<e = 0<
[a;d] [a;b]

4;17] h=e /['b] !

a;

—

Remarque : L’application / . ¢%a;b),R) — R est désormais aussi une forme li-

oo [
[a;0]
néaire sur €°([a;b],R).

Soit f € €°([a;b],R) et ¢ € [a;0].

/ f= / i+
[a;b] [asc] ;0]

Alors :

Preuve : Soiont f € 6°([a3b]) & ¢ € Efpy(f). T ent din quill on oot do méme pown ses
nebbicions: Pifa;c) € Ejgyq (fl[a;d) b Dlep) € Eeyy (f|[c;b])~

?m&ﬂwmwﬁ‘wwm%@omm%%m&maw%mw@mwm%
@om@bimbco/nﬂ/num,,ma:
/[6L;6]¢:/{CL;C]¢+4;b]¢<4;C]f+ [c;0] .

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVI : Intégration 16 |




PTSI VINCI - 2024 III. INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UN SEGMENT

Lo neel f+/[cvb]f%bmmwdelgﬁ[mb]m@ww&wwwm

lasc]
/U;;b]f<4;01f+ [c3b] :
?M&memmwﬁwwmm@—fwm@%wm@

Vgelis.
Do 4317] = 4;4 I [c;0] g

Remarque ZGWWMMWMQ@WWWWW%M&ibEELH(f)&
Wmﬂue/[.]f+ [.b]f%bmmwhwnbdel;t’[a;b] M/[.b]f>/[.]f+ [‘b]f.

s Le.

—

Notations : Soient a et b deux réels quelconques (en particulier on ne suppose plus nécessaire-
ment a < b).

b
Soit f une fonction continue sur [a;b]. On définit le réel / f(t)dt par :
) a
o/f(t)dt: fsia<b.
a [asd]

b
o/f(t)dt:— fsia>b.
a [bal

La relation de Chasles et la linéarité sont alors vraies pour a, b et ¢ quelconques.

’

Coroliire I : Soit f € €°([a;b]).

/baf(t)dt:—/abf(t)dt et /af@)dt:o

a

|— Preuve:%mrmbede%éménaﬂré&w/[v[\ma<b.
b a b a
/af(t)dt+/b f(t)dt—/[a;b]f— [a;b]f—0:>/af(t)dt——/b f(t)dt.

fm[wbombazh@amﬂm&wéﬁuﬂdeMWOet/af(t)dt:().
a 1

( )

Proposition & (Relation d'ordre) :
Positivité de I’intégrale : Soit f € €°([a;b],R).

f20 = f=0. (XXVL7)
[a;b]
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4 )
Croissance de ’intégrale : Soient f, g € ¥°([a;b],R).

f<g = / f < / g
[a;b] [a;b]

Inégalité triangulaire : Soit f € €°([a;b],R).

/ fl< / .
[a;b] [a;b]

Preuve :

|_ %W%m[a;b]%w%ﬁm&ﬂa%@@%@@dﬁ
j) [, o a 0< fie. 0 < .
mdeg‘,mmdeé;b]f mé;m < /| f < /| f

[a;b] [a;b]

%fég%g—f?OetmaW@em&otfm@dmwz/[](g—f)>0.
a;b
Ton, limsarits, - >0 e b 3 < ,
/9 [a;b]f> KA/WOQMW@4~b]f<4;b}g

[a;0] ;

fPa)vowimmce,omou:

[ems<f s = <[ <] r</ 11,
it it Jetl g L T ol s
[ <[

[asb] [asb]

Exercice L (Inéaalité de Cauchy-Schwarz) :

Fnaloment,

Soient f et g deux fonctions continues sur le segment |[a, b].

b
On considere P(\) = / (A f(x) + g(x))? dz.

Déterminer le signe de P(\).

b 2 b b
[2] En déduire que (/ f(x)g(x) dm) < (/ f?(x) dx) (/ g% () d:v).

Peut-on offrir une réciproque a I'implication (XXVI.7) ? La réponse est oui mais & une condition.

( )
Théoreme 9 : Soit f € €°([a;b],R,) une fonction continue & valeurs positives.

=0 < f=040(qr,)
[a;0]
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Preuve : Lo sens nécipnoque bl Q‘W de (XXVLT).
EMWWWwmeWMWW%M[Q,b] L.e.wlip/e/adbte
xoe[a;b]c&wf(%)#o.@%@dmf(xo)m.

SouHm;omb que Tg €la, b[.

ewmmefehtcomhmwe/mxo,iﬁmbten>0&£c]wevx€[a;bl

ool <1 = 172) — flao)] < T2 = pay > {00)
Prsons ¢ [a:b] - R deon ¢(I):{f(;0) b & €l — 1,70 + 1l
PM 0 sinomn.

@fn,a,gbeé'[a’b]eb(bgf

ﬂ)mde%vn»b\mde f,om,ct,:

[asb]
/ ¢</ f<:>0<f(;0)2n</ f.
[a;0] [a;b] [a;b]

Sﬂwrg%mﬂedefm[a,b]mwm@mmﬁe
Soi,woZaw$0:QMKWL&mWWW%WM%@dIWW£@%WMMMw%

ole@@gonme [a,zy + 1] ow |xg —1n,b).
—

Faux pour les fonctions non positives comme sin sur [0, 27] ou non continues comme
dp: [051] — R

{151:):_0
X —

ATTENTION

0 sinon

Exercice 3 (Prélude 3 'année prochaine) :  Montrer que 'application - | - définie par :
s €0 (a5 R) x €0 ([asb]sR) — R

(f;9) = flg= fg

[asb]
est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

I11.3 | Inégalité de la moyenne

s N

Proposition IO : Soit f € €%([a;b],R).

m<f<M = m(b—a)</ fF<M(b—a). (XXVL8)
[a;0]

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVI : Intégration 19 |



PTSI VINCI - 2024 III. INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UN SEGMENT

|— Preuve:%bm%xdew@'m@%mﬂemﬁg@m%aﬂmmgng

—

b
D’un point de vue graphique, l'aire / f(z) dz est encadrée par l'aire des deux rectangles inférieur
a

et supérieur.

Figure XXVI.9 — Inégalité de la moyenne.

La philosophie de cette implication est que I'intégrale d’une fonction continue sur un intervalle
[a;b] ne peut faire n’importe quoi comme devenir infinie par exemple. Elle est bornée par le
produit des extrema de la fonction par la longueur de I'intervalle. Ce résultat est important mais
on a mieux.

Remarque : L’inégalité des accroissements finis nous donnait un résultat similaire pour une
fonction dérivable sous la forme :

m<f <M = m(b—a)< f(b)— f(a) <M(b—a).

En permettant d’écrire f" = f(b)— f(a), le Théoréeme Fondamental de l’analyse fera bientot
[asb]
le lien entre ces deux résultats.

Pourquoi se contenter d’une faible inégalité alors qu’on pourrait avoir une égalité ?

f )
Théoréme Il (Valeur moyenne dune fonction) :  Soit f € €%([a;b]).

Alors il existe un réel ¢ de [a;b] tel que :
b
/ f(z)dz = (b—a)f(c). (XXVL.9)

1
b—a

Le nombre u = f(c) =

b
/ f(z) dz est alors appelé la valeur moyenne de f sur [a;b].
K a

=min fef M =max f &£ on o :
[asb] [a;b]

|— Pfeuve:&%ynwmnf&o/nbwnﬂ/mem@m@wo% [a;b]eﬂﬁebb%t@w@ewmm&

Veea;b, m< f(z) <M
ZD'W b nelation (XXVI8), on o alow :

1
b—a

b b
m(b—a)é/ fz)de < M(b—a) <= m < / flz)dz < M.
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Lo nacl - f do appantient done & Lintovsalle f([a;8]) = [m: M)
@W&M%UMVMWOW@%WfWW[Q,bL&W
olomowruwjhéazcé[a;b]b&ﬂue:
b
e L O]

—

Remaraues :
— Pourquoi ce nom du théoreme? Comment calculerions-nous la valeur moyenne, notée par

exemple f, d’une fonction f sur un intervalle [a;b]?

Tout simplement, en sommant toutes les valeurs de f prises sur l'intervalle [a;b] divisées
par toutes les valeurs de ce méme intervalle. Ce qui s’écrirait :

Somme de toutes les valeurs de / f
T f(z) sur intervalle [a;b]

Toutes les valeurs
de l'intervalle [a ; b]

— La valeur moyenne est la constante qui vérifie / f= / . C’est la valeur que devrait

prendre f si elle était constante, pour que I'intégrale soit inchangée :

plb—a) = f
[a;b]

aire sous la courbe

~—————
aire du rectangle

a 0 b

1 b
Figure XXVI.10 — Le réel u = bi/ f(z)dzx est le réel pour lequel laire délimitée par la courbe
—a
représentative ¢, de f, I'axe des abscisses et les droites d’équation z = a et z = b est égale a 'aire du

rectangle bleu dont les c6tés ont pour mesures b — a et u.

— D’un point du vue cinématique la valeur moyenne de la vitesse d’un mobile [*/ mesurée entre
deux temps t; et t4 s’écrit :

! /tQU(t)dt: L [a(n)” = Sl =)

ty—t ty— 1t ty ty—t

distance parcourue .
= = vitesse moyenne.

durée du trajet

|3]. La valeur moyenne de f est comprise entre son minorant et son majorant.
|4]. La vitesse instantanée est la dérivée de la position z(t).
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La valeur moyenne de la vitesse d’un mobile est donc sa vitesse moyenne %)

Commentaires : Tous les résultats énoncés dans ce paragraphe peuvent s’étendre facilement
a des fonctions qui ne sont pas tout a fait continues, mais seulement continues par morceaux
(c’est-a-dire continues sur tous les intervalles délimités par une certaine subdivision de [a;b]). 11
suffit pour cela de définir I'intégrale de la fonction comme la sommes des intégrales des fonctions
continues sur chacun des intervalles de la subdivision, en parfaite cohérence avec la relation de
Chasles.

La construction de l'intégrale que nous avons donnée fonctionne d’ailleurs pour une classe de
fonctions plus large que les fonctions continues, qu’on appelle fonctions réglées (mais que nous
n’étudierons pas cette année).

Il existe d’autres fagons de définir rigoureusement l'intégrale, celle que nous avons étudiée est
Pintégrale de Riemann, et il existe notamment une intégrale de Lebesgue qui permet de définir
I'intégrale sur une classe de fonctions encore nettement plus large, appelées fonctions mesurables.

Bref, méme si ¢a ne vous saute pas aux yeux, nous avons fait au plus simple!

@ INTEGRATION ET DERIVATION

Théoreme Fondamental de analyse

Théoréme [ (Théoréme Fondamental de I'analyse) : Soit f une fonction continue sur un
intervalle 1, et a € 1.

T
Alors la fonction F : z = / f(t)dt est 'unique primitive de fs’annulant en a.

Ce théoreme est un théoreme d’EXISTENCE de primitives pour les fonctions CONTINUES.

En outre, la fonction f étant continue, sa primitive z — / f est mieux que dérivable, c’est une

fonction de classe €.

Fondamental, ce théoreme I’est parce qu’il établit un lien entre deux couples de notions appa-
remment totalement étrangeres - le couple aire/intégrale et le couple primitive/dérivée que nous
préciserons avec le théoréme (13).

|— Pr‘euve:?Wﬂuexoefsoowh>0bdzﬂuexo+hel.
zo+h xq zo+h
Flog +0) ~Flap) = [ foyde— [T rwa= [T pwa

a a g

B - zg+h
’F(l‘o + h})L F( 0) . f(%) - % /w f(t) dt — hf(ﬂﬁo)
zg+h
:% / (f(t) — flxo)) dt
zo+h
< ;Z/z £ (t) — f(zo)| dt

%it e > 0.

|5]. Heureusement !
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fé&n&m@m%x@&mn>0@ﬂw‘v’tel, It—zol < = |f(t) — flz,)] <&

F —F 1 mo+h 1 Z‘0+h
$0<h<nonadone (‘%*hg o) _ 40 <h/ () = flao)ldt < 7 edt — e
o Flzg+h)—F(zy)
Dot hli)nol+ Y = f(xg).
jd,emv s h < 0.

@n%déduﬂlc}ueF%bd@Wuaz&p%l‘oeth’(mo):f(ﬂjo).

F 4 eth wne ectromits de 1 le %t@@nbﬂuemmm%m@m%ﬂwdwmwbe

&m&mmew@fW%F(a):/afzo
SowmaﬂonoTwwaumomrmewdefb'wm&mbma
@mwm(F—G)/:f—f:o.&@mumF—Gm&bd@m@%ﬁmﬂ&emﬁ'mw%l
ebbdompcoawbambedF(a)—G(a):OmmI.

%MWF&GWM%E@.
1

Corollaire 121 : Toutes les fonctions continues admettent des primitives.

Remaraues :

— La primitive d'une fonction continue est de classe ¢! par définition.

— Le théoreme ne s’applique pas aux fonctions discontinues. Par exemple, la fonction partie
entiére n’admet pas de primitive sur [0, 2].

Cela ne contredit en rien le fait que la fonction partie entiére soit intégrable.
ATTENTION Le théoreme fondamental donne juste une condition suffisante d’existence d’une
primitive. Cette condition n’est méme pas nécessaire vue la remarque suivante.

— 1l existe toutefois des fonctions non continues ayant des primitives.

4 A
Exemnple S @ La fonction f: R — R est une fonction dérivable sur R
1
x?sin <7> siz#0
T T
f(0)=0
dont la dérivée g: R — R n’est pas continue (en 0).
1 1
{Qwsin <7> — cos <7) six#0
T x x
9(0)=0
L La fonction g admet donc des primitives sur R sans y étre continue.
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| Calcul d’intégrales

4 3\

Théoréme I3 : Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a,b € 1.

Pour toute primitive F de f sur I, on a :

b
/ F(£) dt = F(b) — F(a).

Preuve : @a,rheb@e théoréme (12), :m»—>/ f(t dt%tuwwwfml

b,'omm/ufom,t%a.
eme%tmmeWwdeme'WwWengmbemwm@kbﬂewF:FO-"-k.

@ma,dofn,oF M+k¢>k—F()
Frnaloment, F = Fy + F(a), ve. Vo €1, Fy(z) = F(z) — F(a) < /zf(t) dt = F(z) — F(a).

En lmnw&m /ab f(t)dt = F(b) — F(a).

b
Notation : On note = [F(t)] la quantité F(b) — F(a).

Ainsi, [/b F(t)dt = [F(t)]z — F(b) — F(a).]

L 1
Exemple & : / S [arctan w} = arctan(1) — arctan(0) = g
0 0

1+ 2

b
Corolaire 3] : Soit f une fonction de classe ¢! sur [a;b]. Alors / f/(t)dt = f(b) — f(a).

Exercice 4 : Soient u et v deux fonctions dérivables sur R et f une fonction continue sur R.

v(x)
On pose F(z) = / f(t)dt. Montrer que F est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

2x
dt
Calculer la dérivée de G(z) = /

L+12 ¢

Correction :

2] Commengons. gl simpfoment. asec b fonction.
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&gamﬂwuwmdguwmmmmugmme:m/””f@dt

H=Gow.

chcu@om(b;mU%bd@WmQxQeeb?@@ompﬁmGW(d%bumWe)dm&gamemHZGov%b
déninsallle, de‘n@m H (z) = v'(z) - G/ (v(x)).

En T\)wbﬂue comme G'(x) = f(x) o donne H (z) =o' (x) f(v(x)).

Remaraue : %nwwm@mmwmﬁwwd@m%

oer;@)l,tw,tbmvwnwjnb

On monbrerait de méme que lo gcmum T — /a f(t)dt et denimalle de déninse —u’ () f(u(z)).

o,'nobwgompbm / t)dt = / Ft dt+/ o F(t)dt, cent lo, somme de deww
@mmwdgum%%mmmaﬁﬁedem
F'(z) = v(z) f(v(x)) — o' (z) f (u()).
Wmmu ) =2z o v(z) = 22 nous obtenons :

1

¢le) = 1+ (22)2 + (22)% 1422 +at

IV.3” Intégration par parties

Théoréme 4 : Soient u, v deux fonctions de classe €' sur un intervalle I. Soient a, b, € 1.

/ bu’(t)v(t) dt = [u(t)v(t)] - / bu(t)v’(t) dt.

a

Preuve:ffebgombmauetve%wntde&am%l,eﬂeow&d@mm.
E@Wuv%tdmwdéuma%emlet(uv)’:u’v+uv’.

@e[yuo, u,vébo/nl:decﬂobm‘51,@9ugommm@u’,v/,mm\h/mml.$eu%ommwu uv’ e
M(uv)'mmmml.fwwmm%mdé%mm.

On o /b(uv)’ = /b(u/v—i—uv’).

a a

On, /b(uv)/:[uv]g o /b(u/v—l—uv/):/ab(u’v)—i-/b(uv’).

a a a

Done, MZ: / o) + / ! o / " (Eo(t) dt = (b)) — / " (' (0)

a a a a

1 1 1 1
Exemple T : /0 arctan(z) dx = [sc arctan(m)]o —/0 H—Lﬁ dz = 2 — [% In(1+ xz)]o = g — 1r172
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Exercice S : Soient x > 1et F (z) = / In"(¢) dt.
1

Etablir une relation de récurrence entre F,,,(z) et F,, (z).
En déduire la valeur de F,, ().

Correction : it = > 1.

feu@othHtettHln"H(t)ébwnbdecﬂom%lw)u[l;Jroo[,um@imbé%)whmrmlmwm
bléc)vil—/:

xT

F,(z) = / In"*(t)dt = [tln"“ t]
1

=zIn""z— (n+1F, (2).

@W&,WW@ VneN
Fn<$) = xln”(z) - 7'LFn_1($)
=zln"(z) —nzln™ (z) + n(n — DF,_,

= zIn"(z) —nzIn" ' (z) + n(n — Dzln™ ?(z) —n(n—1)(n — 2)F,_,

—(n+1) /w In"(¢) dt
0

1

Changement de variables

4 N\
Théoréme IS : Soient :

m f une fonction continue sur J;
= ¢ une fonction de classe ¢! sur un intervalle I tel que ¢(I) C J;
mabel.

Alors :
b
/ & (6 F($(1)) dt = / f(z) dz
a ¢

|— Pr‘e.uve_:%memmJ,e%mmeF,W%tdecﬂmm%l
s J.
I —
t = et = F(e@®)
EE@WFW%MMQ@@@%%WWdQW@M%
G vtel, (Fog)(t)=¢'(t) x (F o ¢)(t) = ¢/(t) x f(4(t)).
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@mm@@mmm@mml,mwm@mm[a;b]:
[ o0 o a= ooy

e A
Méthode 2 (Changement de variarles dans la pratiQue) :

O%d&%'mrm$:¢(t),&mwém%ew¢%tdecpabbecflb/uh,I.
On o dz = ¢/ (t) dt.
@%%b«lﬂ&&rﬂbdeoﬂmxaen@eb@omm:th@adh$wmde¢<a)d

$(b).
b ¢(b)
/fwmwwwz/ f() de.
@ f(a) dx ¢(a)

.

4 )

1
d 1
Exemnple & : Calcul de/ %.Soitj‘:ml—)ﬁ.
b l1+x+=x l+x+=x

La fonction f est une fraction rationnelle ne possédant pas de podles réels donc bien définie et au moins continue

sur [0;1].
. . P 2 3 1\? A
Une mise sous forme canonique du dénominateur 1 + x + z° = 1 + (x+ 5 encourage a effectuer le
changement de variables
2 1 V3, 1
t=— 2) = =22,
/3 (w + 2) =t
V3, 1
1y P =—1f——.
osons T 5 5
Lorsque € [0;1], t € [i\/g]
q ) ) \/g ) .
. V3, 1 . . )
Le changement de variable x = Tt -3 est fonction affine de ¢ donc clairement de classe € sur
1
<. \/§]
[\/g ’
3
dr = g dt.

o V.
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e N\
‘ D’ou,
/1 dx _/1 dz _4/1 dx
1+z+z2 3 1\2 3 2 1\12
0 o - 0 i -
4+<m+2> 1—0—{ 3<w+2>]
VERE)
4 R 2v3 V3
:5 /1 1+2t2 dt = \![arctan ] 1
V3 V3
72\/§(E_E>7ﬂ'\/§
-3 \3 6/ 9~
g y

A laide de la formule de changement de variable, on peut prouver de facon rigoureuse les résultats
suivants, qui sont géométriquement évidents.

4 N\
Corollsire IS] (Intéarales de fonctions paires, impaires, périodiQues) :  Soient a > 0 et f
une fonction continue sur 'intervalle considéré.

Si f:[—a;a] > R est paire alors /a ft)dt = 2/a f(t)dt
—a 0

a
Si f:[—aj;a] — R est impaire alors / f(t)dt =0.
—a
Si f: R+ R et T-périodique (T > 0) alors pour tous réels a,b on a :

/aa+Tf(t)dt:/0Tf(t)dt et /M )dt = /f

Preuve :
|_ &W&&Wd@mﬂ%t:—@ /af(t)dt:2/af(t)dt.
&W&Wd@wﬂ%t:@;m%ﬁmw%t%a
EJ @efméfme WWWW&T_WWW®M$:t+T
Wdem?w/byr dtZ/bf(t)dt.
ﬂ’m&md&m@mgomuﬂ%w&muwoﬁm@@w?ﬂnmdemwo@w:

/:Hf@dt:/a0f<t>dt+/OTf<x>dx+ /Ta+Tf(t)dt

u=t—T

:_/af()dt+/Tf dx+ " flutT)d

:N—i_/Tf dx+z><
0

Exercice b : Soit f: R — R une fonction continue sur R et F(z / f(t)
0
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V. FORMULES DE TAYLOR

Répondre par vrai ou faux aux affirmations suivantes :
[1] F est continue sur R.
F est dérivable sur R de dérivée f.
Si f est croissante sur R alors F est croissante sur R.
‘ Si f est positive sur R alors F est positive sur R.
Si f est positive sur R alors F est croissante sur R.

@ Si f est T-périodique sur R alors F est T-périodique sur R.

‘ Si f est paire alors F est impaire.

Correction :

‘ V.
oo

Wf(m):xofme%Ldémmb—
sambe sun | — 00, 0] &b cwisnante sun [0, +ool.

Q FORMULES DE TAYLOR

Théoréme de Taylor-Lagrange

v
Ui

flz) =1

U

Ixou/uf'(:v):xzafmeeuJ: Sabi

—00,0] et Pwrwe sun [0, +00l.

+ sm

) pan soemle

Théoréme I :  Soit n € N.

Pour toute fonction f: [a;b] — R de classe €11, il existe ¢

HOEDY f*¥(a) +

(b _ a)(n+1)

€ Ja;b| tel que :

).

— a)k
k!

k=0

(n+1)!

Remarque : Pour n = 0, on retrouve le théorémes des accroissements finis.

|— P(‘euve:eoznmd@mrnbume@omoﬁmfdecj&mbe%"+lM[a;b]dmpewwdamﬂ?etw:

n (b_x)nJrl
x> o ; )—WA,
MbA%tb?ﬂW(p(@):()h&
(b— a)n+1 _ n (b _ a)k
WA—f(b)_; 1 ¥ (a).

&gowmap%tmmmm[a;b],d@mQﬁﬂem]a;bmeW@ebﬂmmede%&
mbbeumnéice]a;b[teﬂcwe@’(c)zo.

CHAPITRE XXVT :

Intégration
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V. FORMULES DE TAYLOR

Oh, Va €la;b] on o

Corollaire Ibl (Inéaalité de Taylor-Laaranae) :

Pour toute fonction f :

f(k) (CL) < Mn+1

o= a)(n+1)

Soit n € N.

(n+1)!

[a;b] — R de classe €™, on a la majoration :

n —(Lk
f(b>—Z(bk!)

avec M, ; = sup |f(""V(z)].

z€la;b)

Ce résultat est moins fin que celui du théoréme (16) mais souvent suffisant et plus pratique.
Pour une fonction de classe €™ sur [a;b], il exprime notamment que :

v

C’est bien mais c’est moins fin que le corollaire (17.1) .

() + O ((b—a)"*).

Remaraue : Comme f est de classe €1, sa dérivée (n+1)™° est donc continue sur U'intervalle
compact [a;b]. Elle y est donc bornée d’apres le théoreme des bornes atteintes et la définition de
M, v est donc légitime.

4 )

= nliﬂnooz K

Pour tout z € C, la fonction f :
x> 2" exp(zx).

Exemple 9 : VzcC, exp(z
& +— exp(zz) est clairement de classe ™! et sa dérivée n™e est

L’inégalité de Taylor-Lagrange sur [0 ; 1] s’écrit :

n n__k
’ 2 = |exp(z) — kZ:() % < CEE 021;21 2" exp(zz)| .
En notant z = a + ib, on obtient |exp(zz)| = exp(azx) < exp(|al) pour 0 < = < 1.
On en déduit :
n_ Lk |2
() = T | < oy explleh S0
\_ D’ou le résultat. 4

Lycée Jules Garnier
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Exercice 7 : Soit f une fonction de classe C! sur [a,b] telle que f(a) = f(b) = 0 et soit
M = sup{| ' (2)], € [a,B]}.

/ab f(z)dx

Correction @ Joib F une primitive de f sun [a,b]. F esl de dasse €2 sun o segment [a, 8] ot linsgalits
de ﬁa}#gom—ia%)mm%@ [ve)z/m/eb d'écnirne

[P (“20) —F - 5 )] < SO s @), v b,

Mowis F'(a) = f(a) =0 & F” = f". Done,

SCORTE

(b—a)

<M
4

Montrer que

De. mame, puisque F(b) = f(b) = 0,

2 2 4
’ +b +b
/ f(t)dt‘ — [F(b) — Fa)] < ‘F(b) _F (“ : )’ + ‘F (“ : ) —F(a)
1. (b—a)? 1. (b—a)

< 51\/[ 1 + 51% 1
2

- MM_

4
IV.2| Formule de Taylor avec reste intégral (Hors-Proaramme)

Théoréme 1 (Formule de Taylor avec reste intéaral de Laplace) @ Soit n € N.

Pour toute fonction f : [a;b] — R de classe €™, on a :

e —a)k b(h— )"
0 =Y Lot @+ [P ) .

k!

La formule de Taylor avec reste intégral, est la seule formule de Taylor a donner une expression
précise du reste. Elle est trés utile lorsqu’on s’intéresse a la régularité de ce dernier comme on le
verra plus loin.

|— Preuve:@@wmmmwmmmmnewgawété:

L —a)k b (h—g)n
Po): g (witliR) = f0) =Y P )+ [P ) .
T

k= a :
- ?mnzo,o'%t@euﬂmegymmmmﬁde@mm&dm&e%e@wmgwmwm

€1 sun [a;b] on o -

b b — 0
[ r@ae=i0- @ < 10 = f@+ [ CTpwa

%a propesition, P(0) esb dono uén A-%-%f :
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- ?WW?(n)MwA%@WmmnGN*etooamd@wmbfe%"”([a;b];ﬂ?).
mM%PunMMdecﬂam%"H([a;b];ﬂ?)etmam

" (h— a)k b (h_ p)n
f(b) = Z (b ) f(k)(a) _|_/ (bn!)f(n+1)<$) dz.

k=0 A
" (b—a)* )il b b e

= 2 (b - ) f(k)(a) + |:_(b(n+>1)!f(n+1)(x):| —/a _(b(n_‘_>1)!f(n+2)($) dx
- —Qa k —a n+1 b o nal

= ; (b . ) f(k)( ) (b<n+)1>!f(n+1)(a) -|-/a a)(n_}_)l)!f(n—ﬁ)(x) de.

_Sh =) PO g

2w (a)+/a Y @) da

- menzo,eﬂﬂ;%tmwwneﬂ\l.
1

Le théoréme (17) permet de redémontrer trés facilement I'inégalité du corollaire (16.1) :

Preuve_:ﬂ@u@m@w@emd@@@Wd@mﬂfmw'md@@Wd@@@

’IT’LO(JMI/TLQ :

b o n b _ n
/ (b ;T) f<"+1)(x)dx’</ (b nll’> |f(”+1)(x)|d:c

n —_————
>0 sun [a;d]

b (b—az)"
A n!
(b _ a)n—H
(n+ 1)~

< Mn+1 dx

n+1

4 N\
Exemple IO (Une application aux inéaalités) : Montrons que :

T 3 . 3 xz®
Ve [0;5] , :B—Egsm(:z:)éx—z—l-m.
11 suffit d’appliquer la formule de Taylor avec reste intégral au sinus (clairement de classe 4®) a 'ordre 4

entre O et un x quelconque de [0 : g] :

) w3 x (x _ t)4
sin(x) =z — s +/O 0 cos(t) dt.

x 7t4 T 7t4 5
Or,0</ (= ') cos(t)dté/ (@—t) at = =
A A !

. J
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V. FORMULES DE TAYLOR

T x3 x3 x
Donc, Vz € |0 5%~ % sin(z) < 6 + 190
. ,TQ 332 LE3
Exercice & : Montrer que pour tout >0, = — 5 <In(l+2z) <z — 5 + 3
o 4 )

Exemple | (Line application aux suites) : La fonction exp est clairement de classe €™ sur R pour
tout n € N.
Appliquée a lordre n sur Uintervalle [0; 1], la formule de Taylor avec reste intégral s’écrit :

n (k) 1 _ n

exp'®(0) (1-=) n
exp(l) = Z a (1—-0)*+ oy exp™*V)(z) dx
k=0 0
2 9 La—ax)»
e= —+ e dx
1 1
1— n
Or, / %ezdwg i'/ (1—=z)"dz < _° — 0.
o n! LS (n+ 1)! n—+o0
Donc,
T P
nrtbo 2 ol €
g 4
Formule de Taylor-Young

Corollsire 1l : Soient n € N et I un intervalle de R.

Pour toute fonction f: I+ R de classe €™ et tout @ €1, on a :

n_ 6(k) (g
Vo el, f(m)zzf k'( )(x—a)k—i—o((a;—a)”).
k=0

C’est gréace a cette formule qu’on avait obtenu les développements limités des fonctions exp, cos,
sin et z +— (1 + z)“ notamment.

Preuve : %ot ¢ > 0.
Comme f etk de dasse €™ sun 1 le théoréme (17) & lordre n — 1 s'écnib -

@-ap =[O0 fwa = o(0-a),

=
(t—a)?

@%P&U@m/a Wdt:T}

x —a n—1
N / (t<n —)1)! (1@ = 17 (@) dt
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< / ’ % £ ) — ) (@)

ecvnvmef(n) ebtwmﬂmwmm@m%edea, E|Oé>05920[we‘t—a| <a = ‘f(n)(t)—f<n>(a)’<€.

f&vmw@bxe]a—a;a—l—a[ﬂletwtde [a; 2], on auwra |t—a|<alw»;/o,,

"~ fP(a)
‘f(x)_kz_% mo e (n—1)! nl

Dot lo nesullat.

T . n—1 . n

—

Commenttaires :

— Cette démonstration utilise le théoréme (17). Ipso facto, Hors-Proaramme.
— On pouvait aussi utiliser I'expression du théoréme (16) pour obtenir le méme résultat
avec moins d’efforts certes mais réclamant une fonction de classe supérieure.

Le corollaire (17.1) est donc plus « fort » que ce que nous aurions obtenu ainsi.

e N\
A retenir | :

m Contrairement au développement limité au voisinage de a ou le reste n’est négligeable
que localement dans le corollsire (17.1) , la majoration du corollaire (16.1) est
globale : elle est valide pour tous a, x d'un intervalle ol f est de classe ™! et donne
une majoration explicite du reste.

m L’expression explicite du reste sous la forme d’une intégrale est donnée par le théo-
réeme (17).

@ SOMMES DE RIEMANN

Dans la premiere partie de ce chapitre ainsi que dans nos incursions précédentes dans le domaine de
I'intégration, nous nous sommes uniquement intéressés au calcul exact d’intégrales, qui constituera
de toute facon la totalité des questions que vous pourrez avoir sur le sujet a vos écrits de concours.

Mais si vous demandez & votre calculatrice préférée (en supposant qu’elle n’est pas trop calée en
calcul formel) de vous donner la valeur d’une intégrale, elle va procéder de fagon bien différente.

Les méthodes d’intégration numérique ont pour but de créer des suites (Sn( f)) approchant
neN
la valeur d’une intégrale donnée, en maitrisant I’erreur commise (si on ne connait pas l’erreur, le

calcul ne sert a rien), et de préférence avec le moins de calculs possibles.

Nous allons en présenter trois, premieres de toute une série de méthodes qui vous verrez assuré-
ment au cours de votre séjour en CPGE.
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\ Méthode des rectangles

s )
Théoréme 18 : Soit f une fonction continue sur [a;b] (avec a < b).
Alors
b—a 2
S0(f) = f(at? f
n n%Jroo
k=0
—aX b—a
On dit que Z f <a + kT) est une somme de Riemann associée a f sur [a;b).
k=
\

Pour étre plus précis, la somme S,,(f) est appelée somme de Riemann a pas constant. On peut,
bien évidemment, définir des sommes de Riemann de pas non constant. Dans ce cas, la valeur
du pas est le plus grand écart entre deux valeurs successives de la subdivision, comme pour les
fonctions en escalier.

Ce théoréme, subtil mélange des sommes de Riemann et du théoréme (5), est parfois appelé
théoreme de Riemann-Darboux.

L . h—
Interprétation araphique : Soit n € N*. Pour tout k € [0;n — 1], af(ak) (g 1—ay) f(ay,)
b—a'= b
donc S,,(f) = a4 E f ( + kia) représente la somme des aires algébriques des rectangles
n
k=0

R, de base a;,,; — a;, et de hauteur f(a;) pour k variant de 0 & n — 1.

En d’autres termes, le théoréme (18) affirme donc que pour une fonction continue sur [a;b],

on a : /abf(t)dt—sn(f> nfwo()(ib)'

Figure XXVI.11 — Méthode des rectangles (& gauche).

PreuveZEM‘gommevan@mWWc&edéwmwf%ﬁde
M%lm[a,b]&»wumd@mmmgw [a;b]@nbw,?/new

fent )\—&ng@wm en P,obﬂmb A= xsel[g;)b] |/ (z)].

b—
Sooibnén\l*,%oon\md@le?@m&dim%%u&éwdg[a;b][l,o/b:tk:a—i-k‘hmseoh:

n

@*rbo.,@be/rua:xo<$1<-"<l‘n:b.

n—1

n“ f<a+k:—> _hfok

k=0
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1| def rectangle gauche(f, a, b, n):

2 h = (b — a) / n # Largeur de chaque sous—intervalle

3 sum_ rectangles = 0.0

4 for i in range(n):

5 x i=a+ 1 x h 4 Bord gauche de chaque sous—intervalle
6 sum_ rectangles += f(x_1i)

7 I = h x sum_rectangles

8 return I

Figure XXVI.12 — Méthode des rectangles a gauche

Dianas b nation do Wlen - / soa=> [ o

k=0 Yz,

.
@ oA,

S, — / 0 dt‘ b5 / " pwyar

< 2 / T fay) — f(0) dt @mé%o,@;bé rﬁmﬂdum poun les sommes)
< Z / " ) — 7o) (nsqalis biangulloin pown o inticpale)
< :_; /: Az, —t| dt (f st /\fwwﬁ'w/m)

<Ak_o/mk |z, — t| dt (W@Z@/)

Tr+1 Th+1 t— 27 %k+1 _ 2 h2 b—a)?
@m/ |xk—tdt:/ (t—fEk)dt:[(;k)] zwzfz( a).

k Ty Ty

b n—1
S, —/ £(t) dt‘ <A (bQ_n?z _ = 0.

=0 2’)?, n—-+o0o

(b—a)?
2n

@/bf(t)dt%mmdemmwﬂmmemea&%mmgon

a 1

xT
@'\
od,

Remaraue. : Lo tevme A

Remaraues : Dans la pratique, on se ramene toujours a l'intervalle [0;1] :
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— Si f est une fonction continue sur [0; 1] alors :

=St () [ 10

k=0

— De méme, on peut montrer que si f est continue sur [0;1] on a aussi :

§jf — /“f

— Dans tous les cas, S, (f) représente la moyenne des n valeurs prises par f en les z; sur
I'intervalle [a;b] ou [0;1].

| /

7‘

Figure XXVI.13 — Méthode des rectangles (a droite).

Exercice 9 : Soient les fonctions définies sur R,
flz) =2, g(x) = 2% et h(z) =€,
Justifier qu’elles sont intégrables sur tout intervalle fermé borné de R.

1 2 T
En utilisant les sommes de Riemann, calculer les intégrales / f(z)de, / g(z)dz et / h(t)dt.
0 1 0

Correction : &@@wntbm@bombcomﬁmumdmw&%ho%l
192k ’
()

Nmsn if()

1=k 1 n(r L*l) 1

L)O(JQO’L@ Sn = g % n = n2 Z —WOC 5
! 1
@omuo f(x) dzr = 5

[2] Meme transail - / g(z) dz esb lo limite de
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PTSI VINCI - 2024 VI. SOMMES DE RIEMANN

1 2t 1 2nn—1) 1 (n—1)n2n—1) 17
g =2 N k=Y R ) =142 — 14145 =1
"oon (n—’—/n% +'rL2kZ:O ) +n2 2 +'rL“ 6 n—+00 * +3 3

Done '/I‘Qg@) da = g

n—1)n2n—1
&emaraue:@m@m&mwhmmmd%MdeO@n—le&(” )n(” )

6
» n—1 n—1 n—1
ome dise poun [ h(t)dt qui et o lmite do 87 = 23 g (5] =23 =2 ()"
‘ Mozrme W.O () i Sy n;g . nk:oe n;(e
1*(6%1//)71/ LT x
TS P A L S
" 1—en "l—en 1—en

Wt@ndme”’—l.

D , D - gt 0 1 ,
JMMWWWMW%%WM—fm@ —7(%7‘:;]%”5@1@

n 1—en
m—qu%O(wWe&de%Jroo)

On utilise parfois les sommes de Riemann de facon indirecte pour trouver la limite de suites
définies par des sommes, en utilisant leur convergence vers une intégrale qu’on sait calculer (c’est
donc le processus complétement inverse de celui présenté dans cette partie de cours).

u

‘ Méthode des trapezes

Comme dans le cas de la méthode des rectangles, on découpe l'intervalle d’intégration en n

a . , . e
segments de largeur h = ——, mais sur chaque segment, on approche désormais l'intégrale par
n

l'aire du trapeze passant par les deux points de la courbe d’abscisse a;, et a; 4.

b
Autrement dit, on effectue I’approximation de / f(t)dt par

a

n—1
T, (f) = b ; a Z flay) +2f(ak+1)

k=0

flags1h

flag)4

Qp Qg1

Figure XXVI.14 — Méthode des trapézes.

La différence entre cette méthode et celle des rectangles est extrémement minime en termes de
calculs, puisqu’il suffit de calculer n + 1 valeurs de la fonction f (au lieu de n) et calculer une
somme (la encore avec une seule addition supplémentaire).

Pourtant, comme nous allons le voir, I’erreur commise est nettement plus faible.
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1| def trapeze optimise(f, a, b, n):

2 h=(b—a) / n # Largeur de chaque sous—intervalle

3 x_values = [a + i * h for i in range(n + 1)] # Calcul des valeurs x
4 f values = [f(x) for x in x_values] # Stockage des valeurs de f(x)
5 somme = 0.5 * (f_values[0] + f_values[—1]) # f(a) / 2 + f(b) / 2

6 for i in range(l, n):

7 somme += f_ values[i]

8 I = h % somme

9 return I

Figure XXVI1.15 — Méthode des trapézes optimisée en stockant les évaluations par f généralement « cofi-
teuses ».

s )
Théoréme 19 (Admis =) : Soit f une fonction continue sur [a;b] (avec a < b).

Alors

—a = flag) + f(ag) [
: 2 = n—-+0oo / f(t> dt

Ly

De plus, si f € €2([a;b])

3
/ o <, U8 o, = s (77

xz€(a;b]

.

|— Preuve : Lidéo et o méme m%m@%mﬁw@mwmmw

@W@@%&m&wﬂe Q@W?Wgomm@@mmmdil

Le théoréme (19) affirme donc que pour une fonction de classe €2 sur [a;b], on a :
’ 1
/a fa-T, = 0=,

VI.3” Méthode de Simpson

La méthode des rectangles approchait la courbe par une constante sur chaque intervalle, la mé-

thode des trapezes par une fonction affine, ’étape logique suivante est d’approcher a l’aide d’un

ay + A1 (

morceau de parabole, passant par les points d’abscisse ay,, a;,, et il faut trois points

pour déterminer une parabole).

Autrement dit, on effectue I’approximation de / f(t)dt par
a

a

Si,(1) = T flag) +47 (L) o)

noo1= 2

Cette méthode donnes des valeurs approchées de / f(t) dt qui convergent encore plus rapidement

que les deux méthodes précédentes.
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© 0w N O s W N

e e e e
@ kA W N = O

def simpson_optimize(f, a, b, n):
if n% 2 != 0:
raise ValueError ("Le nombre de sous-intervalles doit &tre pair
pour la méthode de Simpson.")
h = (b = a) / n +# Largeur de chaque sous—intervalle
x_values = [a + 1 * h for i in range(n + 1)] # Calcul des valeurs x
f_values = [f(x) for x in x_values] # Stockage des valeurs de f(x)

somme = f_values[0] + f_values[—1] # f(a) + f(b)
for i in range(l, n):
if 1 %2 = 0:

somme += 2 *x f{_ values[i] # Termes pairs
else:
somme += 4 x ffvalues[i] # Termes impairs
I = (h / 3) % somme
return I

Figure XXVI.16 — Méthode de Simpson optimisée en stockant les évaluations par f généralement « coti-
teuses ».

Ve

~
Théoréme 20 (Totalement admis et (Hors-Proaramme)) : Soit f une fonction continue
sur [a;b] (avec a < b).
Alors
, b—a'= a,+a
sia(1) = 2205 stan) + 4 (B5E) ¢ o) —— [ 10t
k=0
De plus, si f € €*([a;b]), f t)dt| < My ——— ot My = sup |f#(z)].
180n4 z€la;b)
k,
Le théoréme (20) affirme donc que pour une fonction de classe € sur [a;b], on a :
’ LY s
[ soa=si0 = 0 ()
@ BREVE EXTENSION AUX FONCTIONS A VALEURS COMPLEXES
[(VIL1] Définition

P
Définition & Soit f: [a;b] — C une fonction continue.

On appelle intégrale de f sur [a;b], noté f(t)dt ou / f le nombre complexe défini
(a;b] [a;b]

4Mf=4HRaﬁ+@4Mmmﬁ

par :

\,

|6]. Ca commence & étre pas mal mais on a mieux...
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s )
Exemple 12 : Soit f: R — C
t

eit

OnaRe(f): R — R etIm(f): R — R
t +— cos(t) t +—  sin(t).
Dlot,

/07r eitdt = /07r cos(t)dt + i /07r sin(t) dt = [sin(?)]] + i [—cos(¢)]] = 2i.

Propriétés

Globalement, on va conserver toutes les propriétés sauf celles liées a la relation d’ordre et a la
borne supérieure absentes dans C.

s 2
Proposition 21 : Soient f, g : [a;b] +— C, c € [a;b] et A € C.

Linéarité : 4;1)] (Af+g)(t)dt = A f(t)dt + / g(t) dt.

[a;0] [a;b]

Relation de Chasles : f(t)dt = f(t)dt + f(t)dt.
[a;0] [a;c] [csb]

fyar| < { 1@l
a;b

[a;b]

Inégalité triangulaire :

C

Preuve :
|_Linéarité : On éonit : f=Re(f)+ilm(f) & g=Re(g)+im (g), && A = u+ iv (awec u,v € R).

&mw%mmwuwuwmw
ngellles.

[ 0s+9= [ (R +in(f)]+ [Reg-+img])

[a;b] [asb]

((ARe(f) + Reg) + i(AIm (f) + Img))

Il
T

[a;b]

Il
S

(ARe (f) + Reg) —i—z’/[ ]()\Im(f) +Img)
a;b

=\ Re (f) + Reg—i—z’()\/ Im(f)+/ Img)
[a;0] [a;0] [a;0] [a;0]

- (4;1)] felfs 4;1)] " <f>) ’ (4;11] et 4#}] " g)

[a;b]

=\ [+ / g
[as;b] [asb]
Relation de Chasles : J nowseau, i W@L déovine f = Re (f)+im (f) e dutiliver lo, nelation
Inégalité triangulaire :
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[a;b]

#l =0 o lo nenulliat esb dair memé@MMm%Jemm
L;b] FO)L
|/l = 0.
0500 f#OQRohbmm,oteHE[Rum, de f Le.
4;17] OW [

a;b]
/ [= / J / f
[a;b] [a;b] [a;b]

— 6719 f — fe*ie.
4;17] 4;17}
Gyo@om/o, g = fe_ie Pou)u wne 'm;e(%euhe w’m’@«'ﬂ{bé.

/ fz/)gz/‘RMm+i/ Im (g).
[a;b] [a;b] [a;b] [a;0]

/ fleR = Im (g) = 0.
[a;0]

[a;b]
Done, | [ 1= [ Relg= [ Rererin) < [ jreitj= [ 15 Tenns
(asb] lasb] lasb] Re(2)<l2l Ja;] [a:b]
bquecrue:

el? —

Hlors,

On,

?mté%naﬁedegommmadmﬂe)mnéﬂ%

[ A</
[asb] [a;b]

—

Remarques :

— C n’étant pas doté d’une relation naturelle d’ordre, on ne retrouve pour les fonctions a
valeurs complexes ni la propriété de positivité de I'intégrale, ni la croissance de I'intégrale.

— Les formules de l'intégration par parties, de changement de variable, et la formule de Taylor
avec reste intégral se généralisent sans difficulté.

— La formule de Taylor-Lagrange dépendant du théoreme de Rolle n’est plus valable mais
I'inégalité, comme celle des accroissements finis, subsiste pour les fonctions a valeurs com-
plexes.
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