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Dans tout ce chapitre, sauf mention contraire, on considére deux réels a et b tels que a < b.

L’intervalle [a;b] est donc non trivial.
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Q FONCTIONS EN ESCALIER

Subdivision
-

Détinition | = On appelle subdivision du segment [a;b] toute suite finie de réels )
s = (ag,ay,,a,) (n € N*) telle que
a=ay<a <-<a,=>
Le pas de la subdivision est ’écart maximum entre deux termes :
keﬁfggw(ak+1—-ak)
L’image de la subdivision est 'ensemble {ay,a, -, a,}. )

Remaraues :

— Si s est une subdivision de 'intervalle [a;b] alors s contient les réels a et b.

— Si s; et s, sont deux subdivisions de l'intervalle [a;b], on dit que s; est plus fine que s,,
noté s, < sy, si s; contient au moins tous les termes de la subdivision s,.

— Si s, et s4 sont deux subdivisions de U'intervalle [a; b], on peut définir la subdivision réunion
de s; et sy, notée s; V s,, comme la subdivision de [a;b] contenant tous les termes des
subdivisions de s; et s,.

On remarquera qu’elle est plus fine que s; ET s,.

Déctinition 22 © Soit m € N*. On appelle subdivision réquliére de [a;b], la subdivision
s =(ay,...,a,) définie par :

b —
Vke[0in], ap =a+kx n“.

En particulier, pour une subdivision réguliere, V k € [0;n — 1],

b—a
Ar. 1 — Q. = .
k+1 k "
b—a b—a b—a
n n n
- S - S - S
-~ _— -~ _— -~ -~
—_——————— >
ol ag = a ay ay, G p, 1 a,=b

Figure XXVI.1 — Subdivision réguliére d’un intervalle [a ; b]

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVT : Infeg/zafwm ﬂ
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Fonctions en escalier

( N\
Définition 3 : Soit f: [a;b] — R.

m On dit que f est en escalier lorsqu’il existe une subdivision a = ay < a; <--<a, =b
(n € N¥) telle que pour tout k € [0,n — 1], f soit constante sur Ja, aj. ] :

n—1

IXgs s Ap1 €R tels que f=> AT 0 [
k=0

On note & ([a;b]; R) leur ensemble.

m On dit alors que la subdivision est adaptée a f.

Toute fonction en escalier f vient donc avec au moins une subdivision adaptée a f.

Remaraues :
— On parle aussi de fonction constante par morceaut.

— Aucune condition n’est imposée aux valeurs de f(a;) mais une subdivision adaptée contient
nécessairement tous les points de discontinuité de f.

— Une fonction en escalier est bornée.
En effet, elle prend un nombre fini de valeurs.

Une fonction prenant un nombre fini de valeurs est-elle nécessairement en escalier ?

— 1l existe une infinité de subdivisions adaptées a une fonction en escalier : il suffit d’intercaler
des termes a la suite.

47A ............ )( f3 [0’1] N [R
34 ] ] 1 [ 1[
! - s ze|0;=
: ) 3
1
: 4 -
S1 T 3
%7%............E.....................0..............>:< ':E H < 3 E]l 3]
. S1 X =5z
5 4 : 3’5
! i !
%) \ ! : . 3
ag £ 0 al_% GQ‘.:% a3§:1 —1 si x€]5;1[
T } [ 1 s z—1
L 2
Figure XXVI.2 — Exemple de fonction en escalier sur [0;1].
Exemples | :

= Une fonction constante est en escalier sur tout segment [a ; b] relativement & toute subdivision de [a ; b].
= La fonction partie entiére est en escalier sur tout segment [a ; b] relativement & la subdivision de [a ; b]
constituée de a, b et de tous les entiers du segment [a ; b].

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVTI : Infeg/zaﬁm ﬂ
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Figure XXVI.3 — La fonction partie entiére est en escalier sur tout intervalle [a ; b].

Proposition |+ Si fet g sont deux fonctions en escalier sur [a;b], alors il existe
une subdivision adaptée a f et g.

Preuve : foient = (ay, ..., a,) (nel]\l*)ebs’:(a’l,...,a;) (p € N*) deuc subdisision de [a ; b]
NQATMWJJOAQTM&@fetg.
sV s st dainement une suldinivion de ;0] adontse & f et & g can dle contient tous len termen
Ay Ay, @), - O

Proposition 2. : Soient f, et g en escalier sur [a;b] et a € R.

Alors, les fonctions f + g, af, fg, et | f| sont en escalier sur [a;b].

|— Preuve @01111/% lo proposition (1), i ML@L de te H),owb s une subdissision

sta=ap<a; <--<a,=>b

adapkée o f ef g
Sowbcﬂmwmaffe]ak,akHL?%mgmmfetgmmmméﬂoBWWf+g
of, fg,etyfyWmm%m&mm[a;b]mumsme@Mwﬂm

—

Corollsire 2| : L’ensemble (5 (la;0]5R) s + 7 ((ap,R) 5 .?([a;bw)) est un espace vectoriel, sous-
espace vectoriel de F ([a;b],R).

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVTI : Infeg/wflm
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Q INTEGRALE DES FONCTIONS EN ESCALIER

Construction

o

Définition/Théoreme + : Soit f € & ([a;b];R) une fonction en escalier sur [a;b] et

s:a=ay<a <--<a, =>bune subdivision de [a;b] adaptée & f.
Pour tout k£ € [0,n — 1], on note A, la valeur prise par f sur Ja;,a; [

On définit :
L(f) = Z(ak+1 — Q) Ay

k=0
Alors, I,(f) est indépendant du choix de la subdivision s adaptée a f.

On appelle intégrale de f sur [a;b], notée f, le nombre I_(f) :
[a;b]

n—1
/ f= Z(akJrl — ap) A
[asb]

k=0

Exenple 2= : Sila fonction fest constante et prend la valeur A sur [a ; b], son intégrale est / f=(b—a)X
[asb]

C’est 'aire algébrique du rectangle de longueur b — a et de largeur A.

4__. ............ X

34 } 1

1 ; s

5 T S : <

5 ’ 4 .

: | |
) . .
— _ 1 3 —

ag 0 a, 3 a2:_g (Z3S 1

L] e ]_[

Figure XXVI.4 — Exemple d’intégrale d’une fonction en escalier avec la fonction de la figure XXVI.2.

Remaraues :

— La valeur de f en chaque a;, n’intervient pas.

— Pour tout k € [0;n—1], (a3, — a)\, est laire « algébrique » du rectangle de base
a1 — a; > 0 et de hauteur Aj.

Cette aire est négative ou positive suivant le signe de A,.
— L’intégrale de la fonction f sur Uintervalle [a;b] est la somme des aires algébriques des
rectangles formés par la fonction en escalier avec I'axe des abscisses.

Lycée Jule:

s Garnier CHAPITRE XXVI : Intégration
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On retrouve le fait que f corresponde a laire algébrique du domaine compris entre
[asb]
(Oz), €y et les droites d’équation : x = a et z = b.

O ag = a ay Q-1 Ay, Ap—1 a, = b

Figure XXVI.5 — L’intégrale de f est inchangée sur une subdivision plus fine.

Preuve :eeﬁedé%mmebtwpué)wntemgehéeg (ak—ak,l)Akmdéde]mdeQ@m&m
SB'thé%Aaﬂe%tvannbeummemm&w%&/mderSZ(CLO,...,an).%bu%L

de@eﬂ\omw@aa'mmd/‘wmw.

ﬁs’:(ao,...a c,a a,), o :

y Ym—12% Ym0 Y

Ils(f) = (al - aO)AO +..+ (C - am—1>)‘m—1 + (am - C))‘m—l +..+ (an - a’n—l))‘n
= (al - G“O))‘O + .+ <a’m - am—1>)‘m—1 + ..+ (an - an—l))‘n
I

Sﬁw@%adedef%bmmﬂm%%mmmwvfm%m

[2] Zinteqnale ne dépend pos de b suldivision doisie.
Soienk s b 5" deuco subdisisions de [a;b] a,do/[\be%’ & f Yo sulldinsivion sV s ent Ffua Kune
ctUQSets’.

Exemple 3 : Soit n € N*.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVTI : Imfeg/laéuﬂm ﬂ
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Exercice | : Soit fla fonction définie sur [0,4] par

—1 six=0
si0<z <1
flx)=<3 siz=1

4
Calculer / f(t)dt.
0
Soit = € [0,4], calculer F(z) = / f(t)dt.
0

Montrer que F est une fonction continue sur [0, 4]. La fonction F est-elle dérivable sur [0, 4] ?

‘ Propriétés de l'intégrale des fonctions en escalier

Gfoposi'tior\ 3 . Soient a et b deux réels tels que a < b. \
Linéarité : V f, g€ &([a;b];R), VA ER.

F(t)dt + / g(t) dt.

[a;0]

/ (Af +g)(®)dt = A
[a;b]

[a;0]
Relation de Chasles : V f € £([a;b];R), Vc € Ja;b.
f(t)dt = f(t)dt + f(t)dt.
[a;] [a;e] [c;]
Positivité : V f € £ ([a;b];R).
Vz€lash, f(z) 20 = f(&)det > 0.
[a;]

En particulier,
Croissance : Vf, g€ &([a;b];R), V € [a;],

f@) > 90) = [ fwde> / o(t) dt.
[a;b] la;b]

L’application / : E(lasb];R) — R est croissante.
f — ft)dt

[asb]
Inégalité triangulaire : V f € £([a;b];R).

f(t)dt </[ ]If(t)|dt.
a;b

K, la3b) j

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVTI : Infeg/wflm U
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Remaraque : L’application / i E(lasb];R) — R est donc une forme linéaire.

f — f(t)dt
[a;0]

Preuve :
Finéarité:?mbs&s’dwwﬂdmma%@wdfd:g.
@nrmo*:s\/s':ao<a1<...<an.

Vke[05n—1) fla,a,,] & 9)a,ia,,,[ donb des Eomhma constantes W@Ww e%oﬁw &

a; & B Doi,

n—1
/[ OF +9)()d = S (G — a) (A + )
a;b 1=0
n—1

— n—1
T A ‘ (a1 —a;)a; + Z(aiJrl —a;)B;
Pimiornits do lo i=0 1=0
=A f(t) dt—I—/ g(t)dt.
[a;d] [a3b]
Relation de Chasles : Goub d'abord, nemanguons que b feé&(a:b);R) dorws fiiasel & e le.
sonb aubsi.
?O&SWMMWMQWdfGWPmS/ZSV{C}ZQO<...<an avec p € [1;n—1]
teJZo[weC:ap. s’ %L@nco’wadaTJJeeqf
Mo ay < ... < a, e a,,... < a, sonk *LebTeofA/ue/nmL det subdimisions de [a;c] o [c;b]
qda?bé% [o” f\[a;c] et f|[c;b] kb Vi e [[O,TL— ].]]) f‘]aﬁawl[ = )‘z
@'Tb (e ofmz:, :

i
L

n—1
f(t)dt + fR)dt =) (a4 —a)A + Z(%H —a;)\;
[asc] [e;0] ‘ P

3
|l
—_ O

(ai+1 —a;)\;

I
(]

£(t) dt.

Il
T~

[asb]

Positivité : Gomme f ek positinne, Vi € [0;0— 1], A; > 0 ef; aisément; -

n—1

f(t)dt = Z (a1 —a;) A > 0.
[a;b] i:()_;f)—d
@'&/rubé%)\af@:
vaelab], f@) > g@) = | (fO-g®)dt>0 = [ f(t)dt> / glt) dt.

) A a— [asb] [a;0]

>

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVTI : Imfeg/laﬁwn ﬂ
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Inégalité triangulaire : Cette vnﬁ,%a&be ve déduib de Q«/n&xa@&b@ t/un/n?uﬁom dans R e de lo

&/néoh,ibé de 801 homMUME, :
n—1 n—1
f(t)dt| = (ai+1 —a;)\| < (ai+1 —a;) N\
[a;b] ZZ=O: ; _>’0_/
n—1
=Y (@i —a)nl = [ Irolat
i=0 [a;b]

—

Approximation d’une fonction continue par des fonctions en escalier

Théoreme & (&(Ja;b]) — °([a;b]) - Admis)

Ve (a;b;R),Vee R, 3o, € &([a;b],R), o< f<y e 0<yp—p<e

)

Figure XXVI.6 — Approximation d’une fonction continue par deux fonctions en escalier.

@ INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UN SEGMENT

Construction

Soit f : [a;b] — R une fonction continue.

Notons :

D—{(m;y)6R2/a<x<b et (Ogygf(x)ouf(x)<y<0>}.

Si ¢ et 1 sont des fonctions en escalier sur [a;b] telles que ¢ < f < 1 alors les nombres / %)
[a;b]
et 1) donnent intuitivement des approximations par défaut et exces de 'aire algébrique du
[a;b]
domaine D.

Pour définir 'aire de 2D, on est ainsi conduit & introduire les ensembles suivants :

El (f) = {¢ € &(lasb]) / f < w} et ELyf) = {cp € &(a;b) /e < f}.

Ensembles des fonctions en escaliers sur [a;b] qui majorent et minorent f sur [a;b].

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVTI : Imfeg/zaﬁm ﬂ
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Figure XXVI.7 - Encadrement/ / f </ .
[a;b] a;b a;b

f )
Théoréme S : Si f: [a;b] — R est une fonction continue alors :
L { p/p€ Ela: b](f)} admet une borne supérieure .#.
[a;b]
= { v/ e é’ ( f)} admet une borne inférieure J.
[asb]
L De plus, .# = J.

|— Preuve : g@%@n&mfd&ambwnﬂnw&%@ebec&m@nﬁ&bleﬂ@e%b@%n@em[a b]
%

obons M = 1nf] f(z) & M = sup f(z).
[a;0]

o () ek mon wide puinquil contient bo. fondtion constante egalle & m. Done, I est une

?wﬂedeﬂ?mwmdeetmaabhéq I[_a;b] MW@WWC}M@@%Wﬂ
] @e%mmmli;b]%tWWmM@(wM%gom&mm@M)dmm

(llafum(b—a))domcadmetum&@on/new%aum?wgmnobej

o Jon consbrudtion, pown tout (939) € Efy(f) X €y (), on o p <4 ot Lfg [a;blw.

Yo nombre Tb%tdumwmmoWdeI@b].%%bdmewP&wW&@m

[a;b]
ouce L ie.

V¢G€F;’b](f)7 jg 1/}

[a;0]
ge'lé&f@bbdoqummwl[z;b] MWWWW@@WW
dentre euwce J ie.

I L.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVI : Intégration 10|
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Joit € > 0. SD'W lo théoreme (XXVLL), & ecviste (¢59) € Eyy(f) x €y (f) telllen
ﬂue (0<)¢—¢<ﬁ cewaQAﬂuewofoﬂwm/@nt

P—p <L e
[asb]

@%Pmdégmwumdejetﬂ,m@:

Définition S : Soit f: [a;b] — R une fonction continue.

On appelle intégrale de f sur [a;b], notée f, le nombre réel défini par :
[a;b]

f=sup {/ p/pe€ E[a;b](f)} = inf{ Y/ye 5[*,;;b]<f>} :
[a;0] [asb] [asb]

\
AT
|
I 1 1
O a b
Figure XXVI.8 — Pour f continue sur [a ;b],
f:Sup{/ S‘Q/(P eg[ab(f)} :iTIIA{/ U/U6 ((’)J:A;i)1<"f‘)}'
[a;b] la;b] ' Yla;b
Interprétation géométrique : f est Daire algébrique du domaine 2 du plan situé entre le

[asb]
graphe de f, 'axe des abscisses (comptée positivement lorsque le graphe est au dessus de axe
(Ox), négativement en dessous) et les droites d’équation z = a et x = b.

Remaraues :
— Les fonctions pour lesquelles sup I[;;b] = inf I[J;;b] sont dites intégrables au sens de Riemann
sur [a;b] ou Riemann-intégrables.

— Pour toute fonction continue f sur [a;b] et toute subdivisiono: a =2y <z < ..<z, =Db
de [a;b], on peut poser :

M,= sup f(z) et m,= inf f(x).

i
zE[T; 1574] z€[z; 132

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVI : Intégration 11 |
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On appelle alors sommes de Darbouz inférieure L , et supérieure U, , de f selon o, les

réels :
n n

Lio= Z(% —x;y)m; et Uso = Z(% —x;_1)M,.

i=1 i=1
Par construction, Ly, € I7 et Uy, €11 0.
— Ce théoreme prouve que les que les fonctions continues sont intégrables au sens de Riemann.

— Il existe des fonctions intégrables au sens de Riemann non continues, par exemple les fonc-
tions en escalier.

— Il existe des fonctions non intégrables au sens de Riemann. Par exemple, I'indicatrice de @,
Ig: R — {0;1}

1 sizeq
r
0 sizeR\Q

est non intégrable car ses sommes de Darboux inférieures et supérieures seraient nécessai-
rement respectivement égales a 0 et 1.

— Si f est une fonction en escalier, / f se trouve a la fois dans I[_a;b] et dans I[J;;b].
[a;b]

Donc la valeur commune de sup I[_a;b] et inf I[Z;b] n’est autre que I

[a;b]
Les deux définitions de lintégrale (pour une fonction en escalier, et pour une fonction
continue) sont cohérentes.

Méthode | (Montrer auune fonction est Riemann-Intéarasle) :

\,

1 1
. sin x . ,
Exemple 4 : L’écriture / dz a un sens mais / Inz dz n’en a pas (cette année...).
x

0 (o

I11.2} Propriétés de l’intégrale des fonctions continues

( )

Proposition & (Linéarité) :  Soient f,g € ¥°([a;b],R) et a € R.

Alors :
/ af +g= a/ f+ / g.
[a;b] [a;b] [a;b]

P ’[ 5 . p £ f — f & af =« I
|_ - Wé;b] o 4;17] +4;b]g 4;61 [a;d]
‘ ?Mﬁgdmm@cwmﬁm@wmﬁmmm[a;b].
@fn/gx/er>0.
@IW?B&M&‘WW@LQMWW

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVI : Intégration 12 |



PTSI VINCI - 2024 III. INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UN SEGMENT

b15 P2, V1,9 € E([a;B]) belless que :

(XXV1.2)

{¢1<f<1/’1 o {¢2<9<¢2

b6 < g Uy — 5 <

g
(b—a) 2(b—a)

¢1+¢2<f+9<7/)1+¢26
(¢1+¢2>_(¢1+¢2><m

Rovons ¢ = ¢y + by ob 1 = 1) +1by Wmmgomnw%%m&mm[a;b]dm%amb:

¢< f+g <v (XXVI.3)
YvV—9¢ < ﬁ (XXVI.4)

- %Waw—mxem%m&m@gwmmd@@mwp@e(m@wnm
mm&m)@%mé%@&m (XXVL4) donnent :

€
L;b]w ¢><4;b]b_a,

/ v— | ¢<e (XXVL.5)
[a;0] [a;0]

ﬁ,@m,%oddwmmngmoﬁm{

— Ron aillowns, (XXVIL3) enbraine

[ o< [ tra<[ v (XXVL6)
[a;0] [a;0] ;0]

De méme, les encadnements de (XXVI.2) @ouh/rm/abm);

/ ¢1</ J < Yy b / ¢2</ g < Py.
[a;b] [a;0] [a;b] [a;0] [a;b] [a;b]

Tu@%@wmnbmm\ﬁhedmmlﬁhej
o = [ o] o< i) g v v = [ w
L R 1 [a;b] [asb] [asb] [a;b] [asb] g e g 1330
J o & Joun &
W@Vﬂéﬂuﬁ@ma:

-/ w<—(/ i+ g><— 3
[a;0] [a;0] [a;0] [a;b]

f]’wauﬂm qui, ajoutéen & et de (XXVI6) sécniment :

- (4;17] o 4;6] ¢) ) 4;b](f - (4;17] ™ 4;bl 9) ) 4;17] o 4;17] "

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVI : Intégration 13 |
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U souncon de (XXVL5) poun aboutin &

e < [ab]erg (/aber/ab ><5
[abf+g (Lbf+Lb>
To quantite (fcce) /abijg (/CLbf+4b1>

we>ommwﬂmiﬂewmﬂe
En condusion, (f+g) = f+ .

4;17] ! 4#)] 4;17]9
?Mfmgmmmwmm[a;b]etaekfem!wmmmmw
WQ#O.

@frug&/m6>0.

@Ia/[\héb,?edznéon@med;owwmmaﬁw Lgmbl'e gf),d)Eé’([a;b]) teW,eb,clue

0< < e.

e que

{¢<f<w
Y=< b —a)
—%a}O,maagbgafgad),d:dom de%"/n/ib'xyn,de af :
]‘0’“ [a;0]
of o = [ae<[n<[ w = af
ORI 0 lasb C TR S 0
Ror aillowns, de%vrwb\mu de f on a aussi
]‘“’L [a;b]
[ o<] t<[ v=af o<af f<af w
[a;0] [a;b] [a;b] [a;0] [a;b] [a;b]
On on déduit

a(/ab /ab ) lwaf a4b1f<a(/abl /‘”’] )

ijm%@m [a;b] 4b] /abw ¢
Dos,

Q\m

< e

—5</ (af) —« f<e & 0K
[asb] [a;b]

Lb](af) —aé;b]f

ge/nmdh@n@nbél’ﬂmbuofuﬂvgewwé>0,/ (af):a/ I
[a;b] [asb]

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVI : Intégration 14 |
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_%a<o,&mmwwmn'ma@d'm@%mw%

mulbipliant por o

ngnbbouer@cob,

a; a;

—

Remarque : L’application / : €%[a;b],R) — R est désormais aussi une forme li-

oo [
[a;0]
néaire sur ¢°([a;b],R).

Soit f € €%([a;b],R) et ¢ € [a;b].

[ =] s+[ &
[a;b] lasc] [esh]

Alors :

Preuve : Joient f € €%([a;b]) o ¢ € &y (f). T vk dain %'JZ en el de méme nown sen
nebnictions @(aie) € Elney (Sifaie) & ety € €y (fifem)-

gomﬁmmwm,,ma:

L;b]¢:4;01¢+4;b]¢ < 4;C]f+ [c;0] g
Lo nsel f+/['b]f%bmmwmmdgli[a;b]MWWW@@W@L&M

la;c]
[ i<] 4]+
[a;b] la;c] [esd]

?Mwmwmwwm@qwm@%w&@m@

Do 4#}] = 4;0] - [c;0] !

R_emaraue :QWM&mmwermmmW@%wmd@w@&we5ab](f) b
mmmbv@vﬂu@/ f+ febl',wn,mnwna/rlbdelz[a;b][ww/ f>/ I+ I
[asc] e;b] [a;b] [a;c] [c;0]

s Le.

—

Notations : Soient a et b deux réels quelconques (en particulier on ne suppose plus nécessaire-
ment a < b).

b
Soit f une fonction continue sur [a;b]. On définit le réel / f(t)dt par :
a

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVI : Intégration 15 |
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o /abf(t)dtzé.b]fsia<b.

b
o/f(t)dt:— fsia>b.
a [bal

La relation de Chasles et la linéarité sont alors vraies pour a, b et ¢ quelconques.

7

Corollaire I : Soit f € €%([a;b]).

/baf(t)dt:—/abf(t)dt et /aaf(t)dtzo,

|— Preuve:%mb,rmbede%é/némﬁbfw,w/[v[\ma<b.
b a b a
/af(t)dt—l—/b f(t)dtzé;b]f— [a;b]fzoz/af(t)dt:—/b F(t)dt.

&Pownta:b,Qewiwﬂwéﬁaﬂamwm@twoa;/af@)dt:o.
a 1

\

Proposition 8 (Relation d'ordre) :

Positivité de I’intégrale : Soit f € €°([a;b],R).

f20 = f=0. (XXVL7)
[a;b]

Croissance de ’intégrale : Soient f, g € ¥°(la;b],R).

f<g = / f</ g
(asb] [asb]

Inégalité triangulaire : Soit f € ¥°([a;b],R).

[ osl< [
;0] ;0]

\ .

Preuve :

|_ %WMM[G,H%E%MQA@L@LJ&&%@W%MW@f
ﬂb de%/n,«l]ofw [, o a 0< e 0 < .
” - 4?b]f o ‘4’#’] < [a§b]f ) [a;b]f

[2] % 7 < g ol g— £330 o on agqlique bo nasaliat prscsdont < [ (9= ) >0
[a;b]

Por liméanite, — >0 e @-moﬂmmg < .
L;b]g [a;b]f> 4;b]f< 4#)]9
‘ %w%bdgmworw—|f|<f<|f| @W%WW@

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVI : Intégration 16 |
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ﬂ)a)bc)voibbo/moe,mou:

Lb}(_‘f‘)g/[a;b1f<4;b1’f’mj

5 de
/ fl < / | f].
[asb] [a;b]

Exercice L (Inéaalité de Cauchy-Schwarz) :

—/ m</ f</ £l
I [a;b] [a;0] [a;b]

Soient f et g deux fonctions continues sur le segment [a, b].

b
On considére P(\) = / (A f(z) + g(z))? dx.

a

[1] Déterminer le signe de P(X).

b 2 b b
[2] En déduire que (/ f(x)g(x) dx) < (/ f2(x) dac) (/ g% () d:r).

Peut-on offrir une réciproque a I'implication (XXVI.7) ? La réponse est oui mais & une condition.

( )

Théoreme 9 : Soit f € €°([a;b],R,) une fonction continue & valeurs positives.

=0 <<= f=040(q)r,)
[a;0]

Preuve : Lo sons 'uea?ﬂ,ocr\ue enl Q@ao]vwhmmn de (XXVL7).
Ejmmmmwﬁmnbﬂuefmmtpobmwwm[a7b] L.e.%liﬂmbte
moe[a;b]teﬂﬂwf(xo)#().@ma,dosz(xo)>0.

Sowmm que Tg €la, b|.

ewmmf%tmh/nwmxo,{ﬂmbben>0be€ﬁuev.l‘€[a;b]j

o —aol <0 = 15@) — Flao)l < 52 = sy > L150),
flzo)
P fa:b] — R delimi 7 = 5 ol = Elzg — 1,30 + 1|

@%@¢E€[a;b]gb¢<f.

?maé%wnmde/[ fona:

a;b]

2

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVI : Intégration 17
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Sobxo=awx0=hmgo&?em&mmmw¢%bmm%nbdlmmﬂc&émdmmmﬂgm
de,&mgormm [a, x5 + 1 ow |xg —n,b).
—

Faux pour les fonctions non positives comme sin sur [0, 27] ou non continues comme

dp: [051] — R
{mm:o
€T —
0 sinon

Exercice 3 (Prélude 3 lannée prochaine) :  Montrer que I'application - | - définie par :

ATTENTION

1 €0 ([asb]sR) x €0 ([a;0];R) — R

(f;9) = flg= fg

[a;0]

est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

IT1.3} Inégalité de la moyenne

Proposition IO : Soit f € ¥°([a;b],R).

m<f<M = m(b—a)< f<M(b—a). (XXVIL_8)
[a;0]

|— Preuve:%u»%bdernmdm@miéﬁnufgdmnb@euméﬁaf&éum<f<M. N

D’un point de vue graphique, laire / f(z) dx est encadrée par I'aire des deux rectangles inférieur

et supérieur.

Figure XXVI.9 — Inégalité de la moyenne.

Théoréme Il (Valeur moyenne dune fonction) :  Soit f € €°([a;b]).

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVTI : Inéeg/uufum £|
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1

Le nombre p = f(c) = 5
—a

g

Alors il existe un réel ¢ de [a;b] tel que :

b
| f@)ds =0 o).

(XXVI.9)

b
/ f(x)dx est alors appelé la valeur moyenne de f sur [a;b].

Preuve:&@@mmfmmmmm@m% [a;b]&?e%%twwmw%

Fn:minfetM:maXfetoma:

[a;0] [a;b]

Vo cash, m< flx) <M

@'W lo, nelation (XXVIL8), on o alows

b b
m(b—a)g/ flz)de < M(b—a) <= mgbia/ f(z)dx < M.

b
To neell b—la/a f(a:)dxoTTmDynLdoma@vanfﬁe f(la;b]) = [m;M].

donc un 1 néJ/CE[a;b]beBﬂAw:

Figure XXVI.10 — Le réel p

représentative ¢, de f, I'axe des

1
b—a

lﬂ@mxzﬂw

=

N\

2

|
_

N
a O

b

1
b—a

a
abscisses et les droites d’équation © = a et x = b est égale a l'aire du

rectangle bleu dont les cotés ont pour mesures b —a et p.

|1]. La valeur moyenne de f est comprise entre son minorant et son majorant.

b
/ f(z)dx est le réel pour lequel laire délimitée par la courbe

Lycée Jules Garnier
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Q INTEGRATION ET DERIVATION

Théoréme Fondamental de ’analyse

Théoréme 2 (Théoréme Fondamental de 'analyse) : Soit f une fonction continue sur un
intervalle I, et a € 1.

€T
Alors la fonction F : z — / f(t)dt est 'unique primitive de f s’annulant en a.

|— Preuve : 'SOU'MWMW‘TOEISDO‘Lh>Ot9QWxO+hEI
zo+h Toth
F(zq + h) — F(zg) = / F(#)dt — / F(#)dt = / (1) dt

a a xq

1
h

xo+h
) / F(t)dt — hf(xy)

To

xog+h
[ o= s a

To

zy+h
ST ACEF NI

0

it e > 0.
fmmm%xo,;ﬂm@wodwwa, t—zol < = |f(t) — flz,)] <&

By £ h) = Flzy) <i/ "0 — flaglar< / TR

50i,0<h<nomadom h — f(zg) n

>

0 E0)

Doty lim
h—0t

Tdem vi h < 0.
@m%déduib%wf‘%bdéﬂngemxoetcTueF/(xO):f(xO).

%xo%bmemmdeL@emmanb%tdeﬂuemmmnaam%ofuedmm

&m&W@F%ﬁWWd@fﬁM@L@@F(&):/afZO.
@mwm(F—G)':f—fzo.&gwnmF—Gmmmmmﬂem@ma%l
esb done constante & F(a) — G(a) =0 sun L

%mWFaGmm%.
1

Corollaire 12 : Toutes les fonctions continues admettent des primitives.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVI : Intégration 20 |
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Remaraues :

— La primitive d’une fonction continue est de classe €' par définition.

— Le théoréme ne s’applique pas aux fonctions discontinues. Par exemple, la fonction partie
entiere n’admet pas de primitive sur [0, 2].

Cela ne contredit en rien le fait que la fonction partie entiere soit intégrable.
ATTENTION Le théoreme fondamental donne juste une condition suffisante d’existence d’une

primitive. Cette condition n’est méme pas nécessaire vue la remarque suivante.

— Il existe toutefois des fonctions non continues ayant des primitives.

( )
Exemple S @ La fonction f: R — R est une fonction dérivable sur R
1
x2sin (—) six#0
Tz T
f(0)=0
dont la dérivée g: R — R n’est pas continue (en 0).
1 1
{szin (—) — cos (—) six#0
T T T
9(0)=0
L La fonction g admet donc des primitives sur R sans y étre continue. )

IV.2” Calcul d’intégrales

4 3\

Théoréme I3 : Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a,b € 1.

Pour toute primitive F de f sur I, on a :

b
/ F(£) dt = F(b) — F(a).

Preuve : @W@e théoréme (12), :le—>/ f(t dtwt%wmmwfml

b,'onwwﬁam,t@ma.
Wmedeefm@ma%L&m@mwm@kbﬂewF:F0+k.

@ma,d/ofn,oF M—f—k‘@k—f“()

Fnalement, F = Fy +F(a), ie. Vo €1 Fy(z) = F(z) —F(a) < [ f(t)dt =F(z)—F(a).

En W&m /ab f(t)dt = F(b) — F(a).

b
Nortation : On note = [F(t)] la quantité F(b) — F(a).

Ainsi, / b F(t)dt = [F(t)}z — F(b) — F(a).

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVI : Intégration 21 |
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dx
1+ x2

NP

1
Exemple b : /
0

1
= [arctan w] = arctan(1) — arctan(0) =
0

b
Corollaire 3] : Soit f une fonction de classe ¢ sur [a;b]. Alors / f@t)ydt = f(b) — f(a).

Exercice 4 : Soient u et v deux fonctions dérivables sur R et f une fonction continue sur R.

v(z)
On pose F(z) = / f(t)dt. Montrer que F est dérivable sur R et calculer sa dérivée.
u(z)
o dt
Calculer la dérivée de G(z) = /x T a

‘ Intégration par parties

Théoréme 4 : Soient u,v deux fonctions de classe €* sur un intervalle I. Soient a, b, € 1.

/ " (H)o(t) dt = [u(t)v(t)] '

a

b
— / u(t)v'(t) dt.

Preuve:fﬁwgmwbmwu&vé:wntdecﬁobbe%l,ﬂ%w@d@vw%@m
FﬁeWuvoﬁbdo’md@vquemlet(uv)’:u’v+uv’.
@erfwa, u,vd;wntdecfam%l,gebgmmmau’,v’,mw@mml..ﬁ%gwmnmwu'u uv’ e

On o /b(uv)’ = /b(u’v + wv’).

a a

Oh, /b(uv)’:[uv]g o /b(u’v-l-uv'):/b(u’v)-l-/b(uv’).

a a a a

Done, [uv]iz / o) + / ! o / " (Eo(t) dt = fu(t)o(t))’ — / " (' (0)

a

! & o T 1 1t 7™ In2
Exemple T : /0 arctan(z) dz = [marctan(w)]o —/0 TTa? dz = = [f In(1+« )]0 =———.

Exercice S : Soient x > 1 et F,(z) = / In"(¢) dt.
1

Etablir une relation de récurrence entre F,,,;(z) et F,, (z).
[2] En déduire la valeur de F,, (z).
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‘ Changement de variables

( )
Théoréme IS : Soient :
= f une fonction continue sur J;
m ¢ une fonction de classe ¢! sur un intervalle I tel que ¢(I) C J;
mabel

Alors :

b
/ & (0)F((1)) dt = / f(z)de
a ¢

|— Preuve:&@wn@nmfmmm;e%mmeW%tdem%
sun J.

I - o)cJ — C
t =

EB@WFW%M@M%mW@@@MdQ&M%P
& viel, (Fog)(t)=¢'(t) x (Fog)(t) = ¢'(t) x f(o(1)).
%WW%WMLMWWMWM :

b

b
| ot x s@ena = [Feoy )]
= F(6(b)) — F(6(a)

s N
Méthode 2. (Chanaement de variarles dans la pratiQue) :

@%dibc’@mwa(b(t),etmuém%eﬂue(bebbdecﬂam%l{w)vI.
On o do = ¢/ (t) dt.
@%%Iou%evobdecﬂtﬂm%m@%@dme@:Qohbﬂu@tuolmdeadbjxuwuedefﬁ(a)d

¢(b).
b #(b)
| tememd= [ f@
a f(z) dz ¢(a)
.
Exemple & : Calcul de /01 ﬁ Soit f:x ﬁ
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/La fonction f est une fraction rationnelle ne possédant pas de podles réels donc bien définie et au moins continue\‘
sur [0;1].

3 1\?
Une mise sous forme canonique du dénominateur 1 + = + x2? = 1 + (a: + 5) encourage & effectuer le

changement de variables
t=(o+3) =
= — |z = T =
VAR

-

o[
[y

1

V3

‘ Posons x = Tt_i‘
1

Lorsque x € [0;1], t € —,\/g]
ave s € 031], te |

3 1
Le changement de variable x = £t — = est fonction affine de ¢ donc clairement de classe € sur

) 2
75
V3
de = 2= dt.
w=
& Do
/1 dz _/1 dz 4/1 dz
l+z+22 ) 3 1\2 3 2 1\1?
0 0 = - 0 -
4+<w+2> 1—5—{ 3<m+2>]
NI
4 3 2v/3 V3
:f/ 2 5 dt = f[arctan(t)]
31 1+t 3 L
V3

4 N
Corollsire IS] (Intéarales de fonctions paires, impaires, périodiQues) :  Soient a > 0 et f
une fonction continue sur 'intervalle considéré.

[1] Si f:[~a;a] — R est paire alors / ft)dt = 2/ f(t)dt.
—a 0
a
Si f:[—a;a] — R est impaire alors / f(t)dt =0.
Si f: R+ R et T-périodique (T > 0) alors pour tous réels a,b on a :
a+T T b+T b
/ f(t)dtz/ f(t)ydt et / f(t)dtz/ f(t)dt.
a 0 a+T a
\. V.

Preuve :

|_ &W&Wd@mﬂ%t:_% /af(t)dt=2/af(t)dt.
&W%Wd@mmﬂ&t:—x,;mmwmw%t%a
‘@QWWWWWM&T—WWW@M&' r=t+T

b+T

b
monfren dt = dt.
penma de CT“P’/M f(t)dt /af(ﬂ '
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Foun b deuccieme formule, uillinons dicbord, la nelation de Bhasles poun obtenin -

/aa+Tf<t)dt:/aof(t)dt+/0Tf(:L")dx+/Ta+Tf<t>dt

u=t—T

:—/Oaf()dtJr/Tf( )dx+/af(u+T)du

T a T
:M+/ flz)dx + du :/ f(z)dz.
0 0

Exercice b : Soit f: R — R une fonction continue sur R et F(z) = / f(t)dt.
0

Répondre par vrai ou faux aux affirmations suivantes :
‘ F est continue sur R.
F est dérivable sur R de dérivée f.
‘ Si f est croissante sur R alors F est croissante sur R.
Si f est positive sur R alors F est positive sur R.
Si f est positive sur R alors F est croissante sur R.
@‘ Si f est T-périodique sur R alors F est T-périodique sur R.
‘ Si f est paire alors F est impaire.

Q FORMULES DE TAYLOR

‘ Théoreme de Taylor-Lagrange

p
Théoréme I : Soit n € N.

Pour toute fonction f: [a;b] — R de classe €™, il existe ¢ € |a;b[ tel que :

n —a k —a (n+1)
sty =3- Ll gy 4 Co U o)

k=0

R.emarque : Pour n = 0, on retrouve le théorémes des accroissements finis.

-

m)AebtbchruegD(a)ZOL.e.

(b— a)”Jr1 n
(n+1)! Z

k=0

(b — )"t

(z) = (n+1)!

)

oz oz Z
k=0

Preuvezeoznudé)zmbwnegwmnwmfdecfam%"Hm[a;b]dm&wwdmnbﬂ?etrmb:
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&ngpebbwnﬂnwem[a'b],d@mQﬁ@em]a;demwd'on@eMnede%iﬂ

o= 3 O ) 35 O o O
- ; . _k!w)k S () + Z: 0 _k!x)k F () + & ;!x)nA
=T s
-C m " (a— o)

Corolaire bl (Inézalité de Taylor-Laaranae) :  Soit n € N.

Pour toute fonction f : [a;b] — R de classe €™, on a la majoration :

(b— a)(m—l)
k!

_ “~ (b— a)k (k)
f(b) kzzo ! f (a) S Mn+1 (n + 1)! z€la;b)

avec M, 1 = sup |f(""V(2)].

4 )
n__k
£ : = i z
xemple 9 : VzeC, exp(z) im kZ:O =
Pour tout z € C, la fonction f : x > exp(zz) est clairement de classe €™*! et sa dérivée neme ogt
x> z" exp(zx).
L’inégalité de Taylor-Lagrange sur [0; 1] s’écrit :
- f(k)(o) _ 2k +1
‘f(l)kzo e exp( )*kzzoﬁ < m+ 1) 02:21|z" exp(zz)| .
En notant z = a + ib, on obtient |exp(zz)| = exp(azx) < exp(]al) pour 0 < = < 1.
On en déduit :
n Zk | |n+1
_ Z < .
() = D 37| < mam OPlled 20
\_ D’ou le résultat. y

Exercice 7 : Soit f une fonction de classe C! sur [a,b] telle que f(a) = f(b) = 0 et soit

M = sup{|f’(2)], = € [a, 0]}

/bf(x)dyc’ <M

a

Montrer que

(b—a)
4
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V. FORMULES DE TAYLOR

Formule de Taylor avec reste intégral (Hors-Proaramme)

( )
Théoréme 1 (Formule de Taylor avec reste intéaral de Laplace) :  Soit n € N.

Pour toute fonction f : [a;b] — R de classe €™, on a :

& —a)k b(h— )"
0 =Y Lot @+ [P ) .

k=0

La formule de Taylor avec reste intégral, est la seule formule de Taylor a donner une expression
précise du reste. Elle est trés utile lorsqu’on s’intéresse a la régularité de ce dernier comme on le
verra plus loin.

|— PFCUVCZOWMWWPMWMWWHGNQ@W:

n _ak b — )"
R e R S e O e A L

k=0

- Jou)bn—o oebb@e&%eohm@o#dmmﬂnboﬂde@oma&aﬁe &@%@JZ Wboube@omabwmde&am

€1 sun [a;b], on o -

b b — 0
| r@as= 0 s < 0=+ [ P50 g @ an

%W?(o)w—,m%é@.
- ?Wwf(n)wbuém%éermmmneh\l*el:oommde’)uomb,fe%””([a;b];l]?).
%%%J;%Wmdmf?om@%nﬂ([a;b];u%)etm@m

N (h— a)k b (p_ 2
1) =3 0 g 4 / =2 o) (4) da.

!
— k!

cheb@omab;omaf<n+1)d;xl—> (b_nfﬁn M@&m%lm[a;b]ﬂﬁ%t&%mmomw

n+1 b b _ p)ntl
O] = [ O e as

oy =y Lt / " f) () d
o+ |-
(

n . n+l b _ p)ntl
:Z (b - ) ®)(q) + (n+)1) n+1)(a>+/a uf(”‘”)(x)da}.

- (n+1)!
B + (b o a)k b (b o x)nJrl o
= f*)(a) +/a Wﬂ )(z) de.

Po nellabion esb donc Renéditaine.
ﬁmmma&mwn_o @Wewmwwnew
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—

Le théoréme (17) permet de redémontrer trés facilement 1'inégalité du corollaire (16.1) :

Preuve:%m@x@wﬁemm?@Wd@%@@md@@W@%
'mmd,@n/ne:

b b
[ @ < [ O e )] da
>0 sun [asd]
b
(b—x)"
SMyy | — - do

_ (b _ a)nJrl
- Mn+1 (’I’L-|- 1)|

( )
Exemple IO (Une application aux inéaalités) :  Montrons que :
3 3 5
voe0;2], a2 <sin@) <o - T+ o

11 suffit d’appliquer la formule de Taylor avec reste intégral au sinus (clairement de classe 4’°) a l'ordre 4
entre 0 et un x quelconque de [0 ; g] :

T T (g —t)*
sin(w):w—f—k/ (@)
0

5 a cos(t) dt.
® (@ —1)* “@—t)t . _ @
< < S
Or, 0 < /0 a0 cos(t) dt /0 a dt 120
3 3 5
Donc,Vme[O;g],m — <sin(z) <z %—i—%o
g v
. 72 22 23
Exercice & : Montrer que pour tout >0, z — 5 <In(l+z) <z — o) + 3
Exemple | (Line application aux suites) :
tout n € N.

~
La fonction exp est clairement de classe €™ sur R pour

Appliquée & 'ordre n sur l'intervalle [0; 1], la formule de Taylor avec reste intégral s’écrit :

1 1
1_ n
Or,/ (1—z) exdmgi/ (1—z)"dz < © 0
b n! n! J, (n+1)! notoo
Donc,
Jmo2 = e
v

Lycée Jules Garnier
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|V.3| Formule de Taylor-Young

4 3\

Corollaire [1l : Soient n € N et I un intervalle de R.
Pour toute fonction f: I+ R de classe €™ et tout a € I, on a :

n

Vel Z

k=0

(x—a)*+o((x—a)").

Preuve : Sk ¢ > 0.
€mmm>famdedbme%mzmmLQe-ﬂéorame(W)a@mww7y—1uamxz

1
Vel E:

k=0 a

&M&Q@W%kZM%o@U@T&

(z —a)* = /1’ (lzn—_t);_!f(n)(t) dt (=0((b—a))).

- / i (i; _>f) (0 (8) — 1) (@) di

=) T ) g
< [ G o - s

@cvnvmef(n) ehtoomﬂmueauuo%mmo/ﬁedea, E|(X>Oboﬁcr\ue‘t—a| <a = ‘f(n)(t)—f(n)(a)’<€

j](wnm,lwunbmbxe]a—a;a—l—oz[ﬂlettcmbtde [a;z], on auwra |t—a|<alwf;b,,

Dow le nesulkat.

<E/am<i;j):>ldt:5(x;!a>n<5(x—a)”.

—

( )

A retenir | :

m Contrairement au développement limité au voisinage de a ou le reste n’est négligeable
que localement dans le corollsire (17.1) , la majoration du corollasire (16.1) est
globale : elle est valide pour tous a, x d’un intervalle ou f est de classe €™ et donne
une majoration explicite du reste.

m L’expression explicite du reste sous la forme d’une intégrale est donnée par le théo-
réeme (17).
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@ SOMMES DE RIEMANN

\ Méthode des rectangles

( A

Théoréme 18 : Soit f une fonction continue sur [a;b] (avec a < b).
Alors )
b—a b—
- n ; f ( n n—+00 / f
: —aC b—a , o
On dit que Z f (a + k7> est une somme de Riemann associée a f sur [a;b].
n
k=
\

Sy . . b—
Interprétation araphique : Soit n € N*. Pour tout k& € [0;n — 1], af(ak) = (ap1—ay) f(ay)
b—a ' b
donc S,,(f) = a4 E f ( + k7a> représente la somme des aires algébriques des rectangles
n

k=0
R, de base a;,; — a; et de hauteur f(a;) pour k variant de 0 a n — 1.

En d’autres termes, le théoréme (18) affirme donc que pour une fonction continue sur [a;b],

on a : /abf(t)dt—sn(f> n_iooo<i>'

1 /

Figure XXVI.11 — Méthode des rectangles (a gauche).

Preuvelwmemwwmmwf%bde
cﬁomcflm a'b.&»PamWfA@L lo continuits de sa dérinse sur Lintervsalle [a;b]mbmbnew

f et )\—W&%@Wﬂ@ Pobanwb)\—msel[zpb]\f x)|.

b—
SOMLHEN*,MLWM%@@MM/UMH/&BMQ{@W@[a;b]lwfu.fk:a—i-khoweoh:

n

@na@b@wa:$0<ib‘l<-"<1’n:b.

b—a 2 b—a
Sn n Zf<a+ n )

k=0

n—1

" f(y).

k=0

@Wm%@mm&%%xlmeifwﬂMt

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVI : Intégration 30|



PTSI VINCI - 2024 VI. SOMMES DE RIEMANN

1| def rectangle gauche(f, a, b, n):
2 h = (b — a) / n # Largeur de chaque sous—intervalle
3 sum_ rectangles = 0.0
4 for i in range(n):
5 x i=a+ 1 x h 4 Bord gauche de chaque sous—intervalle
6 sum_ rectangles += f(x_1i)
7 I = h x sum_rectangles
8 return I
Figure XXVI.12 — Méthode des rectangles a gauche
Doa,
b n—1 n—1 rx.,
s, [ 1 dt] =[S hrw0 -3 [ o
a k=0 k=0 Yz,
n—1 Tt
> (s~ [ s (imsonits do 37)
k=0 Ty
n-l Tr+1 Trt1 Trt1
() swaa= [ raar h=ap —a= [
k=0 Ty Ty Ty,
n—1 Tht1
_ / (£ — (1)) at (M@ /)
k=0 Yz
n—1 Th+1 j Q%’
<[ s - rar (naqabitt tiangulaine sommes)
- W
n-l rmg,
<2/ Flay) — £()] e (negabits trianqulo los )
2/ me%uﬁuag Dwomﬂuﬁom own wmamﬂ%
n-l rxp,y
< / Az, — t| dt (f est A_Wwbxw)
k=0 Yz,
nol rzpi,
<A / |z, — t|dt (W@Z@/)
k=0 Yz,

On /%l| k—tdtz/%l(t—xk)dt: [W]mk“:w:hz:w.

Ty, Ty, Ty

(b)

Re.mar‘czue : Po torvme A ——~ %tmdeeQ@vmwm/mbe%caRwQambs )Q/[Za[u@om

1

Remaraues : Dans la pratique, on se ramene toujours a l'intervalle [0;1] :

— Si f est une fonction continue sur [0; 1] alors :

:sz( )n%oo /Olf(t)dt.

k=0
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— De méme, on peut montrer que si f est continue sur [0;1] on a aussi :

Zf — / (0

— Dans tous les cas, S,,(f) représente la moyenne des n valeurs prises par f en les z; sur
I'intervalle [a;b] ou [0;1].

a /

7‘

a a; ag as

Figure XXVI.13 — Méthode des rectangles (& droite).

Exercice 9 : Soient les fonctions définies sur R,
fx)=x, g(x) =22 et h(z) = €7,
Justifier qu’elles sont intégrables sur tout intervalle fermé borné de R.

1 2 T
En utilisant les sommes de Riemann, calculer les intégrales / f(z)dz, / g(x)dx et / h(t)dt.
0 1 0

‘ Méthode des trapezes

Comme dans le cas de la méthode des rectangles, on découpe l'intervalle d’intégration en n

a . , s e s
segments de largeur h = ——, mais sur chaque segment, on approche désormais l’intégrale par

l'aire du trapeze passant par les deux points de la courbe d’abscisse a;, et a; 4.

Autrement dit, on effectue 'approximation de / f(t)dt par
a

n—1
Tn(f> b_azf<ak)+f(ak+l)'

f(ak+1)‘ ——————————————

flag) ==+

ag A1

Figure XXVI.14 — Méthode des trapeézes.
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def trapeze_ optimise(f, a, b, n):
h=(b—a) / n # Largeur de chaque sous—intervalle
x_values = [a + i * h for i in range(n + 1)] # Calcul des valeurs x
f values = [f(X) for x in xivalues] # Stockage des valeurs de f(x)
somme = 0.5 * (f values[0] + f values[—1]) # f(a) / 2 + [(b) / 2
for i in range(l, n):
somme += f_ values[i]
I = h *x somme
return I
Figure XXVI.15 — Méthode des trapézes optimisée en stockant les évaluations par f généralement « coti-
teuses ».
r 7 N q o o o W
Théoréme 19 (Admis =) : Soit f une fonction continue sur [a;b] (avec a < b).
Alors
T, (f b_azfak>+f<ak+1 f
n n e 2 n—+00
2 (b—a)3 . ,
De plus, si f € €*([a;b]) f t)dt| < My ———— ou M, = sup |f"(=)].
L 12n z€la;b)

|— Preuve : Lidse et lo, mome dam@emde@mmwtﬂodedmwmmm@om

@uwaa&bedeﬁmdfmfﬁown%@ QWQWKQAMWWW@@WW@f

—

Le théoréme (19) affirme donc que pour une fonction de classe 42 sur [a;b], on a :
’ 1
[ s = of).

‘ Méthode de Simpson

La méthode des rectangles approchait la courbe par une constante sur chaque intervalle, la mé-
thode des trapeézes par une fonction affine, I’étape logique suivante est d’approcher a ’aide d’un

ay + Apt1 (

morceau de parabole, passant par les points d’abscisse a;,, a;,, et il faut trois points

pour déterminer une parabole).

Autrement dit, on effectue 'approximation de / f(t)dt par
a

o n—1
1,1 = 0> o) + 47 (L) 4+ o)

no = 2

( )
Théoreme 20 (Totalement admis et (Hors-Proaramme)) : Soit f une fonction continue

sur [a;b] (avec a < b).

Alors
S; _b—an_l 4 Ay + agiq
Zn<f)—7;f(ak)+ f(T)‘f‘f(akH ﬁ f
\\
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© 0w N O s W N

e e e e
@ kA W N = O

def simpson_optimize(f, a, b, n):
if n% 2 != 0:
raise ValueError ("Le nombre de sous-intervalles doit &tre pair
pour la méthode de Simpson.")
h = (b = a) / n # Largeur de chaque sous—intervalle
x_values = [a + 1 * h for i in range(n + 1)] # Calcul des valeurs x
f_values = [f(x) for x in x_values] # Stockage des valeurs de f(x)

somme = f_values[0] + f_values[—1] # f(a) + f(b)
for i in range(l, n):
if 1 %2 = 0:

somme += 2 x f_ values[i] # Termes pairs
else:
somme += 4 * f_values[i] # Termes impairs
I = (h / 3) % somme
return I

Figure XXVI.16 — Méthode de Simpson optimisée en stockant les évaluations par f généralement « coti-
teuses ».

De plus, si f € €*([a;b]),

(b—a)® | 4
f(t) dt‘ M ott My, = sup |f¥(z)].
/ f1sont ze[a;b]‘ |

Le théoréme (20) affirme donc que pour une fonction de classe ¢ sur [a;b], on a :

/ab [ dt—Si, (/) = O (%) L2

Q BREVE EXTENSION AUX FONCTIONS A VALEURS COMPLEXES

Définition

-

Détinition & Soit f : [a;b] — C une fonction continue.

On appelle intégrale de f sur [a;b], noté f(t)dt ou f le nombre complexe défini
a;b] [a;b]

G / RS M

par :

it

Exemple 12 : Soit f: R — C
t

(S

OnaRe(f): R — R etIm(f): R — R
t +— cos(t) t +— sin(¢).
\
|2]. Ca commence & étre pas mal mais on a mieux...
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D’ou,

/07r eitdt = /0‘" cos(t)dt + i /0" sin(t) dt = [sin(?)]] + i [~ cos(t)]] = 2i.

Propriétés

Globalement, on va conserver toutes les propriétés sauf celles liées a la relation d’ordre et a la
borne supérieure absentes dans C.

e 2
Proposition 21 : Soient f, g : [a;b] — C, c € [a;b] et X € C.

Linéarité : / (Af+g)(t)dt =X f(t)dt + / g(t)dt.
[asb]

[a;0] [asb]
Relation de Chasles : ft)dt = f(t)dt + f(t)dt.
[a3b] [asc] [c3b]
Inégalité triangulaire : f)ydt] < / |f(t)] dt.
[a;0] [a;0]
\. y

Preuve :

|_Linéarité : On sonit f=Re(f)+iIm(f) & g =Re(g9) +iIm(g), & X\ = u+ iv (awec u,v € R).
&WW%MVM%W%&W@Q'WMW
néelllen.

/ (\f+g)= / (A[Re (f) +iIm (f)] + [Reg + ilm g )
[a;b] [a;b]
:/ (ARe (f) + Reg) + i(\Im (f) + Tm g))
[a;b]

:/ ()\Re(f)+Reg)+i/ (AIm (f) + Im g)
[a3b]

[a;b]

=) Re(f)+/ Reg+i<)\/ Im(f)+/ Img)
[a;b] [a;b] [a;b] [a;b]

:/\( Re(f)—i—i/ Im(f))—i—( Reg—i—i/ Img)
[a;b] [a;b] [a;b] [a;b]
=A / f+ / g

[a;b] [a;0]

Relation de Chasles : & nowsean, i oug%ut décnine f=Re(f)+ilm (f) et dutiliser lo nelation

de Bhanles poun bes fonctions nédles.
Inégalité triangulaire :
e % =0 ddow #l =0 o lo nenulliat est dain ositinité de Q‘m@af nalle avec
r E;g] 4;61 e
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.%é;b]f%OMMWHER%WdQ[ f e

a;b]
/ f=/ f / f
[asb] [asb] [asb]

Rnons g= fe 10 P,ou)b une meilloune winilillivs.

/ f=/ 92/ Re(g)+i/ Im (g).
[a;b] [a;b] [a;b] [a;0]

/ fleR = Im (g) = 0.
[asb]

[a;b]
[asb]

Re(g)z/ Re(fe-i%) < / |fe—i9\=/ 1D on s
(asb] (asb] Re(2)<[2] J[g;] [a:b]
Wﬂbe C1Al£/ H

el? —

— ei@/ f: fefie‘
[a;0] a;0]

Hlors,

On,

a

Tntegralle de fonctions o walenss nedlen

[ A</ .
[asb] [a;b]

—

Remaraues :

— C n’étant pas doté d’une relation naturelle d’ordre, on ne retrouve pour les fonctions a
valeurs complexes ni la propriété de positivité de I'intégrale, ni la croissance de l'intégrale.

— Les formules de I'intégration par parties, de changement de variable, et la formule de Taylor
avec reste intégral se généralisent sans difficulté.

— La formule de Taylor-Lagrange dépendant du théoréme de Rolle n’est plus valable mais
I'inégalité, comme celle des accroissements finis, subsiste pour les fonctions a valeurs com-
plexes.
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