Fewille d exercices n°28 Intégration

Intéaration |

Q PRIMITIVES

Exercice | : Déterminer les fonctions f continues sur [0; 1] vérifiant

/ G dt‘ -/ ) a.

1

. 1

Exercice 2 : Soit f continue sur [0; 1] telle que / ft)dt = 7
0

Montrer que f admet un point fixe.

Exercice 3 : Pour chacune des fonctions suivantes, calculer la valeur moyenne de f sur I'inter-
valle I donné.

1’2— _ .
f:xl—>isurlz[—4;_1]- f=l'H—3xe Zsur I=[-1;3].
33:332
‘ fiaxr— —=surI=[1;4]. ] 3z3 e
5/ @ fiaxr— ————=sur I =[1;4].
1 5Vt 2
‘f=II—>26msurI:[§;1} )
x
f3 IE|—>5E<3JZ2—1)2 SUI'I:[—]_’Q] f: meSUI‘I:[O,l]
= dt
Exercice 4 : Pour z € [0;1], on définit f(:v):/ D)
n

xT

‘ En utilisant la concavité du logarithme, démontrer que :

21In(x)
2 —1

Vo el0;1], Vit e |x?;1], (t—1)<In(t) <t—1.

‘ En déduire que f se prolonge par continuité en 1.
‘ Justifier que f est dérivable sur [0; 1], et calculer sa dérivée.

(t—1)
In(t) d

1
‘ En déduire la valeur de I = /
0

Exercice S : On considere la fonction F définie sur J = |1; +o0[ par

‘ Etudier le sens de variation de F sur J.

1
En utilisant la décroissance de la fonction ¢t +— )2 sur I = ]1;+o0], déterminer
lim F(x).
T—+00
En utilisant I'inégalité 0 < In(¢) < ¢t —1 pour t € I, déterminer lin% F(x).
xr—r
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Fewille d exercices n°28 Intégration

@ SUITES D’INTEGRALES

x
Exercice L : On pose pour n € N et x € ]—E, T [, T, (z)= / tan™(t) dt.
0

2°2
Calculer Ty(z), T, (z), Ty(x).
[2] Trouver une relation de récurrence entre T, o(x) et T,,(z) (n € N).
[3] En déduire Ty, () et Ty, () pour p € N.

Exercice T : On pose pour n € N* et x € R, A, (z) = /OI (14—1752)” dt.
[1] Calculer A, ().
Trouver une relation de récurrence entre A, (z) et A, (z).
‘ En déduire A, (z) pour n = 2,3, 4.

jus

2
Exercice & (Intéarales de Wallis) :  Soit I, = / sin”(t) dt.
0

‘ Etablir une relation de récurrence entre I et I, 4o

En déduire Iy, et Iy, ;.

‘ Montrer que (I,,),,cy  est décroissante et strictement positive.
no

[4] En déduire quel, ~ T,

n—+0oo
[5] Calculer nl, T, ;.
[6] Donner alors un équivalent simple de T,,.

1
Exercice 9 : Pour tout n € N, on pose I, = / x™ sin(mx) dz.
0

1. Calculer I,.

1
<

Montrer que, Vn e N, 0 <1, .
n+1

En déduire lim I,.
n—+0oo

Trouver une relation de récurrence entre I, 5 et I, pour tout entier n > 2.

Al o

Démontrer que 'on a :

202p)! %
m2r+l

(— )k 2(2p)!
m2ht1(2p — 2k)!

Vp = 07 I2p = (_1)17

+
(]

il
(e}

Exercice IO (Lemme de Riemann-Leresaue) :
On suppose que f est une fonction de classe C! sur [a, b].

b
Montrer que lim sin(At) f(t) dt = 0.

A—+o00 A
‘ (***) Redémontrer le méme résultat en supposant simplement que f est continue par mor-

ceaux sur [a,b] (commencer par le cas des fonctions en escaliers).
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Fewille d exercices n°28 Intégration

Exercice | : Déterminer la limite des suites suivantes définies pour n € N* par :
k . < kﬂ') n-l g
- n—1sin [ — ‘ Z v
n2’ n 2 2
e S
1 k=0 n
+n’ =) Z n? +k

Exercice [ : Pour n € N*, déterminer lim L\/EJ
n—-+00 nf

=]
MH

T
=]

[
Ea

T

0

Exercice [3 : Pour tout n € N*, on considere u,, =

1
Expliquer pourquoi on ne peut utiliser le théoreme sur les sommes de Riemann.

‘ En utilisant les variations de f sur [0;1[, montrer que :

k
1

1 1
klm nma
n

Vke[l;n—1],
et

Vkel[0;n—2] dz.

k4l

1 1 < / n 1
i (ke B Va2
En déduire un encadrement de u,, et conclure.

Exercice [+ : Calculer 'intégrale de f : [a,b] — R comme limite de sommes de Riemann-
Darboux dans les cas suivants :
km

[1] f(z) =sin(z) et f(x) = cos(z) sur {0; g] et x;, = o

1
2 x)=—sur [a,b] CRY et x, =aq¢® , k=0,1,...,n (q étant & déterminer),
9 - + k

,k=0,1,....n,

[3] h(z)=a” sur [a,b] , @ >0, etask—a—i—(b—a)E kE=0,1,..,n.
n

Exercice IS : Déterminer la limite des suites suivantes définies pour n € N* par :
n—1 n—1 n—1 n—1
k 1 1 . (km k
1 —. 2 . 3| — sm | — |. 4 ——%.

. 1 &
Exercice |6 : Pour n € N*, déterminer lim —— g [\//;J
n—+00 MN+/MN )
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fewille dexercices n°28 Intégration

n—1
1
Exercice [1 : Pour tout n € N*, on considére u,, = —_—
[1] Expliquer pourquoi on ne peut utiliser le théoréme sur les sommes de Riemann.

‘ En utilisant les variations de f sur [0;1[, montrer que :

Vke[l;n—

k
n 1 1 1
1 y 7d$<*7,
]] A—lvl—xQ n /1_(k)2
et Vke[0;n—2

1 1 B 1
L
]] n /1_(ﬁ)2 /C V1—z2

[3] En déduire un encadrement de u,, et conclure.
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