
Feuille d’exercices n𝑜28 Intégration

Intégration

I PRIMITIVES

Exercice 1 : Déterminer les fonctions 𝑓 continues sur [0 ; 1] vérifiant ∣∫
1

0
𝑓(𝑡) d𝑡∣ = ∫

1

0
|𝑓(𝑡)| d𝑡.

Exercice 2 : Soit 𝑓 continue sur [0 ; 1] telle que ∫
1

0
𝑓(𝑡) d𝑡 = 1

2
.

Montrer que 𝑓 admet un point fixe.

Exercice 3 : Pour chacune des fonctions suivantes, calculer la valeur moyenne de 𝑓 sur l’inter-
valle I donné.

1 𝑓 ∶ 𝑥 ⟼ 5
3𝑥2 sur I = [−4 ; −1].

2 𝑓 ∶ 𝑥 ⟼ 3
5
√

𝑥
sur I = [1 ; 4].

3 𝑓 ∶ 𝑥 ⟼ 2 e𝑥 sur I = [1
2

; 1].

4 𝑓 ∶ 𝑥 ⟼ 𝑥(3𝑥2 − 1)2 sur I = [−1 ; 2].

5 𝑓 ∶ 𝑥 ⟼ −3𝑥 e𝑥2−2 sur I = [−1 ; 3].

6 𝑓 ∶ 𝑥 ⟼ 3𝑥3

5
√

𝑥4 + 2
sur I = [1 ; 4].

7 𝑓 ∶ 𝑥 ⟼ 𝑥2

(8 − 𝑥3)2 sur I = [0 ; 1].

Exercice 4 : Pour 𝑥 ∈ [0 ; 1[, on définit 𝑓(𝑥) = ∫
𝑥2

𝑥

d𝑡
ln(𝑡)

.

1 En utilisant la concavité du logarithme, démontrer que :

∀ 𝑥 ∈ ]0 ; 1[ , ∀ 𝑡 ∈ ]𝑥2 ; 1] , 2 ln(𝑥)
𝑥2 − 1

(𝑡 − 1) ⩽ ln(𝑡) ⩽ 𝑡 − 1.

2 En déduire que 𝑓 se prolonge par continuité en 1.
3 Justifier que 𝑓 est dérivable sur [0 ; 1], et calculer sa dérivée.

4 En déduire la valeur de I = ∫
1

0

(𝑡 − 1)
ln(𝑡)

d𝑡.

Exercice 5 : On considère la fonction F définie sur J = ]1 ; +∞[ par

F(𝑥) = ∫
𝑥2

𝑥

d𝑡
(ln(𝑡))2 .

1 Étudier le sens de variation de F sur J.

2 En utilisant la décroissance de la fonction 𝑡 ⟼ 1
(ln(𝑡))2 sur I = ]1 ; +∞[, déterminer

lim
𝑥→+∞

F(𝑥).

3 En utilisant l’inégalité 0 < ln(𝑡) ⩽ 𝑡 − 1 pour 𝑡 ∈ I, déterminer lim
𝑥→1+

F(𝑥).
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II SUITES D’INTÉGRALES

Exercice 6 : On pose pour 𝑛 ∈ ℕ et 𝑥 ∈ ]−𝜋
2

, 𝜋
2

[, T𝑛(𝑥) = ∫
𝑥

0
tan𝑛(𝑡) d𝑡.

1 Calculer T0(𝑥), T1(𝑥), T2(𝑥).
2 Trouver une relation de récurrence entre T𝑛+2(𝑥) et T𝑛(𝑥) (𝑛 ∈ ℕ).
3 En déduire T2𝑝(𝑥) et T2𝑝+1(𝑥) pour 𝑝 ∈ ℕ.

Exercice 7 : On pose pour 𝑛 ∈ ℕ∗ et 𝑥 ∈ ℝ, A𝑛(𝑥) = ∫
𝑥

0

1
(1 + 𝑡2)𝑛 d𝑡.

1 Calculer A1(𝑥).
2 Trouver une relation de récurrence entre A𝑛+1(𝑥) et A𝑛(𝑥).
3 En déduire A𝑛(𝑥) pour 𝑛 = 2, 3, 4.

Exercice 8 (Intégrales de Wallis) : Soit I𝑛 = ∫
𝜋
2

0
sin𝑛(𝑡) d𝑡.

1 Établir une relation de récurrence entre I𝑛 et I𝑛+2.
2 En déduire I2𝑝 et I2𝑝+1.
3 Montrer que (I𝑛)𝑛∈ℕ𝑛0

est décroissante et strictement positive.
4 En déduire que I𝑛 ∼

𝑛→+∞
I𝑛+1.

5 Calculer 𝑛I𝑛I𝑛+1.
6 Donner alors un équivalent simple de I𝑛.

Exercice 9 : Pour tout 𝑛 ∈ ℕ, on pose I𝑛 = ∫
1

0
𝑥𝑛 sin(𝜋𝑥) d𝑥.

1. Calculer I0.

2. Montrer que, ∀ 𝑛 ∈ ℕ, 0 ⩽ I𝑛 ⩽ 1
𝑛 + 1

.

3. En déduire lim
𝑛→+∞

I𝑛.
4. Trouver une relation de récurrence entre I𝑛−2 et I𝑛 pour tout entier 𝑛 ⩾ 2.
5. Démontrer que l’on a :

∀ 𝑝 ⩾ 0, I2𝑝 = (−1)𝑝 2(2𝑝)!
𝜋2𝑝+1 +

𝑝−1

∑
𝑘=0

(−1)𝑘 2(2𝑝)!
𝜋2𝑘+1(2𝑝 − 2𝑘)!

.

Exercice 10 (Lemme de Riemann-Lebesgue) :

1 On suppose que 𝑓 est une fonction de classe C1 sur [𝑎, 𝑏].

Montrer que lim
𝜆→+∞

∫
𝑏

𝑎
sin(𝜆𝑡)𝑓(𝑡) d𝑡 = 0.

2 (***) Redémontrer le même résultat en supposant simplement que 𝑓 est continue par mor-
ceaux sur [𝑎, 𝑏] (commencer par le cas des fonctions en escaliers).
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III SOMMES DE RIEMANN

Exercice 11 : Déterminer la limite des suites suivantes définies pour 𝑛 ∈ ℕ∗ par :

1
𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑘
𝑛2 .

2
𝑛−1
∑
𝑘=0

1
𝑘 + 𝑛

.

3
𝑛−1
∑
𝑘=0

sin (𝑘𝜋
𝑛

)

𝑛
.

4
𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑘
𝑘2 + 𝑛2 .

5
𝑛

∑
𝑘=1

𝑛 + 𝑘
𝑛2 + 𝑘

Exercice 12 : Pour 𝑛 ∈ ℕ∗, déterminer lim
𝑛→+∞

1
𝑛

√
𝑛

𝑛
∑
𝑘=1

⌊
√

𝑘⌋.

Exercice 13 : Pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗, on considère 𝑢𝑛 =
𝑛−1
∑
𝑘=1

1√
𝑛2 − 𝑘2

.

1 Expliquer pourquoi on ne peut utiliser le théorème sur les sommes de Riemann.
2 En utilisant les variations de 𝑓 sur [0 ; 1[, montrer que :

∀ 𝑘 ∈ J1 ; 𝑛 − 1K , ∫
𝑘
𝑛

𝑘−1
𝑛

1√
1 − 𝑥2

d𝑥 ⩽ 1
𝑛

1

√1 − ( 𝑘
𝑛)2

,

et

∀ 𝑘 ∈ J0 ; 𝑛 − 2K , 1
𝑛

1

√1 − ( 𝑘
𝑛)2

⩽ ∫
𝑘+1

𝑛

𝑘
𝑛

1√
1 − 𝑥2

d𝑥.

3 En déduire un encadrement de 𝑢𝑛 et conclure.

Exercice 14 : Calculer l’intégrale de 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ comme limite de sommes de Riemann-
Darboux dans les cas suivants :

1 𝑓(𝑥) = sin(𝑥) et 𝑓(𝑥) = cos(𝑥) sur [0 ; 𝜋
2

] et 𝑥𝑘 = 𝑘𝜋
2𝑛

, 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑛,

2 𝑔(𝑥) = 1
𝑥

sur [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ∗
+ et 𝑥𝑘 = 𝑎𝑞𝑘 , 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑛 (𝑞 étant à déterminer),

3 ℎ(𝑥) = 𝛼𝑥 sur [𝑎, 𝑏] , 𝛼 > 0, et 𝑥𝑘 = 𝑎 + (𝑏 − 𝑎). 𝑘
𝑛
, 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑛.

Exercice 15 : Déterminer la limite des suites suivantes définies pour 𝑛 ∈ ℕ∗ par :

1
𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑘
𝑛2 . 2

𝑛−1
∑
𝑘=0

1
𝑘 + 𝑛

. 3
1
𝑛

𝑛−1
∑
𝑘=0

sin (𝑘𝜋
𝑛

). 4
𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑘
𝑘2 + 𝑛2 .

Exercice 16 : Pour 𝑛 ∈ ℕ∗, déterminer lim
𝑛→+∞

1
𝑛

√
𝑛

𝑛
∑
𝑘=1

⌊
√

𝑘⌋.
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Exercice 17 : Pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗, on considère 𝑢𝑛 =
𝑛−1
∑
𝑘=1

1√
𝑛2 − 𝑘2

.

1 Expliquer pourquoi on ne peut utiliser le théorème sur les sommes de Riemann.
2 En utilisant les variations de 𝑓 sur [0 ; 1[, montrer que :

∀ 𝑘 ∈ J1 ; 𝑛 − 1K , ∫
𝑘
𝑛

𝑘−1
𝑛

1√
1 − 𝑥2

d𝑥 ⩽ 1
𝑛

1

√1 − ( 𝑘
𝑛)2

,

et ∀ 𝑘 ∈ J0 ; 𝑛 − 2K , 1
𝑛

1

√1 − ( 𝑘
𝑛)2

⩽ ∫
𝑘+1

𝑛

𝑘
𝑛

1√
1 − 𝑥2

d𝑥.

3 En déduire un encadrement de 𝑢𝑛 et conclure.
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