Fewille d exercices n°28 Intégration

INtéaration

Q PRIMITIVES

Exercice | : Déterminer les fonctions f continues sur [0; 1] vérifiant

/ 0 ] - / ) a.

1
Correction : % / ft)dt >0,
0

/Olf(t)dt‘—/01|f(t)|dt — /Olf(t)dt—/lf(t)dt = /1(|f(t)|—f(t))dt_()

0

= |f|—f=0<@o¢@muw@mewd'0nbéﬁnaﬂew)

= f=Ifl = f>0

1 1
5%/0 f(t)dtgo,@?m,/o —f(£)dt > 0 ok diapnes ce qui précede, f ent sollubion si b seulement sl —f = |—f|
ouw encore f < 0.

En nesums, fmtw&mM@mﬂmg@Mf%tdgwmmm[OAL

1

. 1

Exercice 2 : Soit f continue sur [0; 1] telle que / f(t)dt = 7
0

Montrer que f admet un point fixe.

Correction : %, powy T € [0;1] g(z) = f(z) — ca,%boombww sun [051] ef

.[1g(a:)da:/01f(z)dx/01xdx;;0'

ﬁgw@wmgmwwmmm;ua&wmﬂem[0;1mebc1wg
Sounmggzkom%edem%mem[o,l}&&Md@mﬁam@mwvmmmwgawu&emm
@q/nbbow@@%oob, g@'wwnuﬁemmnbwne@owm[ﬁ;ﬂweﬂm fodﬂn&m«nounbmw%«mdm
[051].

Exercice 3 : Pour chacune des fonctions suivantes, calculer la valeur moyenne de f sur I'inter-
valle I donné.

f: xl—>3i2surlz[—4;_1]_ fraxr— 2322 —1)?sur 1= [-1;2].
x
. ) — .
f wl—>5j_surI:[1;4]. f+axr— —3ze sur I =[—1;3].
x
1 33
f:_']}|_>2elsur:[:|:§;]_:|. @ fmeSUI‘I:[l,éL]
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Fewille d exercices n°28 Intégration

2

X
f: mesurI:[O,l]

2

Exercice 4+ : Pour z € [0;1], on définit f(x) = / 1:(1)'

En utilisant la concavité du logarithme, démontrer que :

21n(z)

Vzelo;1[, Vtelz?;1], R

(t—1) <In(t) <t—1.

En déduire que f se prolonge par continuité en 1.
Justifier que f est dérivable sur [0; 1], et calculer sa dérivée.

1
t—1

En déduire la valeur de I = / ( ) dt.
b In(t)

Correction :
conde.

&m&»wd%ﬁad‘aﬁm Lﬂe%tm%mwuwﬂmmlamm
de lo, conde neiant (22,1 (22)) & (1,In1).
i'wmde%wﬁg@%tmw@@gmtht—utoﬂed@@@mw@@@mm

In(2?)—1In1
t —(t—1).
== ( )

@nmwaﬁmdwmwwwwwwwxz<x
@mad@n@,wa}<19tt€[JJQ,JJ]C[JCZ,I],

1 - 1 <:c2—1>< 1
t—1 " In(t) " 2In(z) " t—1

?mm@&@%@mmm%uﬁmwwmﬂgﬁamm

2

/m el dt <f<x)</m dt
| 2In(z) " t—1 S ), t=1

(In|z? —1| —Injz —1]) < f(z) <In|2? — 1| —In|z — 1].

2?2 —1
21n(z)

Bomme 1I1‘£L‘2—1|Zln‘l‘—”—‘rln(m—l—l),mo@t{@nb@/ngi/w:

(x—1) " (x+1)In(z+1)
In(x) 2

%w@xwwauwwwﬁu@f@mmln(z)wxmm 1.
@nr@uﬁdomorfm?un&amfrmmﬂmumémlmwtf(l):m@).

Pasons poun, @ € [0:1] F(a:):/orlntt)dt.
Emwwm@mmwa%me%@m@m@% 0;1]
@QPPM, f(z) = F (¢?) = F(x) entroine que f et olle-aussi denimalle sun [0;1], a;@@ﬂw;nm
W@@W%‘pﬂ?&mmml.
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Fewille d exercices n°28 Intégration

Jo deninse sun 10 1], vauk alons :
’—x’x—'ac:zx—l:x_l
f(@) = 208" (22) — F(w) In(22) In(z) In(z)’
@'WQ@&WV@@A’M@f’mm&mwfw%l(aml)ﬁ’mﬁem
@Wwd‘mmfmwmmaﬂumlmf/(l)zl
.%W@Wwwf%t@%mﬂ%l [0;1]&'@?9@@@%@5%&@%@@.

@“11“’9’” Kcyndam,@n.tazma/duv@d’emgnt

1:/0 F/(t)dt = f(1) — £(0) = In2.

Exercice S : On considére la fonction F définie sur J = |1; +o0[ par

Etudier le sens de variation de F sur J.

1
En utilisant la décroissance de la fonction ¢t +— )2 sur I = ]1;+o0], déterminer
n
lim F(z).
T—+00
En utilisant I'inégalité 0 < In(t) < t — 1 pour ¢ € I, déterminer 11I{1+ F(x).
r—

Correction :

[1] %t a un disment de J. On, inbroduit f(x) /h dt@«br&wmww

Ror, composition, F est de Jasse €1 o
F'(z) = ' (z)f (v(x)) — o () f (u(x) = v (2)h(v(z)) — v (2)h(u(z)).
ﬂ’mwmmw F oot de danse €1 nun J ef na déninse vaub

P 2z B 1 _ r—2
Fo= (In(22))® (n(2))2 ~ 2(In(z))?’

GWWMO[U@F@WM]MLMWM[27+oo[.
g)ouanJ,cmoJméx?

1 - 2
@eM%Wthwmm@m@m@e [z, 2?].

@%%WWWMJSE[JS,I‘QL

o1
(In(z)2)> ~ (In(t))? = (In(z))?’

Onwwew&emwﬁom%mexetx &Wmmmomoede@w&yaﬁaﬂemm

IZ—I 2—

Une? =S Wl

s & bend wvens 400 :

lim F(z) = 4o0.

T—+00
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Fewille d exercices n°28 Intégration

1 . 1
(In(#)* =~ (¢ —1)*

@nimbéﬁ)v@oe&eﬁ@ao&iémxetx%wxEI(W%Ima@&mo&hbx<x2)&o«v
bLOU/U@:

F@) > {1]:2 _

t—1

3 x 7 ~ . . .
€m$lir?+$2_1—+m,ge%m@dewmmmdmmww.

lim F(z) = +occ.
Q SUITES D’INTEGRALES

1T
Exercice &£ : On pose pour n € N et x € ]—g, T [, T, (z)= / tan”(t) dt.
0

x
x2—1

Calculer Ty(x), Ty (z), Ty(z).

Trouver une relation de récurrence entre T, ,(z) et T, () (n € N).
En déduire Ty, (z) et Ty, () pour p € N.

Correction :
o Ty(z) =

—In|cos(z)|.

x

tan?(t) dt = /m(l +tan?(t)) dt — / dt = tan(z) — x.

0 0 0

SewgompummHtan”metthaanéqubdecﬂomézﬁl m}—g,g[ﬂﬂm@bdu@aﬁrmw

o Ty(z)=

[ ]

H
-
=
S
N—
[

-t
oY)

=
=
o,
~
[

-
Tn+2(m)=/ tan™*2(t) dt
0

= / tan™(t) x tan?(t) dt
0

xr I xr
= / tan™(t) x (1 4 tan?(t)) dt — / tan™(t) dt
o T 0

—

tan™(t) x tan(t)]: — /T (1 + tan®(t)) tan™ 1 ¢ x tan(t) dt — T, ()
0

an"“‘l(m) -n (Tn(x) + Tn+2 ($)> - Tn(m)
an™"!(z) — (n+1)T, () — nT, 5(x)

&+

Done, (n+1)T,,,5(x) = tan™ () — (n + 1)T,, ().

T, 5(2) = —— tan™1(z) — T, ().

n+1
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fewille dexercices n°28

Isl E.

ﬁau%mrwdunmwwwwt@mmoﬁmocﬂ@r&am:

T,0) + Tyle) = [ @+ [ a2 ar
0

0

/ z(tan”(t) + tan™*2(t)) dt
0

/ (1 + tan?(¢)) tan™(t) dt
0

.
[ tan"1(t)
n+1 0

o T4(z) = —tan®(z) — 1tan 3(x) + tan(z) — .
5 3

o%wmwmwmw

1
VpeN T pz MH n? g | + (=1)Pz.
(@ o Qk +1
De mome o les, termen indices VW :

e T, (x) = —In|cos(z)|.

e Ty(z) = %tanQ(x) + In | cos(x)|.

o T.(z)= itan‘l(x) — %tanQ(x) —In | cos(x)|.

* - (_1>p+k 2k +1
e VpeN, Ty ()= Z ok tan®®(z) | + (—=1)P"! In | cos(x)|.
k=1
v 1
Exercice T : On pose pour n € N* et z € R, A, (z) = / - dt.
b (1+12)

Calculer A, (z).
Trouver une relation de récurrence entre A, () et A, (z).
En déduire A, (z) pour n = 2,3, 4.

NE]

Exercice 8 (Intéarales de Wallis) :  Soit [, = / sin” () dt.
0

Etablir une relation de récurrence entre I, et I,

En déduire I, et I, 4.

Montrer que (In)neNn0 est décroissante et strictement positive.
En déduire que I,, ~ I, ;.

n—+oo
Calculer nI,,_ 1I,,.

== =& =

Donner alors un équivalent simple de I,,.
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Fewille d exercices n°28 Intégration

Correction :
n-+1

[1] B IPP, Lo = =l
2] 10_ & =1

B (21)—1)><(2p—3)><~--><1I o 2pt o7
P px (2p—2)x--x2 0 22p(ph)2 2’
2p X (2p —2) X - x 2 227 (p!)?

1 = =
T ) x (2p—1) x - x 11T (2p+1)!

8] & negardant bintegrande.
4] @WQ@WW@ 0<1,,5 <L, <I, donc

n+1 :In+2 <1n+1 <1
n+ 2 I I

n

n

£ n+1
FJO)L n—)oo

Qp —17 2p 0w
5] (2»— 1)1, 10, = =53 & Plylan =5y

2p+12
n ™
&Lwn/cpummnj nn+1 n+1§,wwwmb@d@rwnmPMWNmo&
Commentaires : emn/m,e In+2 = +2 I,, on [ueuJJ aubssi démonbren c}u/a (7L+1)In_11n = 5 en monfrank

(n + 2)In+21

n+1 .
que N7 1. L e que DI . I .
monbrhank CES N e lo, suite ((TZ-F )] S n)n&N enb conslonte & non [remien tervme
s
1><1110:§_
~ 2 _n.m
@ gom/m;e I, e In+1, nl? ety ”Inln+1 — pas

On on déduib que I, ~ o J—  ~ 1.
e C}M@ " p—stoo 2(n—|—1) n—+oo \l 2n

1
Exercice 9 : Pour tout n € N, on pose I, = / x™ sin(mx) dz.
0

1. Calculer I,.

1
2. Montrer que, Vn e N, 0 <1, < T
3. En déduire lim I,.
n—-+00
4. Trouver une relation de récurrence entre I, , et I, pour tout entier n > 2.
5. Démontrer que 'on a :
p—1
_ 2(2p)!
Vp > 07 12p - <_ 7T2p+1 + ; 7-[-2k+1 2p _ Qk)

Exercice IO (Lemme de Riemann-Leresague) :

‘ On suppose que f est une fonction de classe C! sur [a, b].

b
Montrer que lim sin(At) f(t) dt = 0.

A—+oo
(***) Redémontrer le méme résultat en supposant simplement que f est continue par mor-
ceaux sur [a,b] (commencer par le cas des fonctions en escaliers).

Correction :
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Fewille d exercices n°28 Intégration

g:)u}\bctuef%tdecfabbecl [a,b], on ‘ng%wm WWWWMW

A>0:

1 /
< Strai+ i+ [ 1o,

. 1
(t)sm()\t)dt‘ ’)\( [cos(At) f /f cos(At) dt)

b
@mmWwMowAw%+m@m/ f(t)sin(At) dt tend, vens 0

C}uu/nd/\b@ndm—ﬁ—oo
/bsin()\t)dt’—

fewﬂb@%tc@amuf:meAm,

WWWWWW@@MM&@&WOI%—d—WWWW
%.COP/\P)'LI).

?@aﬁoﬁbfwm@o#@mw@mvmmm[a,b]
?W€>O.®%W%'£Wbbmgo¢wﬂm%m&mgm[a,b]teW/ecTu,e

>

Vae [a’b]v |f(l‘) _9('75)‘ <

fpou)v/\>0,0fma/aﬂohb,

b
(f( ) —g(t)) sin(At) dt+/ g(t)sin(At) dt‘

/|f (t)] dt + a

/a g(t)sin(\t) dt| .

) sin(At) dt’

<(b—a)

+ /b g(t) sin(At) dt‘

a

b
/ g(t)sin(At) dt

5
2(b—a)

Mw@mmgﬁem&uxmm&wﬁwgmmmm&m

JA>0/VAeER, (A>A=

/a b g(t) sin(A) dt‘ < %).

b
, e € )
(t)Sln(/\t)dt‘ < §+§ =c @%a/mxynbwctue

Ve>0,3A>0/VAeER (A>A=

(t) sin(At) dt’ <e),

etdm@q/qe /abf(t)sin()\t)dt tend, wers 0 (Tuo/nd A lend, wens +00.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier ﬂ PTSI Vinci - 2023



Fewille d exercices n°28 Intégration

Exercice | : Déterminer la limite des suites suivantes définies pour n € N* par :
—1 k n—1
k . 4l k
aBae nzlsm(;) oy
—0 EE—
w1 k=0 " n+k
2 .
£ k +n . Z ’I’L2 + k

Correction : St n e N*.

&Wflszx,m@;

1
&W\LfQ:me,ma

n—1 k 1 n—1 % 1 n—1 k }
;Ok2+n2zﬁkz::0 > Zf“(n)’w

Sﬁemun%tdmumwmde%mmmodéed&,gomwﬂmf4mm@mwvw% [0;1].

n—1 1 1
. . k - - t 1 9 1
En condusion :  lim E 7]62 i / fa(t)dt = /0 71 dt = { In(t* + 1):| . 5 In 2.

n—+o00

. ge%%trobwwmmede%wmmm @%b@nbewm@nmd)v@m;@nbobwbgqn?e ngk\ ,

n+k n+k n+k
n24+n n2+k > n2

&meﬂmtﬂm

1 " " n+k 1 &
n? +n & 2
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Fewille d exercices n°28 Intégration

1 ((n+1)+2n)n< <i((n+1)+2n)n

n?4+n 2 SUn S o 2 ’
3n+1 3n+1 3n+1 3n+1 3
et@-moﬁmgnt 2 <, < .0 o tendent tous dewcs wers =. D
“n+ 1) NS o TV ot ) m g o Un
3
n
Exercice [ : Pour n € N*, déterminer lim Z L J
n—+o0o n k

Correction : fpmlgkgn, \/%—1<\_\/£J<\/get%bmmmmntj

1 n 1 1 n
— Vk— — <u, < —= Vk.

1 1S [k
anmm%ofmmoet&wmde‘% Z == ~ tond, vows
k k:l

1

Vrdr ==

0
Done, tim —— " [VE| 2

/n~>+oon\/ﬁk:1 2

Exercice [3 : Pour tout n € N*, on considere u,, = Z —_—_
— Vn? — k?

Expliquer pourquoi on ne peut utiliser le théoreme sur les sommes de Riemann.
En utilisant les variations de f sur [0; 1], montrer que :

k:

1

1 1
kl\/l—x2 E /1_(ﬁ)2’
n

Vke[l;n—1],

et

1 1 e 1
Vke[0;n—2 ,——g/ Y dx
N T

En déduire un encadrement de u,, et conclure.

Correction :

Tout d'abbord, u,,

S 1 1 - 1

:kz::l\/ank‘Q:ﬁ; /17(%)2: 1;_:1]0( ) Qc):\/lfoIwwL
xz € [0,1].
famunwme@%ﬁwy@mmde%mavmmwa%wmf
mmo%wmwﬁw%@ommmlwwmmm[o;l],wmwmm

@nu'%MmmPnog»mmtdugo&%ef%LMm[O,l[.

k—1 k} 1 - 1

\/171‘2\\/17(%)2

Pour 1<k<n—1: Vx E{
n

n

k k
n 1 1 n 1 1
Ror, croinsance de Links o()»bu@n,t/ dz < / dr = ————.
P i vIsa T e iy
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Isl E.

Feuille d exercices n°28
1
Pour 1 <k<n—2: Vﬂce =
\/1 1 —x
11 e S
o) ) I Miomk n n
Jon mo«mmoedegqmbe%noﬁe, omn . \/1 = (E)2 \/1 — A dx < /ﬁ — dax.
n n n n

&Wﬁ%mmﬂa&mw&wkzﬂdn—Zmo@Umt:
1n72 1 n—2 ktl 1
ﬁ; 1 2<Z \/17172(:11‘

— (ke 1=

|
Sl 3

3

1 1 !
B R Y
S
u<arcsin(1—l>—l+#
ne n) n an—1
&%Wn/rwnb&m he imégalilé I k=1lan—1 on a aussi :
I\)wﬂnw)w W

r<— ) ——m—
= /L V1 = EEL /1 (B)2

Gfmwﬂo/mmut,VnGN*,
w(1-1) <y <o (1-1) 141
arcsin - — ) X U, S arcsm —_ — —_ — —_—.
n n no y2n—1
N el

0

n—+oo

Qua/n,d/nb@ndwlb+oo I\a)boombi/n,u,{l}édearcsinml Qe@dmmmymﬂmmdeopbe/nmdfwm@mtb@ndgnb
*@Wgetﬁeo’wned/@rmdwmmd&m%dedmbﬂue nnewco'n/ueh%eet

wens arcsin(1)

=arcsin (1) = 3

n—1 1
lim ——
n—+o0o ; ‘/Tl2 _ kZ
| = R comme limite de sommes de Riemann-

Exercice [+ : Calculer l'intégrale de f : [a,b

Darboux dans les cas suivants :
km

[1] f(z) =sin(x) et f(x) = cos(z) sur {0; g] et z;, = o

k=0,1,...,n (q étant & déterminer),

,k=0,1,....n,

[2] g(z :—sur[ab]C[R*etxk—aq

h(z) = a® sur [a,b] , a >0, et azk:a-l—(b—a).ﬁ, k=0,1,...n
n

Correction :

[0 O colud dions [ . o o hsonamo do Raomann Dorbouce s o b o

Sn = (Tpgr — 21) - fg)-
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Fewille d exercices n°28 Intégration

Eew%tmm%@mmwd@ms :(1—@)1_%2"8@%@0@%%‘%%@%
. z . . .
ej:l?leZ(%I\ocﬂ/n,t :7@% Wuao)@ml et dt =1+1.
Mois €t = cost + isint mﬂ/o costdt+/0 lsintdtzl—i-i. %wamn%wgmmww&ﬂ%
2 2.
etVnwxa&maM%ombw«we:/o costdtzld:/o sintdt = 1.

@nmxk:aqkwwm&m%:a m,{biﬁgqmtou}omzn:bdmwaqn:b,doﬁwq":*
n—1

w;q—(f) Nous Rerchons, o, limite de S/, = Z(a:,m xk)%%t%%t[mwmde

mnr;mcwes; n(g—1). JMW%WWH—)+OOO%£P@J@W%QW@
b ; %— am[vobamb 7et%wmﬂuam.tc1ue@mopﬁeﬂut
1

n: S, =n(g—1) :n((*)ﬁ_l) =n(en!
= (“1“* 1)%1né:lnb—lna.@cymo/ —:lnb—lna.
U a a t

Q

unvboumdowmmww&mw;@wﬂe S) =

d@'owed%mm@,?éwmébuﬂwwhdwmd'owmmg@mm

b ab aa
e — e
atdt = ——.
«Q

a

Exercice IS : Déterminer la limite des suites suivantes définies pour n € N* par :

n—1 k n—1 1 ln—l ‘ k‘ﬂ' n—1 k‘
2 B ﬁz“(ﬁ) A2 o

Correction : Joit n e N*.

k=0 k=0

&W\tf3:xl—>sin(x),mo,:

km
"lem(n> i(;nzlﬂ“(h)) i(;"if?)(m)) mi[sma)dt:i.

k=0
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Fewille d exercices n°28 Intégration

&Wun%dmwwwmvmde%mmaméQd@@gokmmf4mwgmw%[0;1].
_ =k ! t 1 LS|
En condusion :  lim ZM:/O f4(t)dt:/o = |:21n(t2+1):|0221n2.

—+
n o0 =0

. 1 &
Exercice |6 : Pour n € N*, déterminer lim —— [\/EJ
n—-+oo n\/ﬁ )

Correction : gaou)z,lgkgn, ﬁ—lg\‘\/gjg\/get%mnl}

1 & 1 1 &
— > V- —=<u, < —=> V&

anmm%qimmoet&»mdeﬂmii 12\/>
k=

1 Vn ny/n £ n
/ vV dr = §
0 2

D 3

Exercice 1 : Pour tout n € N*, on considére u

=Y
! =1 vVn?® — Iz
Expliquer pourquoi on ne peut utiliser le théoréeme sur les sommes de Riemann.

En utilisant les variations de fsur [0;1[, montrer que :

k
n 1 1 1
Vke[l:n— P —
: - k= 1\/1—x2 nL/1— (k)2
1 1 B 1
et Vke[0;n—2], —————= < o da
n

En déduire un encadrement de u,, et conclure.

Correction :
n—1 1 n—1 1 1 n k X B 1
. LCouJLd/oﬂ'ohd, u, —Z *I@ 5,; & = n1;f<n)’w f(x)_iﬁ_;ﬂ pow
xz € [0,1[

U,L%tdme%ecWwambwmde%marmwm@W@Qa@Mmfm
MWW%IMWWM[O;ILWWWWM%L
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k
1 n 1
I1<k<n—1, —— du.
W n 1_(&)2 k—1 Vl—IQ *
n n
13 1
=u
=RV TP
k
S
— dx u,
e Joio1 JT—g2 ~ "

1

1 n 1
7< -
1= (k)2 /E V1—a?

Isl E.

dx, &

1

3\>—A

n—2 1
\/17 & \/n2 (n—1)2

1
1 V1-— x2 \/ 2n —
= arcsin ( ) — arcsin ( )
2n —

1 1
Done,  arcsin (1 — ﬁ) =u,, < arcsin (1 — —) — arcsin ( )
n

Quc/md,nb@ndww+oo,?/%dwmmemﬁ'mdeo&@nmdwmt@ndmbwwarcsm(l)—

. T
3 —§,etd;0/n/o
unb@r@mg:

2n—

. T
lim —

n—>+ook§::1 vVn2 — k2 - 2

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier 13 | PTSI Vinci - 2023



	Feuille d'exercices no28: Intégration

