Devsin en temps libre n°16 Pae to 21/10

E spaces vectoriels

Exercice | : Dans le quadrillage N2, on appelle chemin croissant tout parcours qui suit le qua-
drillage en se déplacant uniquement vers la droite et vers le haut.

Soient A et B les points de coordonnées (0,0) et (n,p).
‘ Combien de chemins croissants y a-t-il pour aller de A a B.

On appelle chemin strictement croissant reliant A & B les chemins tels qu’on ne fait jamais
deux pas consécutifs vers la droite.

Combien y a-t-il de tels chemins ?

Exercice 2 (PolynSmes de Leaendre) :

Pour tout n € N, on considere I’ensemble E,, des polynomes a coefficients réels de degré n au
plus.

On pose pour tout k € N,

fro By — RX]
P +— (X2-1)P" +2XP' —k(k+1)P

‘ @ Montrer que E,, est un sous-espace vectoriel de R[X].
@ Montrer que f,, est un endomorphisme de E,,.

Pour tout k € N, on pose P, = (X2 — 1) et L, = P;gk).
(+) Déterminer le degré de L.

(1) En remarquant que X?> —1 = (X — 1)(X + 1) et en utilisant la formule de Leibniz,
déterminer L, (1) et L,,(—1).
(<) Montrer que P, = (X? —1)" vérifie : (X* —1)P" —2nXP = 0.

En déduire que L,, € ker f,,.

Exercice 3 : Soient E,F, G sont trois K-espaces vectoriels, f € £(E;F) et g, h € £(F;G).
Montrer que ker (go f) = ker (heo f) < Im(f)Nker(g) =Im(f)Nker(h).
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