Planche d, exencices

Fichiers AlglLin-DimFinie 8, B et ¢ |

EXERCICES FACILES :

Exercice | : Soit E = F(R,R). On considere :
— F={f€E f(1) =0};
— G={f€E,JaeRVreR,flzx)=ax}.
Montrer que E =F & G.

Correction :
— F &t G nonb des new.
- FNG = {0} vmmédiaL.
- @«»Q,FGBGCE.JULMWECF@G.
Soit ¢ € F(R,R). Poons f:a 5 dlz) —d(1)z o g: x> ¢(1).
Onabien fEF, geGet ¢=f+g Dono feFa G OED

Exercice 2. : Soit E = R%. On consideére :

— F={(a,20,3a),a € R};
— G={(u+v,u+wv,u),uv € R}
Montrer que E =F & G.

Correction :

— F &b G sonk des sew.
- @naF—FGCE.ﬂﬂzo’nbwnbc?u@ECF@G.

it (2,7, 2)R3. @ncﬂmgﬁefEnggGGbefbw (x,y,2)=f+g.
eommefGF,itheae[Rkﬂwf:(a,2a,3a).

EO/WMQEG,iEe/Jo‘Jate’u,UERbe()/ct/wefZ(u—i—v,u—i-U,u).

at+ut+v=x a=—x+y
(r,y,2)=f4+9 <= 2a+u+v=y <<= Su=3rx—3y+=z
3at+u==z v=—r+2y—=z

(I,y,z)%LMWU&@@W@@W%W&WW@F@C&WW@G.
@m%WWF&GW%WW&WECF@G.Qﬁ@

Exercice 3 : Soient F = {(z,y,2,t) e R,z — 2y =0} et G = {(z,y,2,t) € R*, 2 + 22 + 3t = 0}.
Montrer que F et G sont des sev de R*. Sont-ils supplémentaires ?

Exercice 4 : Soit E un K-ev, et F, G deux sev de E.

On considere H un supplémentaire de F N G dans G.

Montrer que F + G = F @ H.

Exercice S : Soit E = R3.

On considére u = (—12,—2,5), v = (2,—1,4), w = (5,0, 1).

L’un des vecteurs est-il combinaison linéaire des autres ?
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Planche d, exencices

Définir vect (u) et vect (v, w).

Montrer que vect (u) @ vect (v, w) = E.
Exercice &£ : On considere les vecteurs v; = (1,0,0,1), v, = (0,0,1,0), v3 = (0,1,0,0),
vy = (0,0,0,1), vs = (0,1,0,1) dans R.

Vect{vy, vy} et Vect{vs} sont-ils supplémentaires dans R* ?

Méme question avec Vect{v,, vy} et Vect{v,, vs}.

Exercice 7 : Soit E = RF. Pour tout n € N, on pose f, : z - 2™,
Montrer que (fy, ..., f,,) est libre.
En déduire dim E.

Exercice & : Montrer que les vecteurs v; = (0,1,1), vy = (1,0,1) et v43 = (1,1,0) forment une
base de R3.

Trouver les composantes du vecteur w = (1,1,1) dans cette base (v, vy, v3).
Correction : EPMWMWQ@W {1)1,1)2,’03} %EW@OMWQ%@MWLWCQI@M
ent libne o genenabice.

JULWW%Q@@@QW@Z@ {vy,vy,v3} et Uilbne. ?mbumewm&m&mmwavl+bv2+w3:0,
mmm%'aﬁmb&bwe@ma,b,cmm&ﬂa&@mm&%ﬁo:(o,o,m

avy + bvy + cvz = (0,0,0)
= a(0,1,1) +b(1,0,1) + ¢(1,1,0) = (0,0,0)
< (b+c,a+c,a+b)=(0,0,0)

b+c¢c=0 a=0
<~ sa+c=0 <~ <b=0
a+b=0 c=0

ﬁmuwe%am%a:b:c:oj%w@%ww%w
Jmmw&,@amm{vl,vz,%}%tﬁénm. Rur %‘meu:(x,y,z) de R3

o%doitthou/ue)ba,b,CERbeﬂbwavl+b02+0’U3:U.

avy + bvy + cvg = v
< a(0,1,1) +b(1,0,1) + ¢(1,1,0) = (z,y, 2)
= (b+c,a+c,a+b)=(z,y,2)

b+c=ux b+c=a (L))
= qa+tc=y (L) <<= <at+c=y
at+b=z (Lg) b—c=z—y (Lj) = (L3 —Ly)

1
W—wtz—y (L +14) a=-(—z+y+2)

= <atec=y = Sb==(r—y+2)
2e=a—(:—y) (Lj—Lj)

c=§(x+y—z)

1 1 1
Run a = 5(—x+y+z), b = i(ﬂc—y—i—z), c = §(x+y—z) nous avons done la nelabion

av, + bvy + cvg = (2,9, 2) = v. Done b Ka/m»?ﬂe {v1, 09,03} enk ca@mehabwoe
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Planche d, exencices

To famifle. oot Uine. o qénsnatrice. done cest une base.
g:)(}u)bé(‘)u)lew:(1,1,1)%?;@@0@(UI,U2,U3)MPMLW)WQ6W\BWMMd&/NBQQWL
av1+bvz+cv3:w.ﬂfLaw%gawaQ'mmdéj@wo&»rmwm(x,y,z),@m i

WQ@,W 1,1,1) Q@w&nm%tazé, b:%, c:% Foubrement dik %u1+

hmmwm%&m(vl,vz,vg)mm(; ; ;)

1 1

2 2U3 = w.

Exercice 9 : Montrer que les vecteurs v; = (1,1,1), v, = (—1,1,0) et vy = (1,0, —1) forment
une base de R3.

Trouver les composantes du vecteur e; = (1,0,0), e = (0,1,0), e3 = (0,0,1) et w = (1,2,—-3)
dans cette base (vq,vq,v3).

Correction : Jotons B lo, base (v, vy, v4).

WWQ dmmoeﬁe@ab@gmw&ugbdmvww elzévl—%v2+%v3.50%coondmvmé%dmm
lo base B sont (1,—1 1)

37 373
2 121
€y = =V + =Uy + v3 Jer coondonnéen dans B sonk (=, =, = ).
3 3 3'33
S - % ooohdofmné%du/nbﬂbmb(**lfg)
€3 = 301~ 3¥ 31)3. S 373 3)

%MWWWMWWwZ(LQ,—S) M%@Q}Lw:€1+2€2—363 d,OerQILO)L
1 1 1 1 2 1 1 1 2

ot caleuls Pnewdynbu W= g gl + 3V + 2(5111 + V2 + §v3) — 3(501 — gl §U3) = 20, + 3vs. NS

coondomnsen de w dams B sonk (0,2, 3).

Exercice |O : Dans R3, donner un exemple de famille libre qui n’est pas génératrice.

Donner un exemple de famille génératrice qui n’est pas libre.

Correction : %W%W {(1,0,0),(0,1,0)} est libre dans R® mais pas qensnabice.
fa@wrmﬂ@@ {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), (1,1, 1)} sl génénatnice dams K? mmwm

Exercice [l : Vrai ou faux?
On désigne par E un R-espace vectoriel de dimension finie.
Si les vecteurs x, y, z sont deux & deux non colinéaires, alors la famille x, ¥y, z est libre.

Soit zy, Ty, ..., z,, une famille de vecteurs. Si aucun n’est une combinaison linéaire des autres,
la famille est libre.

Correction :

. (1] Fouce. Tme R3 z = (1,0,0), y = (0,1,0), z = (1,1,0).
.(Uhamsgo«tumewmpuﬂmbomanmm&@eklxl+ /\pxp—O Sommmw%mdmwe@m\b@im

) Fa)ueocmn«fe/\lr/z()ﬁ:@ohbmwubxlz—%m2— )\ @wnoxlebtwneoozmﬁvwwn,

bnsaine de {z,,...,,}. &WMQW%@@QWMM&»@@J@QMWM&
gDom,o {xl,...,xp}%twne@wmAWe%w.
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Planche d, exencices

EXERCICE DE DIFFICULTE MOYENNE :

Exercice | : Soit E un K-ev et A, B deux sev de E.
On considere C un supplémentaire de A N B dans B. Montrer que A+B=A & C.
Exercice 2 : On pose A = -2 et B= 2 1 .
1 =2 4 =2
Soient F = {M € M4(R),AM =0,} et G = {M € M,(R),BM = 0,}.

Montrer que F et G sont des sev de M, (R).
‘ Montrer que A + B est inversible. En déduire que F et G sont en somme directe.

Sont-ils supplémentaires dans M, (R) 7

Exercice 3 : Soit F = {(z,y,2,t) €R*, z—2y+2z—1t=0}.
On consideére G = vect (uy, uqg, ug) avec uy = (1,2,—1,0), uy = (3,0,—1,1) et ug = (—1,4,—1,—1).

[1] Calculer dimF, dim G, dim (F N G), dim (F + G).
F et G sont-ils supplémentaires dans R* ?

Exercice 4 : Soit E I'ensemble des fonctions f : R — R telles qu'il existe a,b,c € R pour
lesquels :

Vo eR, f(z) = (ax? + bx + ¢) cos x.

Montrer que E est sous-espace vectoriel de F (R, R).

‘ Déterminer une base de E et sa dimension.
Exercice S : Soit E=R3[X|,F={P € E,P(1) =P'(2) =0}etG={P € E,P(2) =P’(1) = 0}.

Montrer que F et G sont deux plans vectoriels
[2] Montrer que F & G = R3[X].

Exercice L

Soit E = R,,[X] 'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a n. Montrer que

toute famille de polynoémes {P,,P,..., P, } avec degP, =i (pour i =0, 1,...,n) forme une
base de E.

[2] Ecrire le polynéme F = 3X—X2+8X3 sous la forme F = a4b(1—X)4c(X—X?)+d(X?—X3)
(a,b,c,d € R) puis sous la forme F = o+ B(1 + X) + (1 + X + X?) + §(1 + X + X% + X3)
(aaﬁ)f% 6 S IR)

Correction :
[1] Cout d'abord, la @OWJZQ@ {Py, Py, Py, ... ,P,} conbient n + 1 wecteuwrs dans @‘W E =R, [X] de
dﬂnwn&mvn+1.j@wmme}abum[uo@jm&ne: Powmw%mmm&mmz Pl enl wn

de Lespace nous anons len équinallences, entre dne une famille lne of dne une famille génsrabrice e
J\ro«wa%nb,dmw'mofnblm?u@ {P(),Pl,...7Pn}%tu/r1ega/mLWe&Qm& ?mtmewnﬂunmmb&ﬁmme
nllle -

APy + APy + -+ AP, =0.
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Planche d, exencices

Tnbroduisons Q%@H)\m concevnant les de%nm : degPy, =0, degP; =1, ., degP, =n. @q{%«/wmmw le
Po&a/méme P(X) = APy + APy + -+ A\, P,

Mows allons, montren successimement A, = 0 i A, 1=0. X =0.
n r“"b’ n—1 0

Pon Qoﬂbuﬂdemmoww A, # 0 ef écnimons P, (X) = a, X" + a, X" '+ + a;X + ag comme
dean(X)Znoﬂcﬂwa"#O.‘MmA/nbe/na/an(X)%baumm[\o@j/mdede%ném@mgnbnw
v'écnil
P(X):An~an-xn+md@r&@@®®%w

ici MXHMMAn-anzoﬁ)m@um =0ou A, _oﬁewmmmﬂm%
eonmpubim)\nZOA
Movintenant lo combinaison linéaine nulle s'scnit A\gPy + APy + -+ A, 1P, 1 = 0. Ron nécuwnnence
d,@awndamteombw&we)\nilzo, ..,W'd /\OZO.
Bilban, - Ao =0, ., A,L:omﬁq@wﬂ&e{PO,Pl,...,P,L}%J;%w,e%mmmb?%m;m
{Py, Py, ..., P, } et une base do E =R, [X].

mmm&m@ &wwmmw@mﬂ%w@em bmu/ru‘wo@d/nmr\e
QLJOQQ@WMMQ@QM@MO@@@@%AW@MW&
@MWMOOM:M%X +an,1X”*1+~-~+a1X+a0:0eLMmeX”:

A1 Ap—2 ap ) _
CLn+ X + X2 ++Xn71 +ﬁ_0

W@m@mmxu@wwoafmb@emdewmmanao&mdp,mbem
Omwmwumanzo.@ngqmmmmmmww
a, 1 =0., a5=0.
W%Wm,ﬁanm%tdemw{1,X,X2,...,X"}%tm@qmdp,nen[x].

On thowse a = 10,b = —10,c = —7,d = —8 Ruis a = —3,8=4,7= 9,6 = 8.

Exercice T: Soit E={(z+y—22, y+52, 3z +y+z x+y+2), (z,y,2)€R}
Montrer que E est un espace vectoriel.
En donner une base.

EXERCICES PLUS ARDUS :

Exercice | : Projection et symétrie dans K3

H={X=(2,y,2) tqz+y+ 2z =0}

Dans K3, on donne les sous espaces : —
K = vect(U = (1,1, 2)).

Déterminer dim H et en donner une base.
Démontrer que H@ K = K3.

Donner les expressions analytiques des projection et symétrie associées : 7y et sy.

Correction :
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7TH:

47 = 3z — y — =z
{ 4/ = —x + 3y — =z
42 = =2 — 2y + 2z,
Sy
27" = «x -y = oz
{ 2y = —x 4+ y - =z
27 —2x 2y.

Exercice 2. : ** Polynomes d’interpolation de Lagrange
Soient a,..., a, n + 1 nombres complexes deux a deux distincts et bg,..., b,, n + 1 nombres

complexes.

‘ Montrer qu’il existe une unique famille de n+4 1 polyndmes a coefficients complexes de degré
n exactement vérifiant V (i, j) € [0;n], L;(a;) = 1 si i = j et 0 sinon.
Montrer que la famille (L;)o<;<,, est une base de ¢, [X].

Montrer qu’il existe un unique polynéme P de degré inférieur ou égal a n vérifiant Vi € [0;n],
P(a;) = b,;. Expliciter P puis déterminer tous les polynomes vérifiant les égalités précédentes.

Correction :
[1] Urmicite. Soit i € [0;7]. L, Mmmnmmamma.ij%@m
de i@ ef donc L; %tdAAWQ%Q@IMQ@FDQAJ/mQH —a; Ldmtelheded&c&henetdon@«gm

JFi
umheeﬂmmmﬁx\biw[;—)\g —a, En%me —IWA—T%)‘JOGM
X—a,
“‘W’W”‘MLLi:Ha‘_GJ,'
g i
Eocintence. Len L, ownmdeg,« imib comuiennent.

2] Jvtmmw&lgqm}l@@ Jocicn ook libne.
Foient Ags Ay, A1 ﬂm@h@wﬂmﬁt&bWAoLo+...+AnLn:0.&bW[\Du)bu/n/i/n/dm

Lde[[()n]]dmmez/\ ):ogxm&:omwdmé%gmw&@%&gmﬂg

( )0<L<71 enl %’v@

@QFJZWQ%L sonk tous dans %, [X etméju%yr\/tm Docicn =N+ 1 =dim%,[X] < +00. Donc la
@Wm’% (Lz)0<z<n %tm@md’e(gn[ ]

On scnit P dams o base (L))ocje,, + P = Z)\ .&W%W%awmmﬂo-nﬂ

o%o@t«mxt)\_P( )@wgm%@nymﬁedmvo&{nmdedgﬁhew‘gemm e(auﬂ@ﬂdﬂmb@@

base (Li)ogign :

VP e %,[X], P=P(ay)Ly + ... + P(a,)L,,.
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Mooie alons = (Vi€ [0;n], Pla;) = b;) = P = byLo + ... + b, L,,.

%@TWW\LQ&PDQAJMWP:bOLO+...+ann@%@WW&%WW&M&%@
de%némgémwuwé%oﬂan.
ﬁm&mmdmmﬁvo%nW@d%)@w%&AmwéﬁuﬂanViEHo;nﬂ, P(a;) = b,

& sawoin, Py = Y "b,L,.
=0

Joient P € €[X] & R = (X —q,)...(X —a,) (deg(R) = n+1).

(Vie[0sn] Pla;) =b;) < (Vi€ [0;:n] Pla;) =Py(a;))
& P — Py admeb e 11 + 1 nacines dewco & deww distinctes ag, ..., a,
@P—PO%LdpmmﬁQerwbR©ﬂQe%[X]/P:PO—i-QR.

%W@M@JWQ@@PO+QRMQW%[X].

Exercice 3 : Soit p € N* et E ’ensemble des suites réelles p périodiques i.e. 'ensemble des

suites réelles (u,,) telles que Vn € N,  u, , = u,.

Montrer que E est un R-espace vectoriel de dimension finie et déterminer sa dimension.

Exercice 4 : Dans R* on considere les quatre vecteurs
v =(1,0,—1,1), v,=(2,1,0,1), vs=(1,1,1,0), v, =(3,1,—1,2).

Soit V = Vect(vy, vy, v3,0y).
De plus, soit
H={(z,y,2,t) eR* /| —3z+y+22—t=0}.
1 ontrer que dimV = 2. Le systeme (v, vy, v3,v,) est-il libre ? Est-il générateur de R* 1
Mont dimV =2. L te 15 Vg, U3, v,) est-il libre ? Est-il générateur de R* ?
‘ Donner une base de V, la compléter en une base de R*.
‘ Calculer des équations cartésiennes pour V.
‘ Montrer que H est un sous-espace vectoriel de R%.

‘ Trouver une représentation paramétrique de H, et en déduire une base de H. Que vaut
dimH?

@‘ Montrer que vs € H et que v; ¢ H. En déduire dim (VN H) et dim (V + H).

‘ Donner une base de VN H.

Correction :

@no@b@/m@ﬂu@ Vg = Uy — Uy etq/ue vy = vy + vy done V = Vect(vq, vy, v5,v4) = Vect(vq, vs). Bomme
de[&avlet%mwmrm@m (vy,0y) esb wne base de V. Done dim (V) = 2. Lo
anw%@mwwwg:v2—v1%tmm%nmde¢érmm&mmmmﬂ&
Lo bf\d/ab%w menl s %mm de R* can dim (V) =2 < 4 done Vect(vy,vq,v3,v,) = V # RE

ememwm?@W 1, (01, vy) et une base de V. On selonne o, marice dont
@%&Wmm@%mvl&vg.

10—11_>10—11
21 0 1 01 2 -1
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MWM%M%@QI%WW&@@@@OM(Ul,U2>%m@OMdB ﬂ?4eyn/oa)o«¢a/an%,uedJeu)w
(0,0,1,0) e (0,0,0,1) car lo mabrice

10 -1 1
01 2 -1
0 0 1 0
0 0 0 1

V = Vect(vq,vs). Mocinberant soib (r,y,2,t) € RY (2,9,2,t) €V si ek seulement si I p eR belle

que (z,y,2,1) = Avy + . %mm%bdmmdemw%eﬂ@um&wmde (z,y,2,1) cemdbl’,é/me

decwahm@awnebo&ib\mugemdmwbm
1 2|z 1 2 x 1 2 T
0 1|y 0 1 Y 0 1 Y
10|z |70 2|zt |70 0]zra—2y
1 11t 0 —1|t—=x 0 0| t—ax+vy

&%msm@mmw&mbmmﬁ%mbkz+x—2y:0@t—x+y:0,wm¢%éwmm
cwmgrvmrou)vv,o'%bé’diheﬁue

V={(r,y,z,t) ER* | 2—2y+2=0 et —ax+y+t=0}.
H%twmww—@az[\wmpideR4mo'%b@mﬁgedeb’ho@qﬂofnbd'umeéﬂuaﬂm&méomgt

hamagane.

H = {(z,y,2,t)eER* /| —3x+y+22—t=0}
{(z,y,2,t) ER* /| y=3x—2z+1}

{(x,32 —2z+t,2z,t) /| z,2tER}

= {2(1,3,0,0) + 2(0,—2,1,0) + £(0,1,0,1) / x,2,t€ R}

On o done H = Vect((1,370,0),(0,—2,1,0)7(0,1,0,1)).@@@@%%@% ((1,3,0,0), (0,—2,1,0), (0,1,0,1))
eth wne base de H can

1 3 00 1 3 00
rang| 0 1 0 1 =rang| 0 1 0 1 =3.
0 —2 1 0 00 1 2
& donc dim (H) = 3.

[6] vs € Hoan —3x1+1x14+2x1-1x0=0. Joain v, ¢ Hcan —3x1+1x0+2x—1—-1x1=—6#0.

Ecymmvgeveth'deemwvgeH,m%WWug,eVmHetmw
vect(vg)QVmH.@«wmo@t@r\mwdim(VmH)>1.€mdp,PBmeHgvmww
dim(VmH)<2.JUmewntummaudim(VmH):2%WWVmH:VQtM
WVQH,wWw@aummvlGmevlgéH‘@no@wwdomdim(VﬁH):l.

dim (V+H) =dim (V) + dim (H) —dim(VNH) =2+3—-1=4.

@n@wwdim(VﬂH)zl &wVect(vg)EVﬂHdmmo@w\LVect(v3):VﬂHetdmw
(v3) ebtwne@ahedeVﬂH.

Lycée Jules Garnier il PTSI Vinci - 2024



