Planche d, exencices

Fichiers Espace-Vectoriel a3, et ¢

EXERCICES FACILES :

Exercice | : Soit E = {P € R[X]|P(0) = P(1)}.

E est-il un espace vectoriel ?

Correction :

— O€E dow E #0;
~ $ient P,QEE & A\, u€R

On o (AP + 1Q)(0) = AP(0) 4 pQ(0) = 0 e de méme (AP + puQ)(1) = 0.
g:)(l)b oo'n/aec?w&, AP+ uQ € E.

@%%WwE%ﬁmW—WWd@ [R[X].@%Ldmwum R-exs.

Exercice 2 : Déterminer lesquels des ensembles E; et E, sont des sous-espaces vectoriels de
R3.

Elz{(:v,y,z)E[RS ‘ 3.’L‘—7y:Z}
E, = {(z,y,2) € R? | 22 —22 =0}.

Correction :

(=) (0,0,0) € E,.

Soient (z,y,2) & (2',y,2") deuwcc dements de E,. On o donc 3x—Ty=ze 32" =Ty = 2.
Done x+a)—Tly+y)=(z+72), doa (x+a",y+y,z2+2) Q/anhe/nt & Ey.

@5%«): AER & (2,y,2) € Ey. Mors bo nelation 32 — 7y = 2 VWTPACTM&(:}AA/@ 3(Ax) —T(A\y) = Az
done (1/49 )\(x,y, Z) = ()\x,)\y,)\z) a,ﬁvcmhmut & Ey.

E, = {(z,y,2) € R | 22 — 2% = 0} cesb-a-dine By = {(2,9,2) € R3 | 2 = zou 2 = —2}. Donc
(1,0,—1) e (1,0,1) OTWWLE & By main (1,0,—1) + (1,0,1) = (2,0,0) WIW@ Pub & By
W%I%E%wméﬁumwrmmm—www R3.

Exercice 3 : Déterminer lesquels des ensembles E; et E, sont des sous-espaces vectoriels de
R3.
Es ={(z,9,2) €R® | x+y—z=2+y+2=0}.
By ={(z,y,2) e R’ | z(a®+y?) =0}

Correction :
E3%bwmbo«w—%1\awuecbofup£de [Rg.an,e@eb:
(=) (0,0,0) € E;.
500{;%113 (z,y,2) & (2,9, 2) deww déments de E,. Onadonc sd+y—z=a+y+2z=0d

' +y —2 =a'+y +2 =0. Donc (z42")+y+y)—(z+2") = (x+2")+(y+y )+ (2+2") =0
& (z,y,2)+ (2,9, 2)=(x+ 2",y +vy,2+2) oﬁxantwmt & Eg.

@%«J& A€ R & (2,y,2) € Es. Mors lo nelabion 2 +y—2=2+y+2=0 vmfu&ﬁue que
)\x+)\y—/\z:/\z+)\y+/\2:0dofmc1ue)\(:E,y,z):()\:c,)\y,/\z) W@EB.
Fer, wecbouns (1,0,0) et (0,0,1)%Wmm;@mmm@wbm(1,0,0)+(0,0,1):(1,0,1)m
&WWWMEAl nlehtPabmboub—@bTmmdde[R?’.
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Planche d, exencices

Exercice 4 : Parmi les ensembles suivants reconnaitre ceux qui sont des sous-espaces vectoriels.
E, ={(z,y,2) eR® |z+y+a=0et z+3az=0}.
B, = {f € 7(R,R) | f(1) = 0}
Correction :
[1] Ei ¢ non i a# 0 con alows 0 ¢ By ou, 50 a =0 can alows B, %L@'Wbmmﬁmdmm—w

vectoniels {(z,y,2) €R3 |z +y =0} & {(2,y,2) € R3 | x = 0}.
[2] E, et un mfwmw F(R,R).

Exercice S : Parmi les ensembles suivants reconnaitre ceux qui sont des sous-espaces vectoriels.
E;={feF[R,R) | f(0)=1}.
E,={(z,y) eR*|z+ay+12>0}.

Correction :

2] E4:mm@o&E4n'%Lm@mermmmfwde(R2,+)m(2,0)€E4mm—(2,0):(—2,0)¢E4.

Exercice b : Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels ?
Fi ={(z,y,2) eR®,z+2y+2>0}.
Fy ={(z,y,2) € R}z + 2= 0}.
Exercice T : Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels 7
F, ={(z,y,2) e R,z +y+32=1}.
Fo={(z,y,2) eR¥z =y =z}.
Exercice & : Soit E = F(R,R).
Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de E 7

L’ensemble des fonctions de classe C*.
— I’ ble des f i
ensemble des fonctions monotones.
— L’ensemble des fonctions paires ou impaires.

Exercice 9 : Soit E = F(R,R).
Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de E 7

— L’ensemble des fonctions bornées sur [—1, 1].
L’ensemble des fonctions croissantes sur [—1, 1].
— L’ensemble des fonctions paires.

Exercice O : Soit E = F(R,R).
Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de E 7

— L’ensemble des fonctions admettant une limite dans R en +o0.
L’ensemble des fonctions impaires.
— {fe€E,Jz eR, f(x) =0}.
Exercice | : Soit E = F(R,R).
Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de E 7
— L’ensemble des fonctions périodiques de période T (T fixé).
— {feEVzeR, f(x) =0}.
o {f € E,Vl’ € [07 1]7f<33> = O}
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Planche d, exencices

EXERCICE DE DIFFICULTE MOYENNE :

Exercice | : Soit € 'ensemble des fonctions croissantes de F (R, R).
PV est I’ensemble des fonctions qui peuvent s’écrire comme différence de deux éléments de C.

Montrer que V est un R—espace vectoriel.

Correction :
— OZO—OEVd,O/n,oV#@;
— Soient f,geV.

?Mdé%mw\w%Wédwwf:ﬂ_fz9tg:91_gsz17f2791792€€~

Ona ftg=(fr—fa)+ (91— 92) = (fy + 1) — (fo + g0)-

@mf1+gl,f2+92€€(&»mdedeumgomdamumm¢ebe&dmbe)dmof—l—gGV.

~ Soienk fEV L AER

?mdég&/mww[\gﬁlédmf:flfoWfl,fQEC’.

500/\20GQO*W)\f:/\(f1_f2):/\f1_/\f2evm)\flz/\f2€€-

Fox<0dlow Af = A(fy = fo) = =My — (=) €V can —Afp, —Afy €C.
@%%déd/utﬁueV%tmm—w%&def(ﬂ%,ﬂ?).@%tdmmmR—w.

Exercice 2 : Soit G={u € RN, Vn € N,u, o = 3u,.q +2u,}.

G est-il un espace vectoriel ?

Correction :

— O€E done G #£0;
~ Soient u,v€E & A\, pER

@’n, @ ()\U+Mv)n+2 = )\Un+2+/L’U"+2 = >‘<3un+1+2un)+u(3vn+1+2vn) = 3(Au+,uv)n+1+2()\u+/w)n.

gaa)bocmbeﬂumﬂl, Au+ pv € G

@%%dédu&ﬁue@%tmm—www [RN.@ebtdofn,ou/m R-ex.

Exercice 3 : On considére les vecteurs v; = (1,0,0,1), v, = (0,0,1,0), v3 = (0,1,0,0),
v, = (0,0,0,1), v5 = (0,1,0,1) dans R%. Vect{v;,v,} et Vect{vs} sont-ils supplémentaires dans
R4?

Correction : Jon. TGout d'abord e de%mwm Vect{vy, vy} +('U@ct{v3} = Vect{vy, vy, vs}, Nows aflons,
thowsern, wn vecteun de R* Wml%tpmdmbqjecb{vl,UQ}+q\jecb{vg}. %@a@t&t&wmymr&»wﬂ@ecﬁmﬁg

WWW&MWUZ(O,O,O,l).

u € Ved{v,, vy, 05} 50 et seulement si il ecciste des neells Oz,ﬂ,’ybeﬁb,c}ue u = av, 4 oy +yvg. K Lon éonit
Qeuuaf&mu@zﬂmﬁenn&n@mcﬂe)mﬂedm&,ﬂfybe?bw:

+5

I
Q

+

- o o o
- o O
o~ o o
o o = o
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Planche d, exencices

&W%xwm@w@ma,ﬁ,y%m&wm&m:

O=a-1+B8-0+7-0 0=«
O=a-0+8-04+~v-1 o o=~
0O=a-0+8-1+~-0 1 “No=3
l=a-14+5-0+~v-0 1=«

%n‘%awmmdww<&bmw&wwa=5=’y=0d

bouL[R4m&m'%,vmobbabde@mmme%&3WMW@WQIWR4®W4.

Exercice 4+ : On considére les vecteurs v; = (1,0,0,1), v, = (0,0,1,0), v3 = (0,1,0,0),
v, = (0,0,0,1), v5 = (0,1,0,1) dans R*. Vect{v,,vs,v,} et Vect{v,,v5} sont-ils supplémentaires
dans R*?

Corree‘tiOV\INM.Q%MWMMWQMTTWWM{B%@W@UMIW
bouJ:,mm@vnbojmeobwmn'@atvmM.&pe%&mwomﬁmwv5zv3+v4@ar,
m@‘mﬂmwmo@wﬂmwmﬂwmmmw.

Exercice S : On considere les vecteurs v; = (1,0,0,1), v, = (0,0,1,0), v3 = (0,1,0,0),

v, = (0,0,0,1), vy = (0,1,0,1) dans R*. Vect{v,,v,} et Vect{vs,vs} sont-ils supplémentaires
dans R*?

Correction : Nm%ﬁ,@&mwmmﬁm@mmmgm
@%P&melbwquecb{vl,wl} ot Vect{ vy, v5} MWWMW®MW. Remisne meode :

MWW%EW%FMMT&U4ZU5—U3 ebtdmnb@vnt@zbecﬁm@mwmdﬂod& : Qe}a,deu/ao
W%WWM me@@eb«ﬁebt@ou,@ademw (0,0,1,0) ¢ Vect{v,, v, }+Vect{vs, vs } = Vedt{v,, v, v3, v5 }-
Exercice £ : Soit E = R[X] I'espace vectoriel des polynémes. On définit

B, = {P € E: (X — a)/P}

pour a € R.

Montrer que si a # b alors E = E_ + E,.

La somme est-elle directe 7

Exercice T : Soit E un K-ev, et F, G deux sev de E.
On consideére H un supplémentaire de F N G dans G.

Montrer que F+ G =F @ H.
Exercice & : Montrer que ., (K) =8, (K) & A, (K).

Exercice 9 : Soient E=R3 et u = (1,1,1). On pose :

— F={(z,y,2) ER3 x4+ y+2=0};
— G = vect (u).

Ecrire G sous la méme forme que F.
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Planche d, exencices

‘ Montrer que F est un sev de E.
Montrer que F et G sont supplémentaires dans E.

Exercice IO : Soit E = €9([0,1],R). On pose :

A:{feE,/lf:O};
0

— G Pensemble des applications constantes de E.

Montrer que A et B sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Correction : %it f € E.

Exercice | : Soit E = F(R,R). On pose :

— P ensemble des fonctions paires de E;
— J Pensemble des fonctions impaires de E .

Montrer que P & J = F(R,R).

x
Donner la décomposition de z — e*, x = (1 4+ )", z > sinz, v —» ———— sur P @ J.
2?2+ar+1

Exercice [ : Soientu = (1,1,...,1) et F = Vect(u) puis G = {(z4, ..., z,) € R"/ xy+...4+x, = 0}.
Montrer que G est un sous-espace vectoriel de R™ et que R” = F & G.
Exercice I3 : Soient
— E={ueRN,VYneNu, o—u,., —2u, =0}
— F={ueR",VneNu,,+u, =0}
— G={ueR",VneNu,, —2u, =0},
Montrer que F & G = E.

EXERCICES PLUS ARDUS :

Exercice | : Soit E = {f € #(R,R),3k > 0,Vz € R, |f(z)| < k|z|}.

E est-il un espace vectoriel 7

Correction :

— 0€E donec E # 0
~ Joienk f,geV.

Ror, dg%mm i) occinke ki, ky € R, bells, que Vo € R, |f(z)] < kq|z] & |g(x)] < kylz|.

On o Vo € R, |(f+9)(2)| = |f(2) + g(@)| < [£(@)] + 9(2)| < kylz] + kolz| = (ky + ky)2].

@n[\eubdmrmmk:k1+k2€R+,etoxmaVxeﬂ?,\(f+g)(a:)|<k|x\, ive. (f+9) EE.
~ Soient fEEL AER

Jon denition, il eciske k € R, tel que Ve € R, [f(2)] < kla] .

F X eR dow Vo € R, Af(2)| = |A|f(2)] < |A|k|a].

On, peuk done posen K = Ak € Ry, o on o Vo € R, |Af(2)] < K|z] ie. Af € E.

@%mdédmtqueEwmm—wm@gde?(k,ﬂ?).el%bdomm[R—w,
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Planche d, exencices

Exercice 2. : Soit E un espace vectoriel, et F, G deux sev de E.

Montrer que FUG est unsev de E <= (FC Gou G CF).

Exercice 3 : Soit E un espace vectoriel, et F, G, H trois sev de E.

F+H=G+H
Montrer que s FNH=GnNH = F=0G.
FcG

Exercice 4+ : On considére les vecteurs v; = (1,0,0,1), v, = (0,0,1,0), v3 = (0,1,0,0),
v, = (0,0,0,1), vy = (0,1,0,1) dans R*. Vect{v,,vy} et Vect{v,, vy} sont-ils supplémentaires
dans R*?

Correction : Oui Motons F = Vect{v,, vy} & G = Vect{v,, v} Bun montren Fd G = R* i gcwb
monbren F NG = {(0,0,0,0)} o F+G = R

[1] Meontrons F NG = {(0,0,0,0}. foit u € FNG, dune b u € F = Vect{vy, vy} done il ecciste
mﬁeﬂ?be&y%eu:aul—l—ﬁvQ.@'aquMueG:qjecL{v4,v5}dozmiQema>be%5€Rtch1ue
u=’yv4+5v5.®%@é0utuded&mgowwdommo,@é%a&té avy + By = YU, + 6vs. Gn scninank
le wectewns comme deb wecouwns colonnes cela donne

+ 6

_ o O =
o = O O

Done (av, B, 7, ) %Lm&wmm%mw&mmmz

a=0
0=9¢
5=0
a=v+0

€Jamfb&ar¢@a:ﬁ:7:5:0@,tm1¢:(0,0,0,0).fom@em£mcieFmG%w@m

nal.
‘ Moontrons F + G = RE F + G = Vec{vy, vy} + Vect{vy, v} = Vect{vy, v9,v4,05}. D ga,ut donc

monbnen (1/!.»9 %IW c}u,ep/ wecbeur, u = (xo,yo,zo,to) de R* 8'6cnib comme wne wn&/rwwn/ QA/rLeOA/Le
de vy, Uy, vy, Us. Ficons u et Rerchons a, 8,7, € R te?bﬁue avy + fuy + yu, + dug :uJﬂ(Tm/aua/uom,

=Ty

=1y

B =z

a+y+0=t,
J\FMMWWWUZ(xO,yO,ZO,tO)Ofn,a/oaﬂovugé%‘e/mcgmmomba:xol B =z
v =1ty —Tog— Yo 5:y0o«uo@b’t@nﬁ@imav1+ﬂv2+’yv4+5v5:u.ﬂammm@$&@mﬁm&iﬁé

F .

F}O}b + G

Jinsi FNG = {(0,0,0,0)} et F+G =R* donc F® G = R

Exercice S : Soit E = AY(R, R) I'espace des fonctions dérivableset F = {f € E | f(0) = f/(0) = 0}.

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E et déterminer un supplémentaire de F dans E.
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Correction : ﬁwﬁfwbwdmd&b%mmmb¢aETwmeuthbwme:cewm@m

Ww%mt #Oou,h/()#O.?MW@%@O«W@WMxHQ(bER*)w@wWM
z - az, (@ € R*) o/ O/I’\,]T/G/IM/HWILI\ODG/F

Celow nous donme lidse de
G={zrar+b]|(a,b)€eR?}.

Soit fEFNG, dlows f(x)=az+b(can f€G) et f(0)=bet f/(0) =a; mais f€F done f(0) =0 done
szdf%mzodmwaszMwwmmtfw%a%memﬂe:FQG:{@.

SomthGE,aBomeb?uePw)bf(fL‘): x) — h(0) — h'(0 Qago'ﬂbt\mfﬂw»@wf
f’(O)ZOMfEFﬁWWQW&%QAWVW@WM

h(z) = f(x)+ h(0) + A" (0)z.
Posons g(z) = h(0) + 1/ (0 aﬁonb,@m@omdf‘mge(;et

h=f+g,

wwWwWWd@EwaMmded@F&ded@G

E=F+G.
&cmm&mmmmmmmbzeﬁueE:F@G

Exercice £ : Soit E=D?(R,R). Onnote G = {f € E, f” —2f +5f =0} et H= {f € E, f(0) = f/(0) = 0}.

Vérifier que G et H sont des sev de E.
Sans calcul, justifier que G et H sont en somme directe.
Prouver que G et H sont des sev supplémentaires de E.
Exercice T : Soit E I'’ensemble des fonctions deux fois dérivables sur R et solutions de I’équation

différentielle y” —2y"—3y = 0. Soient F et G les ensembles de fonctions dérivables sur R et solutions
respectivement des équations différentielles y' = —y et vy’ = 3y.

Montrer que F et G sont des sev supplémentaires de E.
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