]_ Semaines 22 et 23

Proragilités et espaces vectoriels de dimension
finie

Question de cours : Montrer que si B n’est pas négligeable, alors Py est une probabilité.

Exercice | : Dans la salle des profs 60% sont des femmes ; une femme sur trois porte des lunettes
et un homme sur deux porte des lunettes : quelle est la probabilité pour qu'un porteur de lunettes
pris au hasard soit une femme ?

Correction : J\robomb los &%@wﬂa éusmementn : Fe : <<she geﬁwm@”} Lu <<[1mben der
QAM\EJJ"%”,H:“Q?WP\MT\W”

Mors on o P(Fe) = 0.6, P(Lu/Fe) = L) vagil de lo P”)U’”&b@ conditionnelle <nonfen des

bunetten > sachant que b, personne esk mj@%m

De mame, on o P(Lu/H) = 0.5. On, dRerdle lo rm@aMA:e conditionnelle P(Fe/Lu).

@'W b, @WMQ@ det P/wﬂoﬁw@»be@ tobales on o :

P(Fe/Lu)P(Lu) = P(Lu/Fe)P(Fe) awec P(Lu) = P(Lu/Fe)P(Fe) + P(Lu/H)P(H).
(Lu/Fe)P(Fe)

ﬁwzmm numénique ;s P(Lu) = 0.4, done P(Fe/Lu) = PP(LU) =0.5.

Exercice 2 : Soit E=C>°(R,R). On pose f; : t el et fy:t et
Mountrer que vect (fy, fo) = vect (ch,sh).
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]_ Semaines 22 et 23

Exercice 3 : Soit E = F(R,R). On considére :
» F={f€E f(1)=0};
B G={f€E,JaeRVz R, f(z) =az}.

Montrer que E =F & G.
Correction :

B F b G sonb den sew.

2 FNG={0} immadiak.

-OWQF@GCE.JULWWECFGBG.
Sooib¢E.7([R,[R).g30®0fnbf:.’L‘I—)(b(x)—(b(l):L‘d?g:a)‘H¢(1)l‘.
On abion fEF, geGat ¢=f+g Dono feFaG TED
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2 Semaines 22 et 23

Proragilités et espaces vectoriels de dimension
finie

Question de cours : Les événements A et B sont indépendants si et seulement si A et B sont
indépendants, si et seulement si...

Exercice | : Lors d’une loterie de Noél, 300 billets sont vendus aux enfants de 1’école; 4 billets
sont gagnants.

J’achete 10 billets, quelle est la probabilité pour que je gagne au moins un lot ?
Correction : fwmdmwﬂ&bebtm(z deuwmﬂvnwwwdel@@«%elbw@e@

300; ¥ yen o (31000)

}@mwemm@mlo&@emomMmmwg%%G%W@mW@@

([21906).
(o)
(%)
1— ~ 0.127.
()

&Wo@oﬂw&teebbmml?7%d&wmmmm@ot

Exercice 2 : Soit E = R3.
On considére u = (2,3,—1), v = (1,—1,—2), w = (3,7,0), z = (5,0, —7).

Montrer que vect (u,v) = vect (w, ).

Exercice 3 : Soient F = {(z,y,2,t) € R*,z — 2y = 0} et
G ={(z,y,2,t) € R*,z + 22 + 3t = 0}.

Montrer que F et G sont des sev de R*. Sont-ils supplémentaires ?

Lycée Jules Garnier g PTSI



3 Semaines 22 et 23

Proragilités et espaces vectoriels de dimension
finie

Question de cours : Existence d’un supplémentaire en dimension finie.

Exercice | : En cas de migraine trois patients sur cing prennent de I’aspirine (ou équivalent),
deux sur cinq prennent un médicament M présentant des effets secondaires :

Avec Daspirine, 75% des patients sont soulagés.
Avec le médicament M, 90% des patients sont soulagés.
Quel est le taux global de personnes soulagées ?

|z| Quel est la probabilité pour un patient d’avoir pris de I’aspirine sachant qu’il est soulagé ?

CC?(‘('CQ’tiOF\ :

gemm%@o@oﬂdermmmfoﬂéw: P(S) = 20.75+§O.90:0.81.
Rollalidits. pown, wn palient d'awoin puis de Laspinine sadkant qu'l est soulags -

30.75
0.81

P(A/S) = P(ANS)/P(S) = P(A)P(S/A)/P(S) = = 55.6%.

Exercice 2 : Soit E=C>(R,R). On pose f, : t > el et fy: t > et
Montrer que vect (f7, fo) = vect (ch,sh).

Exercice 3 : Soit E = R3. On considere :
B F={(a,20,30),a € R};
B G={(u+v,utuv,u),uveR}

Montrer que E =F & G.
Correction :

m F of G nonb den sew.
l@n@F—ﬁ-GCE.Jm)mM\bc}ueECF@G.

Foiks (z,y, 2)R3. @nM&fEFethGtchTue(.r,y,z>=f+g.
gwwmefeF,iﬂmbteaeﬂ?beQsz(a,Qa,Ba).
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3 Semaines 22 et 23

ewwmegEG,imebeu,veRbeﬂwf=(u—|—v,u—|—v,u).

a+u+v==x oa=—r+y
(,y,2)=f+9 <= (2a+ut+v=y <<= qu=3x—3y+z2
3a+u=z v=—x+2y—=z

(a?,y,z)%LM@MWE@&@WW%W&MW@F&&%M
deG.@nemd;édu&bcw@F@J:Gbomt%bmmmede)d}%&%@ECF@G.Q@@
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4: Semaines 22 et 23

Proragilités et espaces vectoriels de dimension
finie

Question de cours : Théoréme de la base incompléte.

Exercice | : Six couples sont réunis dans une soirée de réveillon. Une fois les bises de bonne année
échangées, on danse, de fagon conventionnelle : un homme avec une femme, mais pas forcément la
sienne.

Quelle est la probabilité P(A) pour que chacun des 6 hommes danse avec son épouse légitime ?
Quelle est la probabilité P(B) pour que André danse avec son épouse 7
Quelle est la probabilité P(C) pour que André et René dansent avec leur épouse ?

(

Quelle est la probabilité P(D) pour que André ou René danse(nt) avec leur épouse ?

Correction :

&3,%@6!:720(VWW6Q%WWM&Q%WWMWW)%

cﬂmbmﬂabahdjé.
ﬁmmmmw@%mwmw&%ayww

b dervnierny :

mngzé
M@ﬂimd@mw@mw@%4mwmw:£%@4!

WWMWW:

P(C)zé—iz%.
Mwﬁmmm%ﬂw@%4m@o@w%‘&w&w€m%

éuémementy, Dy : <<anfndnédmwemeomérmm>>;D2 : <<ﬁ%mmmmw>>.

3

Mons D =D, UD, & P(D, UD,) = P(D,) + P(D,) —P(D, ND,) = T

Exercice 2 : Soit E=R3 et u=(1,2,—1), v=(—6,0,2).
Déterminer a, b, ¢ € R tels que vect (u,v) = {(z,y,2) € R®,az + by + cz = 0}.

Lycée Jules Garnier ﬂ PTSI



4: Semaines 22 et 23

Exercice 3 : Soit E un K-ev et A, B deux sev de E.
On considere C un supplémentaire de A N B dans B. Montrer que A+ B =A@ C.

Lycée Jules Garnier ll PTSI



5 Semaines 22 et 23

Proragilités et espaces vectoriels de dimension
finie

Question de cours : Montrer que si B n’est pas négligeable, alors Py est une probabilité.

Exercice | : Calculer les primitives suivantes sur un intervalle & préciser :

x x
/arcsin(m)dx et /x2ln(x)dsc.

Exercice 2 : Soit E le sous-espace vectoriel de R? engendré par les vecteurs v; = (2,3, —1) et
vy = (1,—1,—2) et F celui engendré par w, = (3,7,0) et wy = (5,0, —7).

Montrer que E et F sont égaux.
Correction : M}MM&EP}M@CTMBECF.@%U@@‘GP}U@WC}M&UleFd\—/’UzeF.
Cout diabord v, € F = v, € Ved{w,,wy} < I n v, = Mwy + paw,.

D v'agit done de trowser cen A, . el se foit en MM%WMMMW?@%}M@
tete) on trowse bo nellabion 7(2,3,—1) = 3(3,7,0)— (5,0, 7oe<:r,«wdmvne@oﬂwﬂol7\om §w1 §w2
el donc vy € F.

@em7v2:—wl+2w2domv2€F.
JU[JO,{/n,be/noval&UQMMQIWWJ/EMWWWLM@UleCUQW

olebt—d/—dm;e:Pou)vtoub)\,p,oxmo/)\vl-l-uUQGF.(eeo[uLi/mTyAqweECF

%h@fedmm\bmFCE.%byo?bdmwdmwl IlAiAb»wZ gw@mdevlebUQGRW
wl:21)1*1)29[3102:U1+3U2.8nmhewne€owos£o,@nbwmuewl € Eeb w, GEqujecL{wl,wz}CE
dot F C E.

For. doulle indlusion on o monbné E = F.

Exercice 3 : Soit E un K-ev, et F, G deux sev de E.
On considere H un supplémentaire de F N G dans G.

Montrer que F+ G =F @ H.

Lycée Jules Garnier il PTSI



6 Semaines 22 et 23

Proragilités et espaces vectoriels de dimension
finie

Question de cours : Formule de Grassmann.

Exercice | : Dans la salle des profs 60% sont des femmes ; une femme sur trois porte des lunettes
et un homme sur deux porte des lunettes : quelle est la probabilité pour qu’un porteur de lunettes
pris au hasard soit une femme ?

Correction : obwn/a, B% dA%e)w/nIb, éuémementn : Fe @ <<&ne @@Tvme”, Lu : <<[1;0)1J3€yb det
@u/mem%” H: <<&he Romme>>

Hons on o P(Fe) = 0.6, P(Lu/Fe) — %; L g de o, prolfilits. conditionnelle. probabiite de
deb@q/n,eUfeb,”meﬁombcw&@areﬁbmvneebtwne@yrmm‘@emp&m@maP(Lu/H)ZO.E)A

P(Fe/Lu)P(Lu) = P(Lu/Fe)P(Fe) anec P(Lu) = P(Lu/Fe)P(Fe) 4+ P(Lu/H)P(H)

%WMWW LU—04dofn;oP<F/L) WOﬁ.J : on

Exercice 2 : Soient dans R? les vecteurs v; = (1,2,3,4) et vy = (1,-2,3,—4).

Peut-on déterminer x et y pour que (z,1,y,1) € Vect{v,,vy}?
Correction :

(2,1,1,1) € Vect{v,, 05} <= INpeR  (2,1,5,1) = A(1,2,3,4) + pu(1,—2,3,—4)
<~ I\ pueER (z,1,y,1) = (A, 27, 3\, 4N) + (0, —2p, 3, —4p)
<~ I\ peR (,1,y,1) = (A + 1, 2N — 20, 3X + 3, 4X — 4p)
= J\peR 1=2A—p) b 1 =4(X—p)

1 1
= J\peR )\—uzieb)\—u:i.

eewwmm%(wmx,y)@mmmwrabmde%x,y

Exercice 3 : Soit E = R3.
On considére v = (—12,—2,5), v = (2,—1,4), w = (5,0, 1).

Lycée Jules Garnier il PTSI



6 Semaines 22 et 23

L’un des vecteurs est-il combinaison linéaire des autres ?
E Définir vect (u) et vect (v, w).
Montrer que vect (u) @ vect (v, w) = E.

Lycée Jules Garnier 10 I PTSI



7 Semaines 22 et 23

Proragilités et espaces vectoriels de dimension
finie

Question de cours : Montrer que si B n’est pas négligeable, alors Py est une probabilité.

Exercice | : Dans les barres de chocolat N., on trouve des images équitablement réparties des
cinq personnages du dernier Walt Disney, une image par tablette. Ma fille veut avoir le héros
Princecharmant : combien dois-je acheter de barres pour que la probabilité d’avoir la figurine
attendue dépasse 80% ? Méme question pour étre stir & 90%.

Correction &Wumd-m?wmwmmm%w%wmnwu
mdﬂwﬁa#@derﬂo@omm 3%41%1%@@“1@2% 1—(5)"20.8.®naga0yymembz n>8.

R, o dordhle: m tel, que 1f<§>m>o.;iﬁgwwmu@qmwwuwwm
W9O%.?m@avo@aguﬂm99%n>214

Exercice 2 : Peut-on déterminer des réels x,y pour que le vecteur v = (—2, x, ¥, 3) appartienne
au s.e.v. engendré dans R* par le systéme (e, e,) ott e; = (1,—1,1,2) et ey = (—1,2,3,1)?

Correction : v ¢ (Uect(el,eg) enl wwﬁemb & lewistence de deuce néeds, A 1 bello que
v = \e; + [iey.
Mo (—2,2,9,3) = A(1,—1,1,2) + u(—1,2,3,1) etk wwfmt &
2 =A—pu A =1/3
x ==X+ 2u w =7/3
=A+3p r =13/3
3 =2 +pu y =22/3

Lo “”1‘9@ quis consient ent; done (2, ) = (13/3,22/3).

Exercice 3 : Soit F = {(z,y,2,t) €RY, 2—2y+2—1t=0}.
On considere G = vect (4, Uy, ug) avec u; = (1,2,—1,0), uy = (3,0,—1,1) et ug = (—1,4,—1,—1).

Calculer dimF, dim G, dim (F N G), dim (F + G).

Lycée Jules Garnier 11 I PTSI



7 Semaines 22 et 23

E F et G sont-ils supplémentaires dans R* ?

Lycée Jules Garnier 12 I PTSI



8 Semaines 22 et 23

Proragilités et espaces vectoriels de dimension
finie

Question de cours : Les événements A et B sont indépendants si et seulement si A et B sont
indépendants, si et seulement si...

Exercice | : Une entreprise décide de classer 20 personnes susceptibles d’étre embauchées ; leurs
CV étant tres proches, le patron décide de recourir au hasard : combien y-a-il de classements
possibles : sans ex-aequo ; avec exactement 2 ex-aequo ?

Correction : ggom,@mar% ‘-\,ow,@@eb : bamb em—cxecTAJ.q {E Ld/ on o 201

ﬁwm@m&&?%—w&«d/%a:

2

%WM%O—W:{E%@19PM,@L&L%;
%mnm%dm 18&@1@[1@1@4@%@@0&08%%0—&@0[&0@:{2%@ 18! CR,OMJO

Ty o o el 19 (220) (181 ot oo

@md@b’d&mm—wz (20> :190cﬂomo;

Lycée Jules Garnier 13 I PTSI



8 Semaines 22 et 23

Exercice 2~ : Montrer que toute suite de polyndmes non nuls de degrés deux & deux distincts
est libre.

Montrer que toute suite de polyndmes non nuls de valuations deux a deux distinctes est libre.
Correction : SOMHWMWMWWWLQWPL.., P, nPoPAdméfmm'nmeb,dedﬂa)m

N@Tew,%@ dy < ...<d,,

Foit Ay, s A )EM’LEJW)\IPl—&—...—i-)\nPn:O. SOWWQ'GBWW&»&MM

7 'n

Wmm&etmk:JULm{ie[[l;n]]/Ai#o}.@anmk=1mPﬁéoM

APy 4+ AP, =0= MNP+ LA NP =0= N Pr=—> AP,

i<k

Emmm%ﬁmmmmmmmxkpkmm@%wwwdk (mAk#O)et—ZAiPi
ot un plynisme da dogns au gl dy, < dy. Done tous s Ay, sont mads
&WM@M%W&WWWMa%sWMaQ@PMW
WMMMWWW@

Exercice 3 : On considére les vecteurs v; = (1,0,0,1), v, = (0,0,1,0), v3 = (0,1,0,0),
v, = (0,0,0,1), v5 = (0,1,0,1) dans R*.

1] Vect{v,, vy} et Vect{v,} sont-ils supplémentaires dans R* ?
1, V2 3
Méme question avec Vect{v,, vy} et Vect{v,,vs}.

Lycée Jules Garnier 14 I PTSI



9 Semaines 22 et 23

Proragilités et espaces vectoriels de dimension
finie

Question de cours : Existence d’un supplémentaire en dimension finie.

Exercice | : En cas de migraine trois patients sur cing prennent de I’aspirine (ou équivalent),
deux sur cing prennent un médicament M présentant des effets secondaires :

Avec Dlaspirine, 75% des patients sont soulagés.
Avec le médicament M, 90% des patients sont soulagés.
Quel est le taux global de personnes soulagées 7

Quel est la probabilité pour un patient d’avoir pris de I’aspirine sachant qu’il est soulagé ?
Correction :

&WW@WW&%@MP(S)=§0.75+§0.90:0.81.
g}”"p"’ﬂm fowv  un Parwnb d'arsoin Ve de Qab/[u)wne sadkant %‘Jl enl wﬁmaé :

P(A/S) = P(ANS)/P(S) = P(A)P(S/A)/P(S) = 300;15 = 55.6%.

Exercice 2 : Soient dans R* les vecteurs v; = (1,2,3,4) et vy = (1,—2,3,—4).

Peut-on déterminer z et y pour que (z,1,1,y) € Vect{vy,vy}?
Correction :

(z,1,1,y) € (Ued,{vth} <= I\ peER (z,1,1,y) = (A + w0, 2X — 20, 3X + 3p, 4N — 4p)

T =A+pu
1 =2X\-2
— I\ peR H
1 =3\+3u
y =4\—4dp
5
)\ :E
b
<~ I\ peER a 7112.
r = -
3
y =2
1
@m@em&m (;v,Ll,y) C}Mmcofrvwn/neebl? (g,l,l,?)

Lycée Jules Garnier 15 I
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9 Semaines 22 et 23

Exercice 3 : Soit E = RF. Pour tout n € N, on pose f,, : x> ™.

Montrer que (fg, ..., f,,) est libre.
En déduire dim E.

Lycée Jules Garnier 16 I PTSI



]_ O Semaines 22 et 23

Proragilités et espaces vectoriels de dimension
finie

Question de cours : Théoréme de la base incompléte.

Exercice | : Dans une population 40% des individus ont les yeux bruns, 25% des individus ont
les cheveux blonds, 15% des individus ont les yeux bruns et les cheveux blonds.

On choisit un individu au hasard. Calculez :
La probabilité de I’événement : si un individu a les yeux bruns d’avoir les cheveux blonds.
La probabilité de I’événement : si un individu a les cheveux blonds d’avoir les yeux bruns.

La probabilité de I’événement : si un individu a les cheveux blonds, de ne pas avoir les yeux

bruns.
Correction :

0.15

P(CB/YB) = P(YB/CB)P(CB)/P(YB) = P(YB N CB)/P(YB) = = = 0.375.
ngrﬂo@oz«zbede@@wmgnt : MWMMMQQ%CRM%W&WQ%WM
€est P(YB/CB) = P(YBN CB)/P(CB) = % = 0.6.

s, Beth P(nonYB/CB) =1 — P(YB/CB) = 0.4.

Exercice 2 : Soit RN le R-espace vectoriel des suites réelles (muni des opérations usuelles).

On considére les trois éléments de E suivants : v = (cos(n)),cn, v = (cos(nd + a)),cn €t
w = (cos(nf +b)),cn o1t 0, a et b sont des réels donnés.

Montrer que (u,v,w) est une famille liée.

Correction : %t v = (sin(nd)),,cn- Ona:u=1u+0u, uid U = COS AU — sin a.u/, i
w:cosb.ufsinb.u’.fwbm«s@cb%mu, v eb W sont done combinaisons linéaines des dewcs vecteuns
u et u’ etmmbﬁ@m&rmmubeww@m»%&ee(p+l mn&/nmw&/mmmdepmmmﬂﬁwnt

une famille bise)

Lycée Jules Garnier 17 I PTSI



]_ O Semaines 22 et 23

Exercice 3 : Soit E I’ensemble des fonctions f : R — R telles qu’il existe a,b,c € R pour
lesquels :

Vz €R, f(x) = (azx? + bx + ¢) cos x.

Montrer que E est sous-espace vectoriel de (R, R).

Déterminer une base de E et sa dimension.

Lycée Jules Garnier 18 I PTSI



]_ ]_ Semaines 22 et 23

Proragilités et espaces vectoriels de dimension
finie

Question de cours : Montrer que si B n’est pas négligeable, alors Py est une probabilité.

Exercice | : Un étudiant s’habille trés vite le matin et prend, au hasard dans la pile d’habits, un
pantalon, un tee-shirt, une paire de chaussettes; il y a ce jour-la dans ’armoire 5 pantalons dont
2 noirs, 6 tee-shirt dont 4 noirs, 8 paires de chaussettes, dont 5 paires noires. Combien y-a-t-il de
fagons de s’habiller 7 Quelles sont les probabilités des événements suivants : il est tout en noir ; une
seule piece est noire sur les trois.

Correction : 7%mt@m%twmwflﬂ@t(P,T,C):&«5@5x6x8:240t@md1,%fwwtw;

_<<3E%Lm%mm>>;dewmﬂmdego@m%énm?% ;de2x4><5:40gaww.

‘ 40 1
vilé 096 << in >  — = =
g@rho@oﬂ«&bed@&@wnwnt j@ebtboube/n,mn %tdom,o.240 G

- <<%mmﬁefx@w%tmm@%bm >> : motons let événements : N, QG/‘IVW.E/IT\AWFAPJOQ/
(W)%WNQ%WW(@@—M)%WNg?@MM@W(M)%
noire : Q%W@%LWW (N, NN, NN, U (N, NN, N N3) U(N; NN, NN,). Ges buoin

L o sont disjoinks, lewns wobalilizzs s ajoutent, To mrobabilite de Léus t<<mm&w

enl moine s les thoin > esh dome : 0.325.

Exercice 2 : Soit a € R et soit f, : R — R la fonction définie par

folx)=1 siz=a
fo(x)=0 siz#a’

Montrer que la famille (f,),cg est libre.

Correction : £ Iwnbn de (o, @quAQQe (fo)acr mous considérons wne combinaison, linéoine <c1wu
Jotent oy, ..., e, des néels distincs, considérons lo KA/m/ﬂZe <@ere) : (fa)ic1,me Souwm oruﬂ
mmw&%...,)\"t&awi/\ﬁ%0.%W%meek,ofmb

n

inf%(x):ojmrama&mwxzaj @'é%o&md@mxj:ocmf%(aj) wauk 0 i i # j ef

=1

1ui:j.&w&mm@_mwjzlwaj:nmm;Aj:(),

j=1,..,n @W@@@wﬂ)@ (£.)a %;ngﬂ@@j&w

Lycée Jules Garnier 19 I PTSI



]_ ]_ Semaines 22 et 23

Exercice 3 : Montrer que les vecteurs v; = (0,1,1), vy = (1,0,1) et v4 = (1,1,0) forment une
base de R3.

Trouver les composantes du vecteur w = (1,1,1) dans cette base (vq, vy, v3).

Correction : g}mmw&,ga/m@e {vy, 09,03} ebtwne@abenouba%nbm&nbzmw
celte famifle eol; e et genenatnice.
Ntm%%gwm&e{vl,vg,v3}%b%w. it wne combinaison linéaine nullle

avy + buy + cvg = 0, Wbdyumb«mbm%oﬂyw@%m%m a,b,cmm&. T b
wecteun, nill et 0 = (0,0,0)

avy + buy + cvg = (0,0,0)
< a(0,1,1) +b(1,0,1) + ¢(1,1,0) = (0,0,0)
<= (b+c¢,a+c,a+b)=(0,0,0)

b+c=0 a=0
— <a+c=0 <~ <b=0
a+b=0 c=0

mum%nm%wazbzc=o,%wwuwm%w.
Ntmque@@@ma%{vl,v%%}%t%émmw TMW'WMWv:(I,y,z)

de[RgOfrbdoitbw«w@va,b,CEﬂ?befcru@aU1+bU2—|—CU3:U.

avy + bvy + cvg = v
< a(0,1,1) +b(1,0,1) + ¢(1,1,0) = (z,y, 2)
= (b+c,a+c,a+b)=(x,y,2)

bt+c==x b+c=a (L))
= qa+tc=y (Ly) <<= <at+c=y
at+b=z (Ly) b—c=z—y (Lj) = (L3 —Ly)

1
20=x+z—y (L] +L%) a=5(-r+y+z)

= <atec=y = Sb==(r—y+2)
2=z (:—y) (Li—14) f

c:i(z—&—y—z)

1 1 1
Rurn a = 5(—:r—|—y+z), bzi(:ﬂ—y—i—z) c= é(x—i—y—z) nous anons done la. nelabion,

avy + buy + cvg = (x,y,2) = . @m&m@a/w_%e {vl,UQ,v3}%tcdémmm.

[3] Lo fomile est bllne e génsnatrice donc cent une fase,

[4] Bur conine w = (1,1,1) dans la base (vy,v,,v5) WW&WW
o,Qo/onrAm»avl—&—bvz—&—cv?)—w.Jmpm Wmﬁmd%@mﬁbwwm

(&yﬂ),w@a@mw@aum(1,171)&,50&»&04»%&:1b:f,c = Soubrement

272
1 1 1 111
dib §v1+§v2+§v3:w.$euooondmvnéwdewdm@a@m@ (v1,v9,v3) sonk donc (5,5,5)
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Proragilités et espaces vectoriels de dimension
finie

Quuestion de cours : Formule de Grassmann.

Exercice | : Dans I'ancienne formule du Loto il fallait choisir 6 numéros parmi 49.
Combien y-a-t-il de grilles possibles ? En déduire la probabilité de gagner en jouant une grille.

Quelle est la probabilité que la grille gagnante comporte 2 nombres consécutifs 7
Correction :

Combien, de qulllen? Ty en o (469>_13983816
W@WWZWMW&?EeMMWWMWW
W@m@%wmwm%wwér@wb@“cﬁmmww49&vwmﬁ

eccemple -

%WMWﬁwm%?m Fer 5 botben inténieunes dtant non wides,
(38— 1+7)!
386!

W%MBWM?)S 49 —5— 6)%7@0@@%%@ =7.0591 x 106

@M%PMM&WWW%WZWWW%:OA95Z

Exercice 2 : Soita € Ret f, : R — R, 2 e**.

Montrer que la famille (f,),cg est libre.

Correction : Jﬁ(z Wd@?@@aﬁmﬂ)@ (fa)aeﬂ? WMWMW»W(W

Soagnta1>a2>...>anm%mwmmmm&lw(@m);

77777 SO“TTM‘T‘“QW@%%J’JAW’%%%@i&f%=0-w@ A g e,
%%“BM%ERoﬂoanAifai(x):Qmmmmmewxe[R:

)\16(11:C + /\2ea2m + -t >\7L€Oéna7 =0.
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geb@mewdmnﬂw%tealx (can oy > g > ). Gfocbo*uwnb,?mealm :
e ()\1 + )\26(0‘2*‘11)95 + o+ )\ne(an*‘h)w) = 0.

Mocis, €12 #+ 0 done :

)\1 + )\26(0‘270‘1)1 + o+ )\ne<an*0‘1>1 =0.
fbﬁbﬂu@$*>+00020hb6(ai7a1)x*>0(wbouhi>2,oc)bOélv*Oél<0).@0/morou)bi22j
)\i6<a’ra1)$ — 0 eb en [wma/n.t & Q@ @Vrmbe damns Qe,%azl’e ci-desbus on thoune :

A, =0.

)\2f2+---—|—)\nfnZOd%W%WQ—MMWWW

)\1:)\2:---:)\n:0.@m&mgaxmﬁﬁe(fa)aemwtwmga/nuffe&ﬂne.

Exercice 3 : Montrer que les vecteurs v; = (1,1,1), vy = (—1,1,0) et v3 = (1,0,—1) forment
une base de R3.

Trouver les composantes du vecteur e; = (1,0,0), e5 = (0,1,0), e5 = (0,0,1) et w = (1,2,—3) dans
cette base (vq, vy, Vg).

Correction : Jotons B o base (v, vy, v5).

1 1 1
awmel dwnboe&e@ob@?%wﬂa»@bd@wn@nb:€1=§U1—§U2+§U3,50%wohdofn/né%
dmon,@abeBbch:(l, 171)

37 33
1 2 1 121
62 §U1 + §'U2 —+ 51}3 37% OOO’Ldimé% da/nb B boxnl', (g, g, g)
1 1 2 11 2
€3 = g'l}l §'U2 51)3 37% wondonnées dams B nonk (g, 3, g)
%MWWW%WWwZ(1,2,—3)@0&%%0&w=61+262—363d0/m

1 1 1 1 2 1 1 1 2
Pa)vnobcoﬂcupb rmeoed/emb:» w= §v1—§v2+§v3+2(§v1+§v2+§v3)—3(§vl—§v2—§v3) = 205+ 3v3.

Fer coondonnées de w dans B sont (0,2, 3).
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Proragilités et espaces vectoriels de dimension
finie

Question de cours : Montrer que si B n’est pas négligeable, alors Py est une probabilité.

Exercice | : La probabilité pour une population d’étre atteinte d’une maladie A est p donné;
dans cette méme population, un individu peut étre atteint par une maladie B avec une probabilité
q donnée aussi; on suppose que les maladies sont indépendantes : quelle est la probabilité d’étre
atteint par I'une et I'autre de ces maladies ?

Quelle est la probabilité d’étre atteint par I'une ou I'autre de ces maladies 7
Correction : P(ANB) = pq can los, maladies sont MW
P(AUB)=P(A)+PB)—P(ANB)=p+q—pq

Exercice 2. : Montrer que (1, \/5, \/§) est une famille libre du Q-espace vectoriel R.
Correction : %t (a,b,c) € Q.

a+bV2+V3=0= (a+bv2)? = (—cV3)? = a® + 20 + 2abV2 = 3c? = 2abV2 € Q.

Mocin /2 st vvnationnel done ab = 0.
ﬁb:o,wmrc:oetw\/E%tmnmmﬂmmwwc=o<wm\/§m

haﬁormme@)rmazOet%&/mfemra:bzc:O.
ﬁazo,ﬁmrezb?:sc?.ﬂﬂ,mﬁmW(m&mmﬁmmm

petqmmmfbbe@b,ﬂue3q2=2p2dran@m\,rﬁe@'wwwmﬁh@WQ%‘arw?@m@m
rmbedumb@%d&mmﬂhmde@wﬂ»@ww%ﬂmﬂﬁe)etdm@b:C:OMmm
gowa:b:c:o.

@n@mofnbléﬁueV(a,b,c)EQ‘?, (a+b\/§+\/§=0:>a=b2620).@m?a,gowufﬂe(1,\/57\/5)
ebtwn@@qwm‘ﬂ@ed@hé&b@—%’w.

Exercice 3 : Dans R3, donner un exemple de famille libre qui n’est pas génératrice.

Donner un exemple de famille génératrice qui n’est pas libre.
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Correction : Rn WT?@ bo @omfﬂe {(1,0,0), (0,1,0)} est liflre dans R? mais pas géndnabnice.
To fomillle {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,1)} esk génsnabnice dans R* main pas bilbe.
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Proragilités et espaces vectoriels de dimension
finie

Question de cours : Les événements A et B sont indépendants si et seulement si A et B sont
indépendants, si et seulement si...

Exercice | : Lors d’une loterie de Noél, 300 billets sont vendus aux enfants de 1’école; 4 billets
sont gagnants.

J’achete 10 billets, quelle est la probabilité pour que je gagne au moins un lot ?

CO(‘(‘CQ’“OHI gmwwwdmvm&»@?eu%bm@ dmwnﬂunmmwdelo&%wrmvmh@%
300;&%%@ (31000>.}emwmmﬁ%10&MmdmwmmWM296&%
W@mm@o?@rﬁo@aﬂo@ﬁe (21906)
()
&Wwwm%%m%m&@&&%@%mmﬁm@%m@m:
(21906)
1— o) ~0.127.

Exercice 2 :

Calculer pour p et g entiers naturels donnés les intégrales suivantes :

2m 2
J(p,q) = / cos(pzx) cos(qz) dz, K(p,q) = / cos(px) sin(gz) dx et
0 0

2
=/ sin(px) sin(qz) dx.
0

|z| Montrer que la famille de fonctions (cos(pm))pew U (sin(qx)),en: est libre.
no
Correction :

2
Run p b ¢ enfienn i, I(p, q) :/ e! P g,
! 'ze@cb,gb P,o):xvrw A
[ei(pfqﬂ]iﬂ = 0. Soienk alow p b q dewos enbiiens naburels.

Sp+allpg=
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Done i p £ 4, J(p,0) yRell(p,0) + 10, ~4) = 0 pai Klp,0) = 5 Fm(1(p, ) ~ (p,)) = 0
s L(p. ) = 5 Rel1(p, ~) ~ 1(p,0)) = 0.

%p:gJ(p,p):2ﬂmp:0&ﬂmp#0M pp—O[vuAb (pyp)=moip#0e 0
s p=0.

. ?MQ'WEMWWMRQMMWR¢2WW QC‘W@‘W

Wa(fg)e?ynmdeE2abboqe/ f(t) dtebtjamcrumw@/mb [m/odubbbwﬁw.mga

W&WM@E Kamﬂ@%tmw;

Exercice 3 : Soit E = Ry[X],F={P € E,P(1) =P’(2) =0} et G = {P € E,P(2) = P’(1) = 0}.

Montrer que F et G sont deux plans vectoriels
Montrer que F @ G = R4[X].
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Proragilités et espaces vectoriels de dimension
finie

Question de cours : Existence d’un supplémentaire en dimension finie.
pp

Exercice | (INéaalité de Bonferroni) :

Soient (€2, F,P) un espace probabilisé, et Ay, ..., A,, des événements. Démontrer que
P(A,N--NA,) > (Z P (Ag) —(n—1).
=1

Correction : OWWWPMWWM%Q@WOQ@M%W

P(ANB) = P(A) + P(B) — P(A UB).

&W%tmmmnzl.?W—@o/wmw'wwn%n—l,etwm—%mwﬂ,n.
(%WAzAlm---mAn,l o B=A,. Mo, d'wuwm

P(A,Nn-NA,)=P(ANB)=P(A) +P(B) —P(AUB).
P(AUB) <1, e on olitient

P(A M- NA) > S P(A)— (n—2) +P(A,) 1

i

Il
-

Exercice 2 : Soit f(x) = In(1+z) pour x réel positif. Soient f; = f, fo = fofet fy=fofof.
Etudier la liberté de (f,, f5, f3) dans [0, +-00[[0+l,

Correction : Efmgmmm fu fo &b fs sont Bien d,e%/mm sun R,
SOmenJ;a,betcmnéeﬁbte&»wafl+bf2+cf3:0
ﬁmﬁéﬂem&xﬁmﬁﬁa%tmmz@mgom&mafl+bf2+cf3 ebtequnwﬁ@nfemww\a%ede—ﬁ—oo
c‘»alnfﬂ&mvmm%éﬂa&duwm&.@ma:ﬂﬂ%@mb%ﬁmmmeg(ynd]m
af1+bf2+cf3:bf2+cf3%LéﬁuMmfmre@bln(lnx)ethébwé%afed@@@mew@.@m

b=0 Rus c=0.
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ﬁ)mmm%g%%mmdm&ww@&mmammw@w@@%gmm

af1+bf2+cf3beyr@um0:

2 28

filz) =In(1 +x) ot Tt e + o(a?) s

folx) =In(1 + f,(z)) = In <1+x—a;2+3§+o(x3)> = (.’L’—xz-‘v—x:))) L (33—3:2)24—13334—0(303)

:x—x2+g:v3+o(x3)
M
2, [ 3 3 2 T 3 1 22 13 3
f3(x) =In(1 + fy(x)) = ln<1+x—m + 2% +o(z ))z(m—x —i—fm)—f(m—m) + —2° + o(z?)
z—0 6 6 2 3
:x—§z2+§z3+o(x3).

2 2

Ron vuibe, af, () +bfy(x) +cfs(x) = (a+b+c)x+<—f—b—%> x2+<§+76b+520> 3 +o(z?).

fﬁe%amaf1+bf2+cf3_ogmmwmm%mmmww%&mw dme@owm

@omdmbww@/m'g@w

a b 30_0 a+b+c=0
_5_ _5_ ou encohe a+2b+3c=0
2a 4+ 7b+ 15¢ =0

N = =

23#0jo«vo¢dmwa=bzczo.

BT R
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Exercice 3 : Vrai ou faux?
On désigne par E un R-espace vectoriel de dimension finie.
Si les vecteurs x,y, z sont deux a deux non colinéaires, alors la famille z,y, z est libre.
Soit @y, zy, ..., z,, une famille de vecteurs. Si aucun n’est une combinaison linéaire des autres,
la famille est libre.
Correction :

[1] ?m.?mMﬁ?@mu%i‘ z=(1,0,0), y = (0,1,0), z = (1,1,0).
qjm?o«bumewm@ummmu&mwmmfﬁeAlzl+ )\I—OSO ‘un deb
“1‘1“”‘"“?“

elutmmnuE WM&Al#Ommmml——i— — —)\—x @omwlwt
1

wnewm;@mwabmv&meoﬂwd@{l’w }eewmmwtgawo&%edegmdwmmgm

ficients sonls nulbs. Done (... 2, } ook une famille bibe.
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Proragilités et espaces vectoriels de dimension
finie

Question de cours : Théoréme de la base incompléte.

Exercice | : Une féte réunit 35 hommes, 40 femmes, 25 enfants ; sur une table, il y a 3 urnes H,
F, E contenant des boules de couleurs dont respectivement 10%, 40%, 80% de boules noires. Un
présentateur aux yeux bandés désigne une personne au hasard et lui demande de tirer une boule
dans 'urne H si cette personne est un homme, dans I'urne F si cette personne est une femme, dans
I'urne E si cette personne est un enfant. La boule tirée est noire : quelle est la probabilité pour
que la boule ait été tirée par un homme ? une femme ? un enfant ? Le présentateur n’est pas plus
magicien que vous et moi et pronostique le genre de la personne au hasard : que doit-il dire pour
avoir le moins de risque d’erreur ?

Exercice 2 : Soit f,(z) = |z — a| pour a et x réels.

Etudier la liberté de la famille (f,),cg-

Correction : Sowntnmmnohmeﬂmmdwab, a, n néels dew & dewco distincs
& Apoy A, 1 nidls.

50“1”[‘”"‘”‘” Mo, + oot Anfa = 0. Foit i un doment do [1;7]. On o A, f,, :—ijfaj e on me
Wmmxﬁéomm%m&mdewmmgwnmmd@mﬂegf; tommw@e
membre. de dnoibe Lesk. Tan suite, tous les A, Wnbfrwfbetdofm&;,gwm»%e (fa)1<icn ot libre.

ORQMWWW-WEW@@Q@W(fa>aene%13%’w"bmugdm‘%9(fa)aem

ent libbne.

Exercice 3 :
Soit E = R,,[X] I'espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal & n. Montrer que
toute famille de polynémes {Py,P;,...,P,,} avec degP, =i (pour ¢ = 0,1,...,n) forme une
base de E.

|z| Ecrire le polynéme F = 3X — X2 4-8X? sous la forme F = a4b(1—X) +¢(X —X?) +d(X?—X3)
(a,b,c,d € R) puis sous la forme F = o+ B(1 + X) + v(1 + X + X?) +6(1 + X + X2 + X3)

(o, B,7,0 € R).
Correction :
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‘Cma'oﬂm@@@amwg{Po,Pl,PQ,...,Pn} wmmnﬂmm@'wE:uen[X]
dedhmmn+1.?@mm%LWPo&d/n6m:P0%tho@f@m@wmntmmz

Pl %tuﬁb"\o&dmmd,edeﬁnem@mmil Wwwgemmﬂmdem

WMW&MWWW
Nous aﬁ@:;@eldmommbv@vﬂue {Py,Py,....P,} ebbwne@omu.@ewe Joib une combinaison

j«lbmduibomb QWE/&Q concernaml Q%, de(aweb : degPy = 0, degP, =1, ., degP,, = n.
ﬂ)g%mm le V)@jﬁm P(X) = A\,Py + M P, + -+ A\, P,

Nma%nbmmﬁmmm&mmt)\nzow)\nilzom )\OZOA

Pon Vabounde buppobO A, # 0 &b éovwons P, (X) = a, X" +a, X" '+ +a,; X +ag comme
dean(X):naﬁmanio.J\lbwmutP(X)MWWW@WW
’I’LCYLM/b/eC)ut

P(X)=2\, -a, -X”-l—b@vm%derﬂw@obdﬁ%hé

choe%«mdmamt)("mo&m@nb/\ - a, —OO%O@M& —Oou,)\n—() €e<:tuh%bwne
wﬁud@ofmemwﬂumx\n:o.

Mm@m&%m&mmwmbm )‘OPO+/\1P1+"'+>‘n—1Pn—1 = 0. ?O.)b
Wmmdmmmme)\nilzquld)\ozo.

%{Bom/:)\o:() An —OM@@%OMAW@{PO,Pl,..., n}ebb%we@ﬂedo«woubm%p@/wm
ainsic {Py, Py, ..., P, } et une base de E =R,[X].

%«L[\om\,t mmm&m@%ﬂm ~tthe utile de détaillen, est le suivant : si un
C[jmumduw%mhm:wmanX +a, X" 1+"'+G1X+a0:09td/{mwra)bxn:

a4+l Iy +20
n X X2 an Xn

Me@'mgaxxmeum+moﬁww@emdeMwndmanetw@wdem
ucwb0dunorunwnidbéde@o,&/mbean:().@wgobte/nbmlbumemdmwndamlbw
[rowsery Gy =0,., ag =0.
&wneaubw@onmwfaﬁm%bdediﬂecwe{l,x7x2,...,xn}%bme@abedemn[X].

On trowse a = 10,b = —10,¢ = —7,d = —8. Rus a = —3, =4,y = —9,6 = &
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Proragilités et espaces vectoriels de dimension
finie

Question de cours : Montrer que si B n’est pas négligeable, alors Py est une probabilité.

Exercice | : Dans un jeu de 52 cartes, on prend une carte au hasard : les événements «tirer
un roi» et «tirer un pique» sont-ils indépendants 7 quelle est la probabilité de «tirer un roi ou un
pique» ?

Correction : SaoitA : Q@u@m@m@n}; Klinen un nwoi?? & B <<U)w)bu/n/lw1.ue>>.

P(ANB) = i P(A) = o2 = i P(B) = & = =
52 52 13 52 4

@WP(AmB):P(A)P(B)@MQ%@WWA@BMMWM.
1 1 1 4

P(AUB) = P(A) +P(B) —P(ANB) = =+ — = =

Exercice 2 :

Soient v; = (2,1,4), vy = (1,—1,2) et v5 = (3,3,6) des vecteurs de R3, trouver trois réels
non tous nuls o, 3,7 tels que aw; + vy + yvg = 0.
|z| On considére deux plans vectoriels

Plz{($7yvz)€R3|m_y+Z:0}

Py ={(z,y,2) eR® |2 —y =0}

trouver un vecteur directeur de la droite D = P; N P, ainsi qu’une équation paramétrée.
Correction :

ovy + vy +yvg =0
= a(2,1,4) + B(1,-1,2) +~(3,3,6) = (0,0,0)
— <2a+/3+37,a—ﬂ+37,4a+26+67) = (0,0,0)

20+ B+3y =0
= qa—[F+3y =0
da+28+6y =0

= a=-2t0=ty=t teR
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%@'mwtzlwmﬁ&ma:—z5:1,7:1m@m72v1+02+v3:0.
((X:—Qt,ﬁ:t,’y:t)rmbouttek.

%b/'q%&dmodebzwu%wmuect@u)bvch,y,z)dmpletPQetdochuLdoiLuéAAgim/
r—y+z=0dxz—y=0":

v=(z,y,2z) € P, NP,
—Sr—y+z=0dr—y=0

— r—y—2=0
z—y=0

= (r=t,y=t,z=0) teR

@mu@'mgwwww&etzl,aﬁomv:(l,l,m%tmmdumdeum
WJ%D,WWWWMDZ{@J,O)UER}_

Exercice 3 : Soit E={(z+y—22, y+5z, 3z +y+z z+y+2), (z,y,2) €R}
Montrer que E est un espace vectoriel.
E En donner une base.
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Proragilités et espaces vectoriels de dimension
finie

Question de cours : Formule de Grassmann.

Exercice | : Un débutant & un jeu effectue plusieurs parties successives. Pour la premiére partie,
les probabilités de gagner ou perdre sont les mémes; puis, on suppose que :

m Si une partie est gagnée, la probabilité de gagner la suivante est 0.6.

m Si une partie est perdue, la probabilité de perdre la suivante est 0.7.
Soit G,, I'événement «Gagner la partie n», et u,, = P(G,,).
On note v,, = P(G,).
Ecrire 2 relations entre Upy Uy i1y Vpy Uy

|z| A T’aide de la matrice mise en évidence en déduire u,, et v,,.

Faire un calcul direct a I'aide de u,, + v,,.
Correction :

U1 = 0.4u, +0.7v,,.
U,.1 y\ _( 06 0.3 U,
Dono ( Upiq ) n ( 0.4 0.7 v,
Comme u,, +v, =1, u,,, = 0.6u,+0.3(1—u,) = 0.34+0.3u,,. Lo suite (u, —€) etk qeomélnique,

3 3 3
ot £ enk solulbion de 0.3+ 0.3¢ = £, dono £ = = Done u,, = = Hu(03)"71 = 2 +0.503)" "

Exercice 2 : On pose f,(z) = € pour a et x réels.

Etudier la liberté de la famille de fonctions (f,),cg-
Correction : 50049111', a < ...<a, nhé%dmddmmd&bb&nctbet/\l,., /\n %heeybteybw

Z)‘ifai =0 (*)
i=1

WM&WWMWW@(*)M@fGWIMWQQ@W
Wmmm+oo,mo@um;An:O.@mmw@mo@ummA,,L:An_lz...:Alzo_

f=0=Vke[0o;n—1], f*(0)=0
=VEke[0;n—1], \al + ...+ \,ak =0.
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&WW&WA 1< HMWWWWQHW&R

mmmu%?mde@vmmmb%t@eddpﬁmunmﬁdeqjamdmmmdedma ebebtwumﬁweeua
mm@mm.&W%LMde€methWm&mm( oo 0).
Wm&hm(@w&mwmwm@dm%%@mw&xw(a:i—>e"‘”)n€N )

Soownl:nl
qu:Z)\e

ZAXWWQ%A sonb tous muls.

Qualmérnebo&thu Wﬁwmmﬂ%m)fﬁ wwdfdecﬂamC“@omem
dwmmbm%dwon?Mdeawdm@omMade%memmﬂ?dwﬂaume?m
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Exercice 3 : Projection et symétrie dans K3

{ =(z,y,2) tqz+y+ 2z =0}

Dans K2, on donne les sous espaces : wY
= vect(U = (1, 1,2)).

Déterminer dim H et en donner une base.
E Démontrer que H® K = K3.

Donner les expressions analytiques des projection et symétrie associées : mp et sy.

Correction :

TH :
47 = 3z — y — =z
{ v = —x + 3y — =z
4z = -2 2y + 2z,
Sy
27" = «x -y = oz
{ 2y = —x + y - =z
22 = =2z — 2.

Lycée Jules Garnier
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