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%our comparer des structures mathématiques du méme type, on considére les applications
@\7 d’un ensemble dans un autre qui préservent les opérations définies sur ces ensembles :

— Lorsque 'on étudie des ensembles, on s’intéresse aux applications bijectives, qui préservent
le « nombre d’éléments » de 1’ensemble.

— En analyse, on étudie les fonctions continues, qui préservent ’opération de limite

— En algebre linéaire, on s’intéresse aux applications qui préservent la structure d’espace
vectoriel, c’est-a-dire, les applications d’un espace vectoriel dans un autre qui préservent
I’addition et la multiplication par un scalaire : les applications linéaires.

@% ?fes applications linéaires sont donc des applications « naturelles » dans les espaces vecto-

riels, qui apparaissent dans tous les domaines des mathématiques, et pour lesquels une
étude tout a fait générale et théorique est possible, ce qui permet d’appréhender un peu
mieux la puissance de ’algebre linéaire pour résoudre des problemes de maths tres di-
vers. Ce petit chapitre sera essentiellement constitué de vocabulaire, les quelques calculs & savoir
faire se résumant la plupart du temps & des résolutions de petits systémes (linéaires, cela va de

soil).
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Dans ce chapitre, lorsqu’on omettra de le dire et sauf mention contraire, on considérera que E est
un K-espace vectoriel avec K réduit a R ou C.
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Q ISOMORPHISMES EN DIMENSION FINIE

R.appel | : Dans le contexte général une application f : X — Y est bijective si, et seulement
si il existe g : Y — X une application telle que :

gof:IdX et fog:IdY

Dans ce cas g est unique, noté f~! et appelé inverse de f.

De plus, f~!: Y — X est bijective d’inverse f.

En particulier, on se rappellera, notamment pour la démonstration de la proposition (4) | que :

— Une fonction f qui admet un inverse a gauche i.e. go f = Idy, est injective.
— Une fonction f qui admet un inverse a droite i.e. f o g = Idy, est surjective.

Dis autrement dans un langage de groupe, f est bijective si, et seulement si f est inversible dans
(ﬁ (X ) Y) ’ o) :

Groupe linéaire

( )

Rappel 22 : Soient E et F deux espaces vectoriels sur K.

e f est un isomorphisme si, et seulement si f un homomorphisme (d’espaces vectoriels)
bijectif. On note Jsom (E;F) leur ensemble.

e fest un automorphisme de E si, et seulement si f est un endomorphisme bijectif. Leur
ensemble est noté ZI(E).

Proposition | : Soient E et F deux espaces vectoriels sur K.

f€Tsom(E;F) < f'eTsom(F;E).

Vocaeulaire : Deux espaces vectoriels sont dit isomorphes s’il existe un isomorphisme entre eux.

Preuve : it f e £ (E;F) Qua,eob‘/we &WQA@M f1:F = E eciste.
Joient A€ K ot 3y, y, € F.
Comme. f enl: surjective, on peul pasen 4y = f(21) b o = f(25) o (21 55) € B2
On o o

Sy + ) T FHOf () + flzg)) T FHfy + 2y))
sunj. de f feZ(E;F)
T (fhe YAy + 5) T Az + Ty T A y) + 7 (ye)-
defy de pope de £ f@aﬂm@
@n%déduibﬂj‘wffl %t&mu&méo,\he
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%W%ﬁm%mrl dinsense f

4 )
Exemples | :

= K™ et .#, ;(K) sont isomorphes avec pour isomorphisme :

Ty
(zy, . ) — ( : ) .

C’est cet isomorphisme qui permet d’identifier K™ et ., ;(K), de facon légérement abusive, mais

transparente.

Suites géométriques
B — R est un isomorphisme.
de raison q # 0

(U ) pen — U

Corollaire Il : Soient E et F deux espaces vectoriels sur K.
La réciproque d’un isomorphisme est un isomorphisme.

La composée de deux isomorphismes est un isomorphisme :

VfeIsom(E;F),ge Jsom(F;G), foge Tsom(E;G) et (fog) =g lof L

Preuve :

Bost lo, proposition (1) .
&W@m%@m@&mmmt&m
Rur fd;g@aa-ewwmmwwwgflofl:gog)*l.

4 )
Exemple 2 (Isomorphisme en analyse) :  Soient (a;b;c) € R® avec a # 0.

Considérons ’ensemble & des fonctions y : R — K de classe €2 telles que :

ay” + by’ +cy=0.

Alors :
8 est un sous espace vectoriel de 2 (R; K).
Pour tout réel t,, application T, : 8§ — K2 est un isomorphisme de & dans K?
y o (y(te);y (to))
L puisqu’elle est linéaire et bijective d’apres le théoréeme de Cauchy-Lipschitz. )

Exercice | : Montrer que 'application S : f — (f, f(0)) est un isomorphisme de ¢* (R; R) sur
€°(R;R) x R.

Correction : E'thmsw&m@m@mwmf,ge%l([&k) L ANeER:

SAf+9) = ((Af +9),(Af +9)(0) = (A" + 9", Af(0) + 9(0)) = A(f", £(0)) + (9", 9(0)) = AS(f) + S(9)-

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVII : 74/3/9&&2&49&14} lincaires ﬂ
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&M@iﬁ%‘%twmdewmw@wﬁmanwmamw(g,a)e%([k,u%)xﬂeu
gomthVxHa+/mg(t>dtdecyﬂbbe%ﬂod/metSWW.

J0

Commentaires : @@Wmmmwwmm‘ﬁlkk @hto/?agowww[wﬂtw(fo(ﬂ? R)
et«/aomvonTRe\(K[](RR ) x R, MW%}MW%ORR

Définition/ Théoréme | (Groupe linéaire) :  Soit E un K-ev.

L’ensemble des automorphismes de E muni de la composition est un groupe, appelé groupe
linéaire de E et noté YI(E).

Preuve :
|_ %W@MWM%%MWL@ o: YI(E)xYIE) — YU(E)
[2] Ta composition des applications ek toujouns ansociatine.
‘ &QDﬁOWW@Q@WW@IdEwM@mmW\TQmM
‘ %@MMRM@fW%WWWOL&mMWfflwwm
WWTRWWQ

B 1

Exemples 3 :

s (z;y) — (z+y;7—y) est un automorphisme de R2.
= Les homothéties non nulles A.Idg avec A # 0 sont des automorphismes de E avec ()\.IdE)71 = \"1.1dg.

s Les symétries s € Z(E) i.e. s? = Idg sont des automorphismes de E tels que s™! = s.

L’ensemble <$ (E), +, o) est ce qu'on appelle un anneau non commutatif. [.’addition joue son

role usuel et la composition joue a peu de choses pres le role de la multiplication dans les ensembles
de nombres usuels (R ou C par exemple).

En effet, la composition admet un élément neutre qui est ’application identité et elle est distribu-
tive par rapport a I'addition, tout comme le produit dans les ensembles de nombres mais toutes
les applications linéaires ne sont pas inversibles (seuls les automorphismes le sont).

En ce sens, 4I(E) peut également étre vu comme l’ensemble des éléments inversibles de .Z(E).

En fait, nous verrons plus loin que la composition d’applications linéaires s’identifie effectivement
a un produit, celui des matrices. Pour I'instant, nous utilisons déja cette analogie pour justifier
I’énorme abus de notation suivant : pour une application linéaire, on notera fo f = f2 (un carré
au sens « produit » n’aurait en général aucun sens), et plus généralement f™ la composée de fn
fois par elle-méme.

Exercice 2. : Montrer que I'application suivante est un automorphisme et expliciter son auto-
morphisme réciproque.

v: RS — R3
x+4z
(z5y52) V— |T+y—2
24z
Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVII : Applications lincaires 4]
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Isomorphismes et bases

Analysons maintenant le lien entre les propriétés d’une application linéaire et celles de familles
particulieres des espaces vectoriels concernés. Que se passe-t-il durant le transport ?

Tout d’abord un petit lemme utile en pratique :

Soient E et F deux K-ev et f € Z(E,F). On suppose E
de dimension finie.

L’image de toute famille génératrice de E est génératrice de Im (f).

|— pfeuveemEﬁwmemwwmmwwg«mde
E

crw@onmte F = (e,...ep).

y=f(z)=f (i )\iei) - i)\if(ei) € vect (f(el) - ,f(ep)) = vect (f(ﬁ)).
1

Exercice 3 : Déterminer une base de Im (f) avec

I R3 — R3
T+y+z

(5y;2) T+ 2z
—r — Z

( Y

Théoréme 2. : Soient E et F deux K-ev et f € Z(E,F). On suppose E de dimension finie.

f est injective <= l'image par f d'une base de E est une famille libre.
f est surjective <= l'image par f d’une base de E est une famille génératrice.

f est bijective <= l’'image par f d’une base de E est une base de F.

|— Preuve : Considérons B = (e, ¢€,) wne base de E o oboms F = (f(ey),, fley))

Considérons une. comhnaison bnsoine nalll do o famille 7+ 3\, (er) = 0

ﬂ)(l)b &/n/eo)ute, on a f (i)‘iei> =0.
i=1

?MW%W;/\iQ:O.

ﬂ’mwm&/mde?@@omﬁ,m%WAlz---:Anzoz?%t&m
Uibre.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVII : Applications lincaires 5|
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«:)SOWW?MMM

mef%tvw@wdéb@umﬂwnbmwzwbxeker(f).

@Wmm@a@mﬁ:x:g;)\iei.

@fm@O— (Z)\ ):zn:)‘if(e)
On, &Lgcmm;%e (fey), -, fle,)) drant libre, on e déduib que Ay =

Rn suibe, © = 0 ie. ker (f )—{O}etf%b@wmunaecbme

eoamdéhmwyeF.

@me@a@amﬂ:xzéj&q.

Ton &mea)ube on o Y = (Z >\161> = i)‘zf<ez) Le. I enl Pw@m %,Q/n.q)mbum

<:)SDWO[MB?MW

Mm%@f%bW%mem&@yEF

W?MWMW%Wy:yzgkif(e

&»mex—i:/\iei GE,Fom@i/néambédeﬁmouy—i)\if(ei) —f(i:)\iez) = f(z)

b.e.febb?ﬂembuha}ecbm&

=1

R.emaraue %n’@MWWWFw@mwmwm@m@@m

d,é/[\wlddeE.

—

famille génératrice de Im (f).

Ainsi, on retrouve :

Im (f) = vect (f(eq),..., fle,))-

Exenple 4 (Ivportant) :  Soient E un K-ev de dimension finie et (e, ..., €,,) une base de E.

Comme f : E +— Im(f) est surjective, on déduit de la propriété précédente que (f(ey), ...

~

, f(ey,)) est une

Exercice 4 : Montrer que les applications suivantes sont linéaires puis déterminer une base de

leur noyau et une base de leur image. Sont-elles injectives 7 surjectives 7

‘ (x,y) — (y — 3z, 52 + 2y, x + y).
P +— P — XP’' — P(0) de R[X] dans lui-méme.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVII : Applications lincaires
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Corollaire 2.1 : Si deux K-ev de dimension finie E et F sont isomorphes,
alors ils ont la méme dimension.

On verra plus loin (confer corollaire (5.1) ) que la réciproque est vraie.

|— Preuveiemid@zmbumibﬁvm%y\mmfdeEwnF.
g

IWW.%ed/'ume@obef:(el,m,en) de E et wne base de F.
JVLawoebtevfwaaebb (fleq), -, f(en)).
@%Wmtd'mwﬂ : Q%dManm@deEetFmbéﬁaﬂe@.

Théoréme 3 : Soient E et F deux K-ev de méme dimension finie et f € Z(E,F). Alors :

(1) f est surjective = (79) f est injective = (7i1) f est bijective.

Preuve : Jotons n la dimension de E e F.

— On o doinement (iii) = (i) A (ii).

— (i) = (i):?mmfw.fﬁ'mﬂedgm@med@E%me@mﬂeMmd@
Fd@m@mwwwﬂwdim(F).@%e&m%@e@ﬁmm{{omﬁmW@m@deE%

~ (i) = (i);&wfw%mmwwm@wdm

Méthode | (Montrer auun endomorphisme est Bi )e.eJcM: en dimension finie) :

WWWﬁwker( )—{OE})wﬁu,efebbwnaeob%(%mnbwm,tIm

—

—

4 )
Exemple S (PolynGmes de Lacranae) : Soient oy, aq, -, @, € K des scalaires deux & deux distincts
et définissons ’application :

o: K [X] — Kt
P — (P(O‘O))P(al)a'"ap(an))

Alors :
@ est lindaire.
¢ est bijective car aisément injective entre deux espaces de méme dimension n + 1.

L’image par ¢! de la base canonique de K™*! est une base de K, [X] qui n’est autre que la base des

polynémes de Lagrange (L, ..., L,,) associée & (g, ..., ,,) :
2 X—a
Vie[0;n], Ly(a;) =6, ; avec Li:H L.
j=o % T &y
o 7 y

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVII : Applications lincaires
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Toute fonction définie sur un ensemble contenant les v, coincide en chacun de ces (n + 1) points avec
le polynéme défini par :

P = zn:f(ai)Li-

1=0

Exercice S : Montrer que P +— (P(0),P’(0), ..., P™(0)) est un isomorphisme de K, [X] sur K™+,

e N
Proposition 4 : Soient E et F deux K-espaces vectoriels de méme dimension finie, et soit
[+ E+— F une application linéaire.

Les propositions suivantes sont équivalentes :
f est un isomorphisme de E sur F.
f est inversible a gauche i.e. 3g € £ (F;E), go f = Idg.
f est inversible & droite i.e. 3h € L (F;E), foh = Idg.

De plus, les inverses a gauche et & droite coincident nécessairement avec f~1.

Preuve:@m@déa‘@ - et - ,W&f@bt@ia}ecﬁm@ofohbg=f_l

Sowmwnbwliﬂmbbegeag(F;E),QOf:IdE.Ofrubo,ichohbﬂuef%tUna}ecﬁ/u&
WE&FM@W@WW&W& ‘théor‘éme(B),febJ:d/o/mo@%,%tWe.
@mmml’)wd,emémecrue = .
%%WQOfZIdE&th:IdFWm@md&dwgrmffl,mw

@mgzhzf_l.
—

Moralité : En dimension finie, 'existence d’un inverse a gauche ou & droite suffit & Iexistence
d’un inverse et, dans tous les cas, c’est le méme.

Ce résultat n’est plus vrai si on ne suppose pas les espaces E et F' de méme dimension
finie.

ATTENTION En effet, la dérivation D, par exemple, a un inverse a droite tel que D o P = Idy,, mais
ona PoD # Idp.

En particulier, D n’est pas un isomorphisme.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVII : Applications lincaires 8|
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|I.3 ' Espaces isomorphes

Précisons quelques propriétés des espaces isomorphes.

Rappel 3 :  On dit que deux K-espaces vectoriels E et F sont isomorphes, noté E ~ F, s’il
existe un isomorphisme f entre eux.

Remarque : La relation ~ est une relation d’équivalence sur ’ensemble des espaces vectoriels

(pas forcément de dimension finie).

Une mathématicienne d son ami :
- Es-tu fidéle ?

- Out, a isomorphisme pres.

(
Proposition S (Morphisme de K" dans E) @ Soit E un K-ev et & = (zq,-,x,) une famille

de vecteurs de E.

On considere 'application P KP —

E
p
()‘17 Tty )\p) — Z )‘zmz
i=1

¢+ est linéaire ;

n 7 est génératrice <= ¢4 est surjective;
J est libre <= ¢ est injective;

m J est une base de E <= ¢ est bijective;

N\

|— Preuve nga, démonatralion 'w,bbe/n&@e énorvmémen, & oeﬂ@e du théoréme (2). @frv Qedut
- %t&m@mwwm Ars s Ap), (g, 1) EKP b @ €K, om o
¢? <a<)‘1""a>‘p> + <H1,"-,/Lp)> (b.’}' ((a)‘l +H17 ’ ,Oé)\p +:up))
p
= Z Oé)\ +Mz
=1
P p
= o A+ ) m,
i=1 i=1
= ¢ (<A17 )\ )+¢f <(/’L17'”7/'Lp)>
p
- Imd)f - {Z)‘zxw (Al’ ))‘ )E [Kp} %ec't( )
1=1
T st génénabnice. = Vet
< Im¢s =E
<~ ¢g~ enlb bu)la/ech/ue
Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVII : Applications lincaires 9|
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—kergb?:{()\l,---, ) € K, ZAm—o}

F et llbne @{(Al,---, ) € KP, Zm—o} {(0,-,0)}

< kerggy ={(0,-,0)}

<:>¢§r%bi/na}9cb'¢we

Corollaire S :
Tout K-ev de dimension finie n est isomorphe a K.

‘ Deux K-ev de méme dimension finie sont isomorphes.

Preuve :
|_ Sooil}Eww[K—wd,edeWmng/deBwne@abedeE.

Jobgo*w, ¢Bﬂ<n—>EebbwwaTTMwm&nwwﬂe@«ae<Dfu®,dwmmeMmdeﬂ<n
@m%wd@n@mdymgmmnmm@%mw?%@W

E—)[K"

N /o

En combinant le corollasire (2.1) et le corollaire (5.1) on obtient :

Théoréme b @ Deux K-ev de dimension finie sont isomorphes si, et seulement si
ils ont méme dimension.

Si on considere 'ensemble des espaces vectoriels de dimension finie, les classes d’équivalences pour
la relation ~ sont donc paramétrées par N.

7

Méthode 2. (Montrer auun espace est de dimension finie) :

?mmew@wm@mmmW@mm=
m eofliber. wne base de n vecteuns.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVII : Applications lincaires 10|
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Exemples b : |
= K™ et K™ sont isomorphes si et seulement si n = m.
= R? et R? ne sont pas isomorphes
m K, [X] et K*"! sont isomorphes

» L’ensemble § des fonctions 3 : R — K de classe €2 telles que ay” + by’ + cy = 0 est un sous-espace
vectoriel de 2 (R ;K) de dimension 2, puisqu’on a vu que l’application :

Ty: 8§ — K2
y o (y(te);y' (t)

est un isomorphisme de & dans K2.

m L’ensemble &, des suites récurrentes linéaires d’ordre 2 i.e. vérifiant une relation de la forme
Uyn = aU,.; + bu, avec (a;b) # (0;0) est un sous-espace vectoriel de KM de dimension 2 en
considérant 1’isomorphisme :

TS, — K

(un)nelN — (uo ;ul)

_ J

Q DEFINITION D’UNE APPLICATION LINEAIRE

e 2

Exemple T : Soit E un espace de dimension finie n et B = (e, ..., ,,) une base de E.

’rn

Vi € [1;n], Papplication ¢, : E — K est une forme linéaire appelée fonction jeme

coor-
(xlv"-’wn)z —
donnée.

En particulier, ¥ (i;5) € [1;n] x [1;n], ¢;(e;) = 0;;-

\,

\ A partir de 'image d’une base

e N

Théoréme 1 : On considere E et F deux K-ev avec dim (E) = n.

Pour toute base B = (eq,,¢, ) de E et toute famille F = (f;, -, f,,) de vecteurs de F, il
existe une, et une seule application linéaire g de E dans F vérifiant :

Vie[l;n], gle) =

|—A Preuve : On naisonne pan wmﬂam-mdﬁm

nalyse:?%m%'m%w&@m&nmg:EHF eccinle.

n
g)ounboub:v:z:aci-eiEE, on o :
i=1

g(x1'€1+“‘+xn'en):'1"1'g(el>+“'+mn'g(en):$1'f1+"‘+xn'fn‘

Jo(amb@oma,gzgol'fl—i-...—l—(pn'fno«lgoi:(:El,...,xn>EEl—>:Ci€[Kebt@o,’imaﬁw&mﬁm
coondomnnie.
Synthése:ﬂ)ooomg: E — F

T = ZS%(?U) Ik
k=1

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVII : 74/3/9&&2&49&14} lincaires H
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g est-elle une application ? Rur tout 2 € E, on assodie e g un unique wecbeurn Y = Z 0 () fr-

g@@o’mg%bdoaw@wwwnewu@whmu

g vérifie-t-elle la condition sur B et F ? R consbrucion, Vi € [1:n],
€;) = Z@k(ei) Je = ZCSM Je=1i
k=1 k=1
g est-elle linéaire ? Joient A € K x yeE On o
gAz+y) = Az +y) - fi+ o+, Ae+y) - fy
?M&ﬂmdﬂ)@]ﬂ kEefl;n] on o :

=Mer(@) - fi + oo (@) - f) Fery) - fi+ o)
= Ag(z) +g(y).

Done g€ (E;F).
g est-elle unique ? Gonsidérons deuce GTMMW linéaines g, et gy de (E,F) cobnoidant
swn Lo base B, cent-a-dire uem,%a/n,t Vie[l;n] g1(e;) = gy(e;) = f;

@MwEEwmemdemmem@a@omB:x:iAk-ek.
eo'm/megl %b&/mwagl(@:gl (ZM'%) Z/\k 91 (ex) Z)‘k s
k=1

&Fan@ewmwmwnmb 9o(T) = g (Z)\k ek):i)\k'g(ek):i:)\k-fk.
k=1 k=1

GWQMWW Vo €E g,(z) = gy(2) te. gy & gy meﬁ‘w

s N\
A retenir | :

Corollaire 1! :

m Une application linéaire est uniquement déterminée par 'image d’une base.

m Deux applications linéaires qui coincident sur une base sont égales.

Exemple & : Considérons I’ensemble P des vecteurs du plan muni d’une base (f, f)
La donnée de f () = 3i — 25 et f(5) =14+ j suffit & définir f € Z(P).

Par exemple, si % = 37+ 55, on a f (@) = ...

\

Une application :

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVII : Applications lincaires 12|
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Proposition & : Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie.

Alors Z (E; F) est un espace vectoriel de dimension finie et :

dim (% (E;F)) = dim (E) x dim (F).

) une base de E.

n

Preuve : On note n = dim (E) et soit (e, ..., €
remmdmmw @aﬁmﬁ«mbmu :

v: ZE;F) — F7

f — (f(el)v"'vf(en))‘

@'on le théoréme (7), @aﬁi&mm @ enb @Wg@w
On, il qudll ot de s, lingeine sans diffcnlte, Gent done un, womanghisme, o on. pout canchune
(1/\1-@ :

dim (.Z (E;F)) = dim (F") = n x dim (F) = dim (E) x dim (F).

—

Exemple 9 (Dimension du dual en dimension finie) :  Soit E un espace vectoriel de dimension
finie.

L’ensemble E* = .Z (E ; K) des formes linéaires sur E a donc méme dimension que E.

Exercice £ : Considérons (eq, ..., ¢, ) une base de E et (¢, ..., ¢,,) les applications coordonnées
correspondantes.
Montrer que (¢4, ..., ®,,) est une base de E*, appelée base duale de (eq,...,¢,,).

A partir d’espaces supplémentaires

Proposition 9 : Soient E et F deux K-evet f € £ (E;F);

Si E =E; @ E, alors f est entierement déterminée par ses restrictions a E; et E,.

|— Preuve : oons Jig, & fig, les nesbrictions rwa,ecrA/ueu de fa E; & E,.
oi

xEEWWWdBWWWQ@@UUM$:x1+x2O‘Cb(x1§x2)€E1XE2~
Comme f(21) = fig, (21) & f(23) = fim, (x3) W@WMW@W d'une base de

E, aEQW@WMLQW%t@m@
f(@) = f(z1) + f(zg) = fig, (x1) + fig, (o).

Exercice 7 : Soit E un R-ev et f € Z(E) tel que f2 — 3f + 2Idg = 0.
Montrer que ker (f —Idg) Nker (f — 2Idg) = {0}.
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III. RANG D’UNE APPLICATION LINEAIRE

Simplifier (f —Idg) o (f — 2Idg).

En déduire que Im (f — 2Idy) C ker (f — Idg).
[8] Montrer que Tm (f —1Idg) C ker (f — 21dy).
Prouver que E = ker (f — Idg) @ ker (f — 21dy)

Aide : 1dg = (f —1dg) — (f — 21dg).

Q RANG D’UNE APPLICATION LINEAIRE

Généralités

Détinition 22« Soient E et F deux K-ev de dimension finie, et f € Z(E,F).
On appelle rang de f la dimension de Im (f) :

rg (f) = dim (Im (f)) .

( )

Exemples 1O :

= Le rang de l'application nulle est nul : rg (Oy(E;F)) =0, et c’est la seule telle application.

Sip;: R?* — R alorsrg(p;) =1

(z,y) — =

Plus généralement, si ¢ est une forme linéaire non nulle, alors rg (¢) = 1.

s Si E=F@® G, et p est le projecteur sur F parallelement & G, alors rg (p) = dim (F).

m Si E est de dimension finie et A # 0, alors rg (Aldg) = dim (E).

( h

\. 4

Théoréme IO (INnéaalités sur le rana et cas déaalité) : Soient E et F deux K-espaces vec-
toriels et f € Z (E;F).
rg (f) < min (dim (E) ; dim (F)) .

Plus précisément :

Si F est de dimension finie, f est de rang fini et rg(f) < dim (F), avec égalité si, et
seulement si f est surjective.

Si E est de dimension finie, f est de rang fini et rg(f) < dim (E), avec égalité si, et
seulement si f est injective.

( )

Preuve :

ﬂ&wggvm Im (f) est un sew de F done rg (f) = dim (Im (f)) < dim (F).

@e(&,@, I ek sungectine s, ot seulement i Im (f) = F ie. 1g (f) = dim (Im (f)) = dim (F)
%E%tdedmwm%wr@mmmd@muﬂw@om (61,62,---,6n> etwmw,tﬂue

I (f) = veet (f(er), =, fle,) ).
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PTSI VINCI - 2024 III. RANG D’UNE APPLICATION LINEAIRE

Figure XXVII.1 — En général, une application ne peut que « contracter » son ensemble de définition.
D st alons asoery Jain
(11\»@,
vg (f) = dim (Tm () = dim (vect (f(e,),, f(e,)) ) < n = dim ().

Jo(aueoe%a&be% o seulement si (f(el),---,f(en)> st une base de F ie. lemo.%e dune base
Wf%tm@amﬂe%ewwmw@mwfe&w

Des dewc abbenbions, omn tire, bion svidemment, 1g (f) < min (dim (E) ; dim (F)).
f )
E E
Figure XXVIIL.2 — f est injective si, et seulement Figure XXVII.3 — f est surjective si, et seulement
si rg (f) = dim (E). sirg(f) = dim (F).

Exercice & : Soit E un K-ev de dimension finie et soit f € Z(E).
Montrer que E =ker (f) ®Im (f) < E =ker (f) +Im(f) < ker(f)NIm(f)={0g}.

I11.2} Rang d’une composée

Avant de passer a ce qui nous importe (le théoréme du rang), arrétons nous sur quelques propriétés
du rang et son comportement dans les opérations, notamment de composition.

Proposition | - Soient E, F, G des K-ev. On considere f € Z(E,F) et g € Z(F,G).
Alors :
rg(ge f) <min (rg(f);rg(9))-
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PTSI VINCI - 2024 III. RANG D’UNE APPLICATION LINEAIRE

Preuve :

— Jon défimition, 1g (g o f) = dim (Im (g /).

On Im (g0 f) C Im (g) done dim (Im (go f)) < dim (Im (g)), ie. g (g0 f) < 1g(9).
— Considérons §: Im (f) — E, lo nesbuction de g & Im (f).

Onagof=gofe
rg(ge f) =rg(ge f) <rg(g) <dim(Im(f)) =rgf.

Done, 1g (g o f) < min (rg (f);rg (9)).

—

Exercice 9 (Inéaalité trianaulaire) : On considére deux endomorphismes f et g d’un espace
E de dimension finie.

Etablir que lrg (g) —rg(f)| <rg(g+ f) <rg(g) +rg(f).

Correction : On o Im (f+g) CIm(f)+1Im(g), donc rg(f +g) <rg(f) +rg(g).
S willsant bl nécidants, on. o

rg(g9) =rg((f+9)+ (—f) <rg(f+9) +rg(—f) =rg(f+9) +rg(f).

De meme, 1g (f) <1 (f +9) +18(9).
Doty le neulliak.

( Y

Proposition [2. : Soient E, F, G, H des K-ev et f € Z(E,F).
Siue Z(G;E) et ve Z(F;H) sont des isomorphismes alors :

rg (f) =rg(fou)=rg(ve f).

Le rang est inchangé par isomorphisme.

Preuve :
|_ - @'W lo proposition (11) , on o 44 rg (f o u) <18(f).

%u%thmemfZ(fou)oufl.
Dow rg (f) <rg(fou) eb@e%uﬂ«,be

- @'W@a proposition (11), rg(ve f) <rg(f).
%U%thmMmWémimfzvflo(UOf).

Dox 1g (f)<rg(voef) et [Zexa@&be
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PTSI VINCI - 2024 III. RANG D’UNE APPLICATION LINEAIRE

lIII.3| Théoreme du rang

( )
Théoréme I3 :  Soient E et F deux K-ev de dimension finie. On considere f € Z(E,F).

Tout supplémentaire de ker (f) est isomorphe a Im (f).

En particulier,
dim (ker (f)) + rg(f) = dim (E) .

Preuvezeommd@zmawmwxﬂémdeeker(f)damEdewweﬂueE:HEBker(f).
J\robomg:flgnmou%d'oumt@um@ag: H — Im(f) Mom%eg%tmmmw

A iC))
_ ﬂﬂ,omwg%tmw@
Spo&yEIm(f)JO&QommﬂmbbexEEwaf(m):y
%mEZH@kGf(f),mme:xl—{—wi awec 1 € H b 2] € ker (f).

On o dlons y = f(z) = fla; +2) = fla)) + f(2}) = f21) = g(y).
@om@/EIm(g) etg%t@%muhuha}ecb\/we.

- Jﬂ,mbwmwg%tmagcum.
emmd@mmmxeker(g) te. 0=g(z) = f(z) donc x € ker (f).
g)a)bcombl')wcﬂomj$Mé@érnmbdedeﬂd@m$€Hﬂker(f)dm%TamofuLW%
somume directe.
@om, z = 0.

@wmdédAubwker(g)Z{O}etdomofAmg%bW.

@%mwwmwoJ:dmwdim(H):dim(Im(f)).

D autre pont, H ker (f) = E done dim (H) + dim (ker (f)) = dim ().
Finalloment, on en déduit : dim (Im (f)) + dim (ker (f)) = dim (E).

—

Remaraues :

La dimension de I'image Im ( f) est inférieure ou égale a la dimension de I’espace de départ.

C’est la dimension du noyau qui fixe la perte entre dim (E) et dim (Im (f)).

‘ La dimension de I’espace d’arrivée n’intervient pas.

[8] Cette formule permet de trouver dim (E), rg(u) ou dim (ker (u)) : suivant les 2 quantités
que 'on connait, on peut en déduire la 3°™¢.

‘ Prenez le temps de réfléchir qu’en dimension finie et d’apres le théoréme du rang :

— Il n’existe pas de d’application linéaire injective de R® dans R2.
— Il n’existe pas de d’application linéaire surjective de R? dans R3.
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PTSI VINCI - 2024 III. RANG D’UNE APPLICATION LINEAIRE

Exercice IO :

Vérifier que les applications suivantes sont linéaires.

(®) f: R? = R® définie par f((z,y)) = (4o,y — z, 2z + y).
() g : R* = R? définie par g((z,y,2)) = 2z +y —z,2 —y).
Déterminer une base du noyau, et une base de I'image pour chacune d’elles.

Il s’agit d’'une égalité de dimension, pas d’espaces! On n’a pas, en général,
E =TIm (f) @ ker (f) : ker (f) et Im (f) ne sont pas nécessairement supplémentaires.

— En général, ils ne sont méme pas dans le méme espace (ker (f) C Eet Im (f) C F)!

ATTENTION — Méme lorsque f est un endomorphisme, on n’a pas nécessairement
ker (f) @ Im (f) = E!
Par exemple, pour f: R? — R2 On a ker (f) = Im(f) = R(1;0) :
(z,y) +— (y,0).
ker (f) et Im (f) ne sont pas supplémentaires dans R2.

A Paide du théoréme (13) on redémontre aisément des résultats connus :

4 N
Corolaire 13| (Caractérisation des isomorphismes) :
Soient E et F deux K-ev de méme dimension finie et f € £ (E; F).
f est injective <= f est surjective < f est bijective.
Soient E un K-ev de dimension finie et f € Z(E).
ker (f) ={0} <= Im(f)=E <= rgf=dim(E) << feYI(E)
L
Ce corollaire n’est plus vrai en dimension infinie!
4 N\
Contre-Exemples |l :
o f: R? — R est lindaire, injective, mais non surjective.
4By — (z,y,z—
ATTENTION G o)
o g: R[X] — R[X] est un endomorphisme injectif, mais non surjectif.
P — XP
o h: RX] — R[X] estun endomorphisme surjectif, mais non injectif.
P ~— P
L
Exercice | : Soit E = R,[X], le R-espace vectoriel des polyndmes & coefficients réels de degré

inférieur ou égal a n (n entier naturel donné).

Soit ¢ 'application définie par :
VP eE, ¢o(P)=P(X+1)—P(X).

Vérifier que ¢ est un endomorphisme de E.
Déterminer ker (¢) et Im (¢).
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PTSI VINCI - 2024 IV. FORMES LINEAIRES ET HYPERPLANS

Correction :

.S%P%LWWPDQA{W@WW anaﬂa/napohb,PX+1) %Eo/rm)wwn/‘no&dmmne
do dagns inforieun ou iqol &
ﬂ’mwww&mmaﬁ&mmd@Em&wm.

Joient alons (P, Q) € B2 ef (A, p) € R

QAP + Q) = (AP + pQ)(X + 1) — (AP + pQ)(X) = A(P(X + 1) — P(X)) + u(Q(X + 1) — Q(X))
= Ap(P) + pp(Q).

@%t&nmdeEum%—mémd;dmomyanonTmmdeE.
Pt PEE. Peker(p) < VzeR, P(x+1):P(x).ﬂLm@&me%twm.

%ot Q=P —P(0 Q%LWPWW@WW@W%A e,%aﬂo/nb,a/rwwﬁomﬁ on lob enbiens

no@he?bzoqz( (0)_P ( )d:awmwww%m@demmmdmmd&m
W.me&@(m@m&wmvme& P(z) = P(0).

?MWP%LMWMM.
W%WWWWWMM@&M

ker (¢ —{Po%nmwww%}—ﬂ?o}
?Pmmdet@vmumhn()mnobeboutd;aﬂmd mpwmro%m@dedgﬁhewgammweﬂuﬂm
n, dlows o(P) =P(X +1) — %J:wmedeWw%amm a{aaﬂc»’n—l

ame%at,mP:anX”—kZakX’f (O/weo an%e&om%awﬂwj&ynm«wﬁ)qﬂohb
k=0

P(P) = a, (X +1)" = X") +tormen de degns infonieun on, sgal & n — 1
:an(xn—xn)+m®@%ném%émmméﬂdan—1
:b@vmdedﬁahém%émmwéﬁuﬂdn—l.

Done, Im () € R, [X].
Mocvizs d'a/[vm@etﬂéohé/mewmxn%,
dim (Im () = dim (R,,[X]) — dim (ker (¢)) = (n 4+ 1) — 1 = n = dim (R,,_,[X]) < +o0,

o done Im (p) = R,,_[X].

Remaraue : On peuls mater que le Pﬂo&@e/me m@({w& «%oit Q e R, ,[X]. Eistet-id P e R,[X] tel
WP(Xﬁ-l)—P(X):Q? >>aefehebo&phﬂmrﬂammbvﬂ)b@e&eo&mdumm%

Q FORMES LINEAIRES ET HYPERPLANS

IV.1I Equations linaires

R.appel 4 :

m On appelle équation linéaire toute équation de la forme f(x) = b avec :
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PTSI VINCI - 2024 IV. FORMES LINEAIRES ET HYPERPLANS

e f: E+— F , une application linéaire.
e b e F, appelé second membre de ’équation.
e 1 € E, un vecteur quelconque.
m On appelle équation homogéne associée a f(x) = b I’équation linéaire f(x) = Op.

( )
Proposition 4 : Soit f: E+— F , une application linéaire.

L’ensemble (§) des solutions de f(x) = Op est ker (f).

L’ensemble (§) des solution de f(z) = b est non vide si, et seulement si b € Im (f) et,
dans ce cas :
(8) =z + (So),

ou x est une solution particuliére de f(x) =b.

PFCUVC:&WWMM.M&M?@W@W.
Necensainement (8) @ < b € Im (f).
MWWMbEIm(f)M&WwOEEjmbo&Mw‘mwa&m@wa(wo):b.
@éb@ohb,oma,:

r€(S) &= flx)=b=f(z)) <= flr—2y) =0 <= = —1z( € ker (f)
= v exyg+ker(f) =x5+(Sy).

—

Remaraue :Si f est bijective, liquation linéaire f(z) = b admet une unique solution.

/Exemple_s 2. : \ ‘

= Un systéeme d’équations linéaires de n équations & p inconnues :

a; 1Ty + a1, + ..+ ay,r, = by
Qg 1Ty + Ag9T5 + ..+ ay T, = by
G, 1T; + Q0T + .. + a,,T, = b,
est une équation linéaire f(X) = B avec
fe KP s Kn et B=(by,..,b,).

Ay 1T+ 5%y + ...+ 0y T,
(@yy ey ) =

a, 1%y +a, 2Ty +...+a, 2,

= Les droites, les plans de ’espace sont caractérisés par une équation linéaire.
o (2)={(z;y;2) €R®/ @ (z;y;2) =0} = &71(0g) ol
D : R3 — R
(z5y5;2) — z+y+z
o (2)={(z;y;2) €R®/p(x;y;2) =02} = p ' (0gz) Ol
p: R3 — R?

w+y+z)

r—y

(T5y52) (

o
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PTSI VINCI - 2024 IV. FORMES LINEAIRES ET HYPERPLANS

m Toute équation différentielle linéaire d’ordre un y’ + a(t)y = b(t) peut étre interprétée comme une
équation linéaire f(y) = b(t) avec

f: €*(1;R) — ¥°(I;R) et be¥°(I;R).

Yy — y/—l—ay

IV.2 ” Hyperplans

Rappel S : Soit E espace vectoriel sur K (pas forcément de dimension finie).
On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans K.

On note E* = .Z (E; K) leur ensemble.

Détinition 3 (Hyperplan) :  Soit E un K-espace vectoriel (pas forcément de dimension finie).

On appelle hyperplan de E tout noyau d’une forme linéaire NON NULLE de E.

Le noyau de la forme linéaire nulle z — Oy, est E tout entier.

On précise donc « non nulle » dans la définition pour éviter que E lui-méme soit un hyperplan de

E.
( N\
Exemples 13
= Le plan vectoriel de R3 d’équation 2z + y — z = 0 est un hyperplan de R®, noyau de la forme linéaire
non nulle (z,y, z) — 2z +y — 2.
» L’ensemble H = {P € R4[X]/P’(1) + P(0) = 0} est un hyperplan de R;[X], noyau de la forme linéaire
non nulle P +— P’(1) + P(0).
On voit moins bien ici que H est décrit par une équation linéaire sur les coordonnées, mais si on
introduit les coefficients a,b,c,d de P : P = aX3 + bX2 + cX + d, H est décrit par I’équation
3a+2b+c+d=0.
s L’ensemble {f € €°°(R,R)/ f/(0) = f(0)} est un hyperplan de ¥°°(R, R), noyau de la forme linéaire
non nulle f+— f(0) — f7(0).
Ici, €°° (R, R) est de dimension infinie.
\. Wy

Conséauence : En dimension finie, tout Hyperplan est un ensemble décrit par une équation
linéaire non nulle sur les coordonnées dans une base fixée.

On peut faire mieux :

( )
Théoréme IS (Caractérisation céométrique des hyperplans) :  Soient E un K-espace vec-
toriel et H une partie de E.

Les assertions suivantes sont équivalentes :
H est un hyperplan de E.
H est supplémentaire d’une droite de E.

Si E est de dimension finie n > 1, les hyperplans de E sont donc ses sous-espaces vectoriels
Y de dimension n — 1.
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PTSI VINCI - 2024 IV. FORMES LINEAIRES ET HYPERPLANS

Exemples |4 : En dimension 3, les hyperplans sont des plans et en dimension 2, les hyperplans sont des
droites.

Preuve :

2] = [1 TMWE:H@VGC“U)W%O@WWUEEWMR
J\FMOQO&@@@MW@OWM&/W@EWW%H:QZ(H’ K) b p(v) = 1.
M%wmm@wwww%&md@mwm
%%chuﬁuﬁuego%bmmu&eetmmcyxﬂmwker(go):H,domHebt@iPJmu/m

hperplam, de E.
vecbeun v de E \ ker ().

Nous allons montren que E = H® Vect(v).
Comme H N vect (v) = {05}, nous n'asons ?u,'d/ montren Lindlusion B C H + vect (v).

%it z € E.

?mdé@imedeuw(v)#Od;ma:

@) N oy P
oo Ea) = wto) - Eigeto o

En dautres tevmen & — 90(%1)1) € ker (¢) = H e. € H+ vect (v).

o(v)

Figure XXVII.4 — R3 est engendré par une droite et un plan ne la contenant pas.

Exemples IS : Pour tout n € N,
m K, [X] est donc un hyperplan de K, 4 [X].

m K" x {0} un hyperplan de K**! noyau de la (n + 1)éme forme coordonnée.

= La trace est une forme linéaire sur .#,, (R).

L’ensemble des matrices de trace nulle est donc un hyperplan (de dimension n2 — 1 dans ce cas) de

M, (R).
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s N\
Exemples 16 :

m L’ensemble {(z,y,2,t) ER*/ 2z +y=2z+1t} est un sous-espace vectoriel de R* de dimension
4 —1 = 3 en tant que noyau de la forme linéaire non nulle

(z,y,2,t) — 2 +y—2z—t.

s L’ensemble {P € R,[X]/ P(0)=P(1)} est un sous-espace vectoriel de R,[X] de dimension 5—1 =4
en tant que noyau de la forme linéaire non nulle

P — P(1) — P(0).

\,

Exercice [ : Soit H un hyperplan de E de dimension finie.
Montrer que, pour tout a € E\H, E=H & K.a.

Correction : &n considérant les dimensions on o dim (H) + dim (K.a) = n = dim(E) car a # 0 sinon
ac H

%memeak.am%mm.
SDowerﬂM.a.ﬁMHAEMte@%ex:)\a.
%)\#Oaﬂo’wGZ/\_1$€HoecTuL%J&@0um.

@cyno)\ZO[K = z=0g et@o,wm/m%tdecbe.

Théoréme b (Comparaison des équations d’'un hyperplan) :  Soient E un K-espace vecto-
riel, H un hyperplan de E et ¢, 1) deux formes linéaires non nulles de E dont H est le noyau.

Alors 1) = Ap pour un certain A € K* :

H =ker (p) =ker (¢p) = I € K*, ¢ = Ap.

En résumé, tout hyperplan possede une et une seule « vraie » équation, toutes ses équations sont
multiples les unes des autres.

Nous connaissions bien ce résultat en géométrie élémentaire, le plan d’équation x +y + 2z = 0 et
le plan d’équation 2x + 2y + 4z = 0 sont évidemment un seul et méme plan, et ce plan n’a pas
d’équation « vraiment » différente.

Preuve ?uﬁwbomb que H = ker () = ker (¢), b soib v ¢ H.
|_®'rv saib o[@ofo'm E = H & vect (v).

. P(v)
&Famwﬂm, cp(v)#OetomPeuLaﬁon@[wwu)\:@@).
%mbea,mmquﬁ:w.
geoggywm&ﬂxéomAwetwodmadmbmH,d:%vdmomvect(v).
%MW%&@WEWW@@L%@M¢:A@

—

Exercice [3 : Soit a € C. Montrer que {P € C[X]/P(«a) = 0} est un hyperplan de C[X] et en
déterminer une base.
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IV.3 I\ Interprétation géométrique d’un systéme d’équations linéaires homogéene

Considérons un systéme d’équations linéaires homogeéne de n équations a p inconnues :

al’lxl + a1’2x2 + + a17pxp == 0

a2’1:L‘1 + a2’2l‘2 + “I‘ a27pxp == 0

Up Ty + ApoTy + ..+ a,,r, = 0
Pour tout 1 <i < n, posons ¢, (T, ...,T,) = a; 171 + a; 9T + ... + a; ,T,,.

©; est une forme linéaire non nulle sur R?. Son noyau est donc un hyperplan H;.

n

L’ensemble &, des solutions du systeme correspond ainsi a 'intersection ﬂ H, de n hyperplans
i=1

de RP.

De maniere plus générale :

( A
Théoréme [ (Intersections dhyperplans) @ Soient E un K-espace vectoriel de dimension
finie non nulle n et r € [1;n].

L’intersection de r hyperplans de E est un sous-espace vectoriel de E de dimension AU
MOINS n —r.
Tout sous-espace vectoriel de E de dimension n — r est 'intersection d’exactement r

hyperplans de E.

Dans R3, nous savons bien qu’'une équation scalaire décrit un plan et que deux telles équations,
pour peu qu’elles ne soient pas multiples I'une de ’autre, décrivent une droite.

L’idée générale du théoréme ci-dessus, c’est que dans un systeme linéaire, chaque équation occa-
sionne POTENTIELLEMENT la perte d’une dimension par rapport au nombre total d’inconnues.

Pourquoi potentiellement ? Parce que certaines équations peuvent étre redondantes et ne pas
compter vraiment dans le systeme.

r+y—2z=0
Par exemple, le systéme linéaire 2z —y+2=0 dinconnue (z,y,z) € R décrit une droite
3r—2z=0

de dimension 1 > 3 — 3 = 0 et non un point de R? car la troisiétme équation n’est jamais que la
somme des deux premiéres. Le théoreme s’applique.

Preuve :
|_ (1) Soient Hy, ..., H, MWM de E.
Poun touk k € [1;7], notons @y, mgonm&,wwmmﬂedeEMHk eb,t@efnmjam.
Lapplication 2 (o1 (2), s 0, (7)) ook linsaine do E dans K de noyan Hy 0. O H,.
@IW@@W“W dim (H, N...NH,) = dim (E)—rg (®) > dim (E)—dim (K") = n—r.
() Spowammfe%muMdeEdedAman—r.

@m—mm@o@e(el,...,en)@EM@@@H—TWUM@MMW@GM
deFetrmnboubiEﬂl;n]],mbomb¢iB@im@0vmemdmméeamdée.
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ﬂ)ouh,boub:UGE:

reF < zevect (e,,q,...,

e
= ¢(z)=...=¢.(r)=0
< ze€ker(p;)N..Nker(p,).

Fnolloment, F = ker () N ... Nker (¢,), oew@a»t@«mde F Uintersection de r Wm

~—

n

Q ENDOMORPHISMES REMARQUABLES : PROJECTEURS ET SYMETRIES

Nous allons retrouver dans ce paragraphe un premier lien vraiment concret entre algebre li-
néaire et géométrie, en étudiant quelques types d’applications linéaires bien particuliéres, que
vous connaissez déja en géométrie plane depuis longtemps.

Homothéties

( )

Définition 4 : Soient E un espace vectoriel réel et A € R.

On appelle homothétie de rapport A I’endomorphisme de E de la forme Aldy :

h: E — E
T = AgT

Cela correspond bien a la notion usuelle d’homothétie de rapport A, toujours centrée en 1’origine
quand on travaille dans un espace vectoriel.

Proposition |8 © Si A # 0, 'homothétie de rapport A est un automorphisme de E dont

I’automorphisme réciproque est I’homothétie de rapport N

|— Prewe:%md@rwbmma@@wdem:

1

—

Remarque :En tant que multiples de 'identité, les homothéties commutent avec tous les autres
endomorphismes de E. On peut d’ailleurs prouver que ce sont les seules applications linéaires
dans ce cas.

Exercice [+ : Soit E un espace vectoriel non nul. Soit f un endomorphisme de E tel que pour
tout vecteur z de E la famille (x, f(x)) soit liée. Montrer que f est une homothétie.

Correction : On bmm{%owm Qe%e/u@vwmt Uononcs.

x =0, f(x)zOszd:@rmwm@owiﬂmbtememm)\wthTuef(J:):)\mx.
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%W@W@ﬁ@mwwxd@}itﬂm)\ajE[Kteiﬁwf(x):)\ajx,aﬂo’w&wgamm%(l‘,f(l‘))ebb@ue@

(Vx €E, (x, f(z)) Qwe) & (Vo e E, 3\, € K/ f(x) = \,2)]

J\Formwd@[b&mwm@emmm¢o,8@@am%(x)%tm@owdg@@mme%m(x)et%
rohUUIPAQIQ le nombre A, %J:Wﬂuemwnbde%m

wanbwmmnb@nwnbwf%twnew&eo’%bddimm%: INeK/VzeE, f(x)= A

1%@:50%1\%@@%1/%(%@) Uibre.

On o f(o+20) = Ay (@ + 20) mais aussic f(a + 0) = f(2) + f(2) = A + Ay, 7 e done
(>\ZL’+:CO - )‘z)x + ()\JC+ZIZO - )‘x())xU =0.

=A

T+T( zqy”

?WQ@@@WW@ (20, @) ook llbne, on olltient A, . — A, = Ay, — Ay, =0 o done A, = A
Jﬂbmrmbo«m@ect@uumt@ﬂw(:BJO)%w,maf(x):)\%m.

me:souz[\w@@gwm%@(xo,x) lige.
g}uibﬂu,emo %tmwwﬂiﬁmb@mmfam@utiwx:uxo.ﬂﬂama&m

f(x) = Uf($0) - /L)‘mo‘ro = )‘aro‘r'

?W&mehmkz%dwwwm@ f(z) = kz & f et une Romothetie. Lo

Vfe LE), [(fRomobstie) < (Vo € B, (z, f(z)) lise)].

Projecteurs

4 N\
Définition S :© Solent E; et E, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’'un K-ev E.

On appelle projection (ou projecteur) sur E; parallelement & E, 'unique application
p: E+— E; telle que :

Va, €Ey, p(wy) =2, et Vo, €Ey, p(xy) =0g.
Ainsi,

r=x,+zTy +H— T4.

Vocarulaire :E; est appelé sa base et E, sa direction.

On dira qu’une application p est un projecteur s’il existe deux sous-espaces supplémentaires E;
et E5 de E tels que p soit la projection sur E; parallelement a Es.

Notons qu’il est indispensable de préciser I’espace E, parallélement auquel on projette. Il n’y a
pour l'instant aucune notion de projection orthogonale dans un espace vectoriel.
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Remarque : L’existence et I'unicité d’une telle application linéaire p est donnée par la propo-
sition (9) avec
fe," By — E et fig,: B — E

P e S 1 Ty +— Og.

Exemple [T : Dans &,, on considére deux vecteurs €; et €5 non colinéaires.

Pour tout vecteur Z € gz, il existe un unique couple de téels (a;8) € R? tel que T = ae; + ey

—

i.e. 5 =Re; ®Re;, =D, @ D,.
On peut alors définir la projection p sur D, parallelement a D, :

p: &=D,®D, — E,;

B — e

T=x;+ Ty —  xq.

Figure XXVII.5 — Exemple de projecteur dans R2.

e AY
Proposition 19 (Propriétés des projecteurs) : Soient E = E; @ E, et p la projection sur
E, parallelement a E,.

Alors :
p € Z(E)
pop=p (On dit que p est idem-potent.)
E, = ker (p).

E, =Im (p) = ker (p — Idy) i.e. E; est 'ensemble des vecteurs invariants par p.
\.

En particulier, si p est un projecteur alors ker (p) @ Im (p) = E.

Preuve :

|_ %Md&&»b&mdwwd@EldEz.
.SDOAL%J:’U/JUEEQb)\ElK.O’(L]‘UO@@UZUl"_UzM<U17U2)€E1XE2&U:U1+U204:L
(v1,09) € E; x E,.

Mors A4 v = Auy +uy) + vy + vy = My + v, + Mig + vy
€k, [S D
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Done p(Au+ v) = My + v, = Ap(u) + p(v).
@%@@mpeg(E)
p(u) =u; =u; + Og. Dome p(p(w)) = p(uy +0g) = uy = p(u).
Dot pop = p.
u€ker(p) < pu) =05 <= u; =0 <= u=05+u, < u € E,.
Dot ker (p) = E,.
‘ Tout d'abbord, si u € ker (p — Idg) dlors p(u) = u ie. u € Im (p). Dou ker (p—1Idg) C Im (p).

Ta)vdé@im&ﬁmdepommaumlm(p)CEl.

&-,KAM, si u € By alows u=u+0p e p(u) =u ie. By C ker (p — Idy).

P tramsitinsits. de Lindusion, on olltient ker (p — Idg) = Im (p) = E;.

( )
Théoréme 20 (Caractérisation des projecteurs) : Soit p € Z(E).

p est un projecteur <= pop =p.

Plus précisément, E = Im (p) @ker (p) et p est le projecteur sur Im (p) parallelement a ker (p).

\

ATTENTION I x + |z| est idem-potente mais n’est pas une projection. La linéarité est importante !

Ce théoreme signifie que I’étude des applications linéaires idem-potentes est achevée.

( )
Méthode 3 (Montrer auune application linéaire est un projecteur) :
Sooibpe,iﬂ(E) be@ﬂuepop:pagohb:

‘ p%tu/n/[mcﬁ',ecbaw.
‘Ewdmmwmdmm—wwﬁ%mw&m&?wker(p)et
Im (p) :
E =ker (p) ®Im(p).

p%bLAPncﬁ/echmfmmem(p) ramwemembdker(p).

Preuve :On o déja moniné QWTJ&@MW dinecte. Montrons sa, néciprague.
|_5004'Lp mehx)agcfeqm
Moonbrons que Im (p) & ker (p) = E.
— %ib u € Im (p) Nker (p).
Comme u € Im (p), Iz, €E b&w u = p(z,).

u € ker (p) = p(u) = Og.
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6’% p(u) = p(p(ry)) = p(z;) = u.
Done 1 = 0g e Im (p) Nker (p) C {0g}.
Lincusion, nécipnogue {0} C I (p) Nker (p) esk immédiate done Im (p) Nker (p) = {0}

— @%alﬂl(p)@kGI‘(]))CE. Tmmﬁmw Iw)uamazab@—

Analyse : Joit u € E. On derdle (x;y) € ker (p) x Im (p) tpl),crwu:x—i—y.

Wyélm(p),&mbteylEEthWey:p(yl).
JULOJL)@OQO"LQ

plw) =p(@) +py) = p(y) = p(p(y1))

x€ker(p) pe

= p(y1) =y
p=p

Rimsi, y = p(u) oz =u—p(u).
Synthése : Hoit u e E &Wb u = u—p(u)+u. %n@fedmmbzguc]ue u—p(u) € ker (p)
o u € Im(p).

p(u) € Im (p) o p(u—p(u)) = p(u)—p(p(v)) = p(u)—p(u) =0 = u—p(u) € ker (p).

En condlusion, E = Im (p) & ker (p).
Pun touk u €E, on o u = 1@ + [u — p(u)].

N —— —
€lm(p) cker(p)

SDLqetheroa;ecbe«mmIm(p) Pana&éfgmgntdker(p) ofo)wq(x):p(:(;) le. p=¢q : p ek
@epn%ﬂbeunm Im (p) Pana&épymwbd ker (p).

\

A retenir 22 : Dans le cas d'un projecteur p, retenez bien cette décomposition commode :

Vu€eE, u= pu) +u—p(u).
€lm(p) €ker(p)

4 )
Exemple |& : Considérons I'application du plan p: R?2  — R?
rT+yYy rT+Y
(x7y) H < 2 bl 2 )'
o pe Z(R?).
_ r+y r+y _(rxty x+y\
-p(p((:v,y)))—p(< R ))—( T )—p((:v,y))-
Donc pop = p.

On en déduit que p est un projecteur.

De plus :
(%, y) € ker (p) <= (:c;ry,x+y) =(0,0) <= y=—z < (z,y)=(z,—z) < (z,y) €R(1,-1).
(z,y) elm(p) <= z=y < (z,y) =(z,2) < (z,y) €R(1,1).

Donc, p est le projecteur sur R(1, 1) parallelement & R(1,—1).

_ J

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVII : Applications lincaires 29 |



PTSI VINCI - 2024 V. ENDOMORPHISMES REMARQUABLES

Im (p) =R(1;1)

Figure XXVII.6 — Projection sur la droite y = x parallelement & y = —z dans R2.

Exercice IS : Identifier 'endomorphisme f: R3 — R3

z —9zx + 6y
Y — —15x + 10y
z —Sxr+3y+ =

\,

Définition & - Soient E; et E, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Soit :

On dit que p et ¢ sont des projecteurs associés.

m p la projection sur E; parallelement & E,.
m ¢ la projection sur E, parallelement a E; .

Proposition 21+ Si p et g sont deux projecteurs associés, alors :

p+q=IdE. p°q=q0p=0$(E)-

Exercice |6 : Soit E un K-ev et p, g deux projecteurs de E.

Démontrer que poq=p < ker(q) C ker (p).
|EI Démontrer que po g =¢q < Im(q) C Im (p).

Correction :

B pog=palow v cker(q9) = plz) =plg(x)) = p(0) =0 e x € ker (p).

gDcymoquzp = ker (¢q) C ker (p).

ﬁmenL, i ker (¢) C ker (p).

ewnvmeq%f/wmwed&&@MmGEMbIéchﬂwdemmeQ@KUvmex:qk+qioﬁ/

q;, € ker (q) & g; € Im (q).
On o alow pog(z) =poalq) & p(z) = pla, + a;) = pa) + plg;).
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Dine M comme ¢ el un P)u?ecb@q)v q(q;) = q; & dautre M comme ker (q) C ker (p), on o
plag) =0.

amwno&m/\mypoq(x)zp(qi):p(x).fe@oﬁ%@oﬂmpoqd}pmbdmé%aﬂm.
%ehtdéa’d&ainc?ueq:poq = Im(q) C Im (p).
%WM sunnodONL Im (¢) C Im (p).

e'mmwwmwmﬁmwmd@mwlm(m ebb@oibbéblhﬂv@ermp
%ot z € E. Mo q(2) € Im (¢) C Im (p) & pog(z) = qlz).
@cvn,opoq:q.

IE' Symétries

( )

Définition T : Soient E; et E, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’'un K-ev E et
p le projecteur sur E; parallelement a E,

On appelle symétrie par rapport a E; parallelement a E, 'application s = 2p — Idy.

Ve=x,+xy € Eol (z;;25) €EE; XE,, s(z) =12, —z,.

Ainsi,

T=x1+Ty +F— T — Ty

Vocarulaire :E; est appelé sa base et E, sa direction.

Remaraue : On a aussi s = p — g ou p et ¢ sont les projecteurs associés a la somme directe
s A
Exenple 19 ¢ Dans &,, on considere deux vecteurs €5 et 5 non colinéaires.

Pour tout vecteur Z € 52, il existe un unique couple de réels (a;8) € R? tel que & = ae€; + ey
i.e. £, = Re; ® Re; = D, @ D,.

On peut alors définir la symétrie s par rapport & D, parallelement a D, :

s: & =D,®D, — E,

5 = = —_— =
T =I]+ Ty — T — .

s 2
Proposition 22 (Propriétés des symétries) :  Soient E = E; @ E, et s la symétrie par
rapport & E; parallelement a E,.

Alors :
se Z(E)
sos=1Idg i.e s estun automorphisme involutif de E et s =s.

E,; = ker (s — Idg) i.e. E; est 'ensemble des vecteurs invariants par s.
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Figure XXVIIL.7 — Exemple de symétrie dans R2.

Ey =ker (s + Idg) i.e. E5 est 'ensemble des vecteurs changés en leur opposé par s.

En particulier, si s est une symétrie alors ker (s — Idy) @ ker (s + Idy) = E.

Preuve:ﬁ"owE:El@EQexsﬁawmmwmﬁma& Pa/wﬂ)éﬁe/mmutd/EQ.
|_ Joient u, v € E & X € K @n'{\mu:ul—i—% o (Ug,uy) € By X Ey of v = vy + vy
(v,v9) € E; X Eq.
Morns M+ v = A(uy + uy) 4+ v; + vy = Auy 4 v; + Mg + vs.
— ==

€E, €E,
Done s(Au+v) = (Auy 4 v1) — (Atig + v9) = My — ug) + (v; — vy) = As(u) + s(v).
@fn/o/%{,efn/ SEX(E)
$oit u € E. @wrooeu:ul—i—ug ol (uq,uy) € Ey x E,.
s(s(u)) = s(ug —uy) = uq + uy = u = Idg(u).
Dot 505 =Idg.
Remarque :sos=(p—q)e(p—q)=pop—pog—qep+qeq=p+q=1ldg

.SOOJELUEE.@%I\MUZUI—FU2O@(ul,u2)€E1XE2.

u € ker(s—Idg) <= s(u)—u=0g < 2uy =0 <= uy, =0 <= u=1u; < uck,.

Dow, ker (s — Idg) = E.
ﬁm@o @%, mémet molalions :

u€ker(s+1ldg) < s(u)+u=0 < 2u; =0 <= u; =0 <= u=uy, < u€E,.

Dot ker (s + Idy) = E,
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—

Ces conditions signifient simplement que ce par rapport & quoi on symétrise E; = ker (s — Idy)
est laissé fixe par s, et ce parallelement a quoi on symétrise E, = ker (s + Idy) est envoyé sur son
opposé.

( )
Théoréme 23 (Caractérisation des symétries) :  Soit s € Z(E).

s est une symétrie <= sos = Idg.

Plus précisément, E = ker (s—Idy)@ker (s+1dy) et s est la symétrie par rapport a ker (s—Idp)
parallelement a ker (s + Idp).

I |

ATTENTION

x +— — est involutive mais n’est pas une symétrie. La linéarité est importante !
x

Comme pour les projecteurs, ce théoréme signifie que I’étude des applications linéaires involutives
est achevée.

|— Pr‘eu\/e:%m@owmmad‘%@nmé&mm.ﬂtm@emw&
]

Rsons E; = ker (s —1dy) et By = ker (s + Idg) d:mwmbwrwwEleaEQZE.

~ %t uw e B, NE,.

u € ker (s — Idg) s(u) =u o
{ueker(s—l—IdE) , done {s(u):—u MU_OE.

Dot E; NE, C {05} &b pon suite, By NE, = {0p}
— Ono E,®E, CE.
Foit u € E. Eonivons u = %[u+5(u)]+%[u—s(u)]

Uy Ug

On o s(uy) = s (;[u + s(u)]) = %(s(u) +u) = uy. Done uy € ker (s — Idy) = E,.

& s(uy) = s <;[u — s(u)]> = %(s(u) —U) = —Usy. Done uy € ker (s + Idg) = E;.

@IMUEEIGBEQ.@m@d@nwWECEl@EQeJLKA'/nonme/rJLE1€BE2:E.

me@Elwmmy@@Ezﬁm&%m&Nm@@a@
G’AMZS: .

Foit u € E. Eonivons u = %[u—i— s(u)] —|—%[u— s(u)].
[SON c€E,
On o done S(u) = %[u +s(u)] — %[u — ()] = (). BYD.

R.emaraue @%Wmmmwmﬂb@tdwmwmmmmmm%wmw

ww@ma%@a&@%v@erwﬂwﬂ@p:#Eg(E)&muﬂzﬁe@e théoréme (20) :

(s+1Idg)o(s+1dg) ses+s+s+1dy s+1dg
4] por= 4 - 1 -T2
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@mp%bwmrn%,eds%m
p%tdmpumw@ummEl:Im(p)zker(p—IdE) Pﬂ/’.ﬂ%ﬂw@EQZker([)) qui

sonk en somme directe dans E.
?mde%/n&\o/w) S=2p—IdEebbd0/no@ip/mwnewamébueranmm-\thd

I 1
E, = ker <S+2dE —IdE> — ker (8 QdE) — ker (s — Idy)

Id
&Pamﬂféﬂww & Ey = ker (HQ E) = ker (s + Idg).

e N
Méthode 4 (Montrer auune application linéaire est une symétrie) :

Sooir,seéf(E)fpﬂﬁuesos:IdEafom

Sebtu/n/e,w.dm&/we
Ewmememdmm—WwWMMmW&mmb&)wker(s—ldE)

et ker (s + Idy) -
E = ker (s — Idg) @ ker (s + Idg).

s el LA symétnie pan napnont & ker (s — Idg) ram%@ywnmker(sﬂdE).

.

A retenir 3 : Dans le cas d’une symétrie s, retenez bien cette décomposition commode :
uts(u) | u—s(u)
_l’_
2 2
~—— ~——
eker (s—Idg)  €ker (s+1dg)

VueE u=

Remaraue : Comme pour les projecteurs, on pourrait envisager une décomposition de E de la
forme E = ker (s) ®Im (s) mais sachant que s est bijective, cette décomposition est, somme toute,
triviale et inutile.

4 )
Exemple 20 : SoitS: R2 — R
(z,y) +— (y,2)

= Se Z[R?).
= S(S((z,9)) = S((y,2)) = (z,y) dout S8 = Idy.

On en déduit que S est une symétrie.

De plus,

(z,y) €ker (S—1dg) < (y,2)=(z,y) < z=y < (z,y) = (z,2) < (z,y) €R(1,1).

(z,y) €ker (S+1dg) <= (y,z)=(—z,—y) < z=—y <= (z,y) =(z,—z) <= (z,y) € R(1,-1).

Donc S est la symétrie par rapport & R(1, 1) parallélement a R(1,—1).
o V.

Exercice [1: Soit E=K3 F ={(z,y,2) /2 +2y+ 2z =0} et G = vect ((1,1,1)).
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ker (s —Idg) = R(1;1)

ker (s + Idg) = R(1;—1)

Figure XXVII.8 — Symétrie par rapport & la droite y = = et parallélement & y = —z dans R2.

Vérifier que F & G = E.
E Soit s la symétrie de base F de direction G. Pour tout (z,v, z) € K, déterminer s((x,y, 2)).

Correction :

F%t%mw@@m@oﬂm&méo&hemm&e@:(x,y,z))—>x+2y+zdmmww%m?pomd@E.
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(1;1;1) ¢ F, dlow E=F® G.

u=f+g.
@nwitofo)wws(u):f—g:(u—g)—g:u—2g.
%mmmammm@md@g%%@md@x,y,z

EOIm/mefEF, @(f):Oetw(u)zgp(g)Fan&/méambéde@.
?MWW%MgZAQJ;UWAeKMM

o(u) = Ap 1 = r+2y+z=4\
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V. ENDOMORPHISMES REMARQUABLES

Un ingénieur, un physicien, un mathématicien doivent parquer un troupeau de moutons avec
le moins de barbelé possible.

L’ingénieur prend son barbelé et fait le tour du troupeau.

Le physicien va chercher des chiens de berger pour les rassembler et fait le tour du troupeau
avec le barbelé.

Le mathématicien prend 20 cm de barbelé et se les met autour de la taille et définit I’enclos
comme [’ensemble ot il n’est pas.
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