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Dans ce chapitre, lorsqu’on omettra de le dire et sauf mention contraire, on considérera que E est
un K-espace vectoriel avec K réduit a R ou C.

Q ISOMORPHISMES EN DIMENSION FINIE

R.appel | : Dans le contexte général une application f : X — Y est bijective si, et seulement
si il existe g : Y — X une application telle que :

gof:IdX et fog:IdY

Dans ce cas g est unique, noté f~! et appelé inverse de f.

De plus, f~' : Y — X est bijective d’inverse f.
\,

En particulier, on se rappellera, notamment pour la démonstration de la proposition (4) , que :

— Une fonction f qui admet un inverse a gauche i.e. go f = Idx, est injective.
— Une fonction f qui admet un inverse a droite i.e. f o g = Idy, est surjective.
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Groupe linéaire

( )

Rappel 22 : Soient E et F deux espaces vectoriels sur K.

e f est un isomorphisme si, et seulement si f un homomorphisme (d’espaces vectoriels)
bijectif. On note Jsom (E; F) leur ensemble.

e fest un automorphisme de E si, et seulement si f est un endomorphisme bijectif. Leur
ensemble est noté ZI(E).

Proposition | : Soient E et F deux espaces vectoriels sur K.

f€Tsom (E;F) < f!'eITsom(F;E).

Vocarulaire : Deux espaces vectoriels sont dit isomorphes s’il existe un isomorphisme entre eux.
Preuve : it f € Z(E;F) &a,ecb‘/we ﬁw&m 1 :F+— E ecxiste.
rJVme %‘9@2@ ek linsaine.
Joienk A €K & yy, y, €F.
gmf%tww/w) Oﬂvrﬂmwyl:f@l) & yy = f(xy) obv (z1;7,) € B2
On o alons

Sy + 1) T FHO () + flag)) T SOz +2y))
sw. de f feZ(EF)

? (f_l o f)(Azy + x5) ? Az, + x4 ?
defy de pope de f f@fm@
On en deduit que. £ et bien binsoine.

SE@WW%L%W%@WMf_I dinsense f.

A7) + 7 ya)-

4 N\
Exemples | :

= K" et .#, ,(K) sont isomorphes avec pour isomorphisme :

(zy, .y zy) — ( 51 ) .

C’est cet isomorphisme qui permet d’identifier K™ et .#,, ;(K), de fagon légérement abusive, mais
transparente.

Suites géométriques
m

— R est un isomorphisme.
de raison ¢ # 0

(un)neN = U
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Corollaire Il : Soient E et F deux espaces vectoriels sur K.
La réciproque d’un isomorphisme est un isomorphisme.

La composée de deux isomorphismes est un isomorphisme :

VfeJsom(E;F),geJsom(F;G), fogeIsom(E;G) et (fog)t=glof L

Preuve :

Best bo proposition (1) .
&me%&@m&mw&m
ﬂ)ouh,fel:g@«'a',e@wmoxn,mitderum@oaﬁbe/m@ﬁueg_lof_lz(fog)_l.

4 A
Exemple 2 (Isomorphisme en analyse) :  Soient (a;b;c) € R® avec a # 0.

Considérons I’ensemble § des fonctions y : R — K de classe €2 telles que :
ay” + by’ +cy=0.
Alors :
8 est un sous espace vectoriel de €2 (R ; K).
Pour tout réel t,, application T, : & — K2 est un isomorphisme de & dans K?
y o (ylto); v (o))

L puisqu’elle est linéaire et bijective d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz. )

Exercice | : Montrer que 'application S : f — (f, f(0)) est un isomorphisme de ¢* (R; R) sur
Y (R;R) x R.

Définition/ Théoréme | (Groupe linéaire) :  Soit E un K-ev.

L’ensemble des automorphismes de E muni de la composition est un groupe, appelé groupe
linéaire de E et noté YI(E).

Preuve :
|_ &W@mwwmtmmwmmw o: GI(E) x YI(E) — ZI(E)
%wOW%WW:IdEW%&%WW.
WWMfWMWWOL&WWf_IW%LW
1

Exemples 3 :

s (z;y) — (z +y;z —y) est un automorphisme de R2.
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m Les homothéties non nulles A.Id avec A # 0 sont des automorphismes de E avec (>\.IdE)71 = A"1.1dg.

1

m Les symétries s € Z(E) i.e. s2 = Idy sont des automorphismes de E tels que s™! = s.

Exercice 22 : Montrer que I’application suivante est un automorphisme et expliciter son auto-
morphisme réciproque.

v R3 — R3
T+ 4z
(z;y;2) +— |x+y—2
20+ 2z

Isomorphismes et bases

Soient E et F deux K-ev et f € Z(E,F). On suppose E
de dimension finie.

L’image de toute famille génératrice de E est génératrice de Im (f).

|— Preuve : Comme E ent de dimension @A/mej on lwub conbidénen umne @o/rrw%e %p/n Snabnice gwwz de
E

que Con mote F = (€1, €p).

S%U;yelm(f).%mmwaeEwQ‘mmmm@@Wywoﬁm:

y=f(z)=f (i )\iei) - i)\if(ei) € vect (f(el) - ,f(ep)) — vect (f(ﬁ)).
1

Exercice 3 : Déterminer une base de Im (f) avec

f: R3 — [R3
r+y+z
(T5y52) z+ 2z
—r — Z

( A
Théoréme 2 : Soient E et F deux K-ev et f € Z(E,F). On suppose E de dimension finie.

f est injective <= l'image par f d'une base de E est une famille libre.

‘ f est surjective <= l'image par f d’une base de E est une famille génératrice.

f est bijective <= l’'image par f d’une base de E est une base de F.

Preuve : Considérons B = (1, ¢,) une base de E o posans F = (fler), -, fley)

‘ <:>:?WWfMW'
Considérons une. comhnaison bndaine nalll do o fomille 7 - 3"\, f(er) = .
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?CJJDQUTL@OJMD@/ on a f(i)\iei> =0.

?MW%WZ)\S =0.
deomm&mmM@?a@omB,m%déd@Alz"-:A :Ozf%bg«'m

n

198

@)?Wwfwtwe
mef%buna@/wmdeb@vmmbmmo«dauw$€ker(f)
@me%%&ﬂ:x—i)\iei.
@’TI/G/O— (Z)\Zel) :i)‘if(eJ
@»b&mgmﬂ@ - )M%@mmmwAl =), =0.

Rn. suibe, = 0 ie. ker ( )—{O}Qt/fe}at@«ymvnaed?me
2] %Wﬂ%w & lo démonstration du

eomudénoxmyEF.
?MWN@LQerE@EWy:f@
@Wmm%@o@ﬂ:x:i)\iei.

Rn liméanits, on o y = f (Z)\Zel) :zn:)\if(ei) L.e.f@:b@{eﬂv%éné)wbuw.
Mmmwf%twm%mmmwmmﬁ@yeF.

W?MW@%M%WQIy:iAif(Q)

&Wx:iAieieE,rm&mémbédeﬁmayziAif(ei):f(iAiei) = f(x)
L.e.f%t@me:A;a;cb}m. -
Remarque Z%ﬁ%tnu%eruhﬁ@%ﬂxwaMdedMWm@ﬂMewro@bédem@ab&twb
dénend de E.
—

Exemple 4+ (Important) @ Soient E un K-ev de dimension finie et (e, ..., e,,) une base de E.

Comme f : E +— Im(f) est surjective, on déduit de la propriété précédente que (f(eq), ..., f(e,,)) est une
famille génératrice de Im (f).

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVII : Applications lincaires 5|
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Ainsi, on retrouve :

Im (f) = vect (f(e1), -, f(en)) -

Exercice 4 : Montrer que les applications suivantes sont linéaires puis déterminer une base de
leur noyau et une base de leur image. Sont-elles injectives ? surjectives ?

(x,y) — (y — 32,52 + 2y, x + y).

[2] P+— P —XP’—P(0) de R[X] dans lui-méme.

Corollaire 2.1 : Si deux K-ev de dimension finie E et F sont isomorphes,
alors ils ont la méme dimension.

Preuve W%WM fde E sun F.
|_EEIifm,o<ae dune base B = (e, €,) de E etb wne base de F.
Jhociss catte image ek (f(e1), -, fen)).

ﬁ%m@mdé@@mmmwﬂz?%mdeEetFMéﬁaﬁw
1

Théoréme 3 : Soient E et F deux K-ev de méme dimension finie et f € Z(E,F). Alors :

(1) f est surjective = (7i) f est injective = (7i1) f est bijective.

Preuve : Jotons n la dimension de E e F.

— On o doinement (iii) = (i) A (ii).

— (i) = (i);?wfw.f'w@m@qm@E%tmmW%@de
Fdem@mwmmﬂwdim(m@%%tm@om@xﬁmomgommn:m@omdeE%
wne base de F, etk donc

) &Wfbwﬁm%mm%mw%mgwdwm
W@EWwWMWdQF@WWWmW.

Méthode | (Montrer auun endomorphisme est Bi )ec'tl«P en dimension finie) :

mmmwm?&wker )—{OE})ouctuefehbbuhamb%(%mmmmtIm

Exemple S (PolynEmes de Laaranae) :  Soient oy, ay, ., a,, € K des scalaires deux & deux distincts
et définissons 'application :

o K.[X] — Kntl
P — (Plag), Play), ..., Pla,,))
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ATTENTION

~ Y
Alors :
‘ @ est linéaire.

@ est bijective car aisément injective entre deux espaces de méme dimension n + 1.

‘ L’image par ¢! de la base canonique de K™*! est une base de K, [X] qui n’est autre que la base des

polynémes de Lagrange (L, ..., L,,) associée & (e, ..., a,,) :
X — o
; . _ _ J
Vze[[O,n]],Li(aj)—éi’j avec i_Ha-—a .
g=0 7 J
i

Toute fonction définie sur un ensemble contenant les r; coincide en chacun de ces (n + 1) points avec
le polynéme défini par :

P = Zf(ai)Li'
i=0

\ v

Exercice S : Montrer que P +— (P(0),P’(0), ..., P™(0)) est un isomorphisme de K, [X] sur K™+,

( )

Proposition 4 : Soient E et F deux K-espaces vectoriels de méme dimension finie, et soit
[+ E+— F une application linéaire.

Les propositions suivantes sont équivalentes :
f est un isomorphisme de E sur F.
‘ f est inversible a gauche i.e. 3g € £ (F;E), go f = Idg.
(3] fest inversible a droite i.e. 3h € Z (F;E), foh = Id.

L De plus, les inverses & gauche et & droite coincident nécessairement avec f~1.

Preuve:@madéa'@ = et = ,Wmf%t&geoﬁmjafow9=f_l

ot Bordaine, of commiont.
SOW%I{EWQGX(F;E),QOfZIdE.OWMQMWf%JJW.
WE&FW@WWW&W& ‘tHéO\"éMe(?))erbbdmw@&a'A‘fAm&
@mwml’)wdem@mqu@‘ - .

%%WmambgOf:IdEethh:IdF W@Wﬂhddf@b@@bdﬁuﬂ@rmffl,ma
@mgzhzf_l.
—

Moralité : En dimension finie, I’existence d’un inverse &4 gauche ou a droite suffit & I'existence
d’un inverse et, dans tous les cas, c’est le méme.

Ce résultat n’est plus vrai si on ne suppose pas les espaces E et F' de méme dimension
finie.

En effet, la dérivation D, par exemple, a un inverse a droite tel que D o P = Idy,, mais
on a PoD # Idp.

En particulier, D n’est pas un isomorphisme.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVII : Applications lincaires
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I. ISOMORPHISMES EN DIMENSION FINIE

|I.3 ' Espaces isomorphes

Rappel 3 :  On dit que deux K-espaces vectoriels E et F sont isomorphes, noté E ~ F, §’il
existe un isomorphisme f entre eux.

Une mathématicienne d son ami :
- Es-tu fidéle ?

- Oui, & isomorphisme pres.

4 N\
Proposition S (Morphisme de K" dans E) @ Soit E un K-ev et & = (zq,+,x,) une famille
de vecteurs de E.

On considere 'application Qg KP — E
P
()‘17 Tty )\p) — Z )‘zmz
i=1
m ¢4 est linéaire;
n 7 est génératrice <= ¢4 est surjective;
m 7 est libre <= ¢4 est injective;
m 5 est une base de E <= ¢ est bijective;
o V|
|— Preuve : Yo démonstration nessemile énovmement & celle du théoréme (2). On Cscnit
— ¢4 ent linsaine con poun tous (Ao Ay), (g, ) €KP ok @ €K on o s
br (a()\l, ! >\p> + (kg, Mp)> =97 ((0‘)\1 + My, "‘»O‘)‘p + “p))
P
= (N + 1)
=1
P P
= O[Z)‘zmi + Z.u%‘rz
i—1 i—1
= a(p.’f ((Ala ) )‘p) + ¢!T <<M17 ) /'Lp)>
P
S = {Zw (%) € W} = Vet ()
=1
T enly génsnabnice = Veck (F) = E
<~ Im¢s =E
<~ ¢5r enb buha,ecfuwe
P
- ker(ﬁ?‘ = {(Ala'”a)‘p> € [Kp) Z)‘zxz = }
i—1
Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVII : Applications lincaires 8|
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F eah libre <:>{(/\1,---, ) € Kp, Zm_o} {(0,--,0)}

— kergy = {< 7"'70>}

<=>¢9~%J3ima)ecbl/ue

Corollaire S :
Tout K-ev de dimension finie n est isomorphe a K".

|z| Deux K-ev de méme dimension finie sont isomorphes.

Preuve :
|_ ?oibEwm[K—wdedhmenbAmu%&n@d&Bmw@obed@E.

JO(J@ohb, ¢BMH%E%WWWM&WMWWM®MnWE
@mk—w@m&n@dm%mxgnmm@%dmmmﬂmdk

E—)M"

N/l

Théoréme b @ Deux K-ev de dimension finie sont isomorphes si, et seulement si
ils ont méme dimension.

Méthode 2. (Montrer au'un espace est de dimension £inie) :

I%CQA.@@LUM@GMdQnUM

Exemples b :

= K™ et K™ sont isomorphes si et seulement si n = m.
» R? et R? ne sont pas isomorphes
» K, [X] et K**! sont isomorphes

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVII : 74/3/9&&2&49&14} lincaires ﬂ
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II. DEFINITION D'UNE APPLICATION LINEAIRE

(

-

= L’ensemble § des fonctions 3 : R — K de classe €2 telles que ay” + by’ + cy = 0 est un sous-espace
vectoriel de 2 (R ;K) de dimension 2, puisqu’on a vu que l'application :
To: § — K2
y = (y(to);y ()
est un isomorphisme de & dans K2.

= L’ensemble &, des suites récurrentes linéaires d’ordre 2 i.e. vérifiant une relation de la forme

— . . : N : :
Uyio = AU, ,q + bu, avec (a;b) # (0;0) est un sous-espace vectoriel de KM de dimension 2 en
considérant I’isomorphisme :

v S, — K2

(un)nelN — (UO ;ul)

Q DEFINITION D’UNE APPLICATION LINEAIRE

Vs

Vi € [1;n], Papplication ¢, : E — K est une forme linéaire appelée fonction €€

Exemple T : Soit E un espace de dimension finie n et B = (e, ..., €,,) une base de E.

coor-
(1,.rZp)g —

donnée.

En particulier, V (i;7) € [1;n] x [1;5n], ¢,(e;) =,

A partir de 'image d’une base

7

Théoréme 1 : On considére E et F deux K-ev avec dim (E) = n.

existe une, et une seule application linéaire g de E dans F vérifiant :

Vie[l;n], gle)=f.

Pour toute base B = (eq,-,¢,) de E et toute famille & = (f,,---, f,,) de vecteurs de F, il

|— Preuve :@fw nolboTUe ILO)‘L/ ama@fe—mdﬁﬂm
A

nalyse:yW%'mdﬂeme%mg:EHF eccinle.

n
mex:Zzi'eieE, o a :
=1

gy e+t e,) = -gley) + .. +x,-g(e,) =2 fr + .z, f

‘JO(’MO“O’QZSOyfl"‘---‘HPn'fn0‘3»901‘:(xla---axn>€E|—>$i€ﬂ<ebt@@iW () b

coordomnnée.
Syntheése : Roons g: E — F

x = Z@k(l“) Jr
k=1

n
g est-elle une application ? Rur tout 2 € E, on assodie e g un unique wecbeurn Y = Z ©p(2) fr-
k=1

&@wmmg%bdo«w@wﬂvwwo?w

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVII : Applications lincaires
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g vérifie-t-elle la condition sur B et F ? Rn consbrucion, Vi € [1:n],
= Zs%(ez‘)‘fk = Z(Ski'fk =/
k=1 k=1
g est-elle linéaire ? Joient A € K z yeE On o
gAz+y) =1 Az +y) - fi + o+ oA +y) - fy
Pon liméanits des @y, k € [1;n], on o

=XM1 (@) fi+ ot @) - fo) F oY) i+ o)
= Ag(x) +g(y).

Done g€ (E;F).
g est-elle unique ? Gonsidérons deuce oﬁi&mhma linéaines g, et gy de (E,F) cobnoidant

swn lo base B, cent-a-dine ue/u,%mm,t Vie[l;n] g1(e;) = go(e;) = fi
@o@erwmemdemmwm@@@qu:x:iAk-ek.
Comme g; et lingaine, on o gy(2) = g (i%'%) Z/\k 91 (ex) Z)‘k e
k=1
&Wﬁemmm 95() = g (Z)\k ek):Z)\k'g(ek):Z)\k-fk.
k=1 k=1

(‘JWQWWW Vo €E g,(z) = gy(2) ie. gy & gy me@w

( )

A retenir | :

Corollaire 1! :

m Une application linéaire est uniquement déterminée par I'image d’une base.

m Deux applications linéaires qui coincident sur une base sont égales.

Exemple & : Considérons I’ensemble P des vecteurs du plan muni d’une base (f, f)

La donnée de f () = 3i — 25 et f(5) =4+ j suffit & définir f € Z(P).

Par exemple, si % = 37 + 55, on a f (@) = ...

Proposition & : Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie.

Alors .Z (E; F) est un espace vectoriel de dimension finie et :

dim (£ (E; F)) = dim (E) x dim (F).

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVII : Applications lincaires 11 |
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Preuve : On note n = dim (E) ef soit (g, ..., €,) une base de E.
R
p: Z(EF) — F7?
f — (f(el)v"'vf(en))'

@W b théoréme (7), Qaﬁm @ ent ()Maecb\/ue
On, ol quille est; de s, linaine sons diffeudts, Bost domc un, isomanflisme, o on. neut conclune
CTM.@

| dim (.Z (E;F)) = dim (F") = n x dim (F) = dim (E) x dim (F).

—

Exemple 9 (Dimension du dual en dimension £inie) :  Soit E un espace vectoriel de dimension
finie.

L’ensemble E* = 2 (E ; K) des formes linéaires sur E a donc méme dimension que E.

Exercice £ : Considérons (eq, ..., ¢, ) une base de E et (¢4, ..., ¢,,) les applications coordonnées
correspondantes.

Montrer que (¢4, ..., ®,,) est une base de E*, appelée base duale de (eq, ..., ¢€,,).

A partir d’espaces supplémentaires

Proposition 9 © Soient E et F deux K-evet f € Z(E;F);

Si E=E; @ E, alors f est entierement déterminée par ses restrictions a E; et E,.

|— Preuve : sons fi, e fim, len nesbrictions nespedtives de f & By e By,
Soit

$€Ecruﬁbed.écam1\obedemmmunuﬁwboub?agommxle+x2ml(.Il;xQ)GElXEQ.
Comme f(21) = fig, (21) & f(23) = fim, (x2) MWMW@W dune base de

E, &EQW@MWWLQ@W%Ldemd@
f(@) = f(z1) + f(zg) = fig, (x1) + fig, (o).

—

Exercice 7 : Soit E un R-ev et f € Z(E) tel que f2 — 3f + 2Idi = 0.
[1] Montrer que ker (f —Idg) Nker (f — 2Idg) = {0}.
Simplifier (f —1Idg) o (f — 2Idyg).
En déduire que Im (f — 2Idy) C ker (f — Idg).

Montrer que Im (f — Idg) C ker (f — 2Idg).
[4] Prouver que E = ker (f —Idg) @ ker (f — 2Idg)

Aide : Idg = (f —1dg) — (f — 21dg).

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVII : Applications lincaires 12|
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Q RANG D’UNE APPLICATION LINEAIRE

II1.1 |} Généralités

( )

Définition 22 ©  Soient E et F deux K-ev de dimension finie, et f € Z(E,F).
On appelle rang de f la dimension de Im (f) :

rg (f) = dim (Im (f)) .

( )
Exemples 1O :

= Le rang de ’application nulle est nul : rg (O _(f(E;F)) =0, et c’est la seule telle application.

Sip;: R? — R alorsrg(p;)=1.

(z,y) — =z

Plus généralement, si ¢ est une forme linéaire non nulle, alors rg (¢) = 1.

Si E=F® G, et p est le projecteur sur F parallelement a G, alors rg (p) = dim (F).

L = Si E est de dimension finie et A # 0, alors rg (Aldg) = dim (E).

4 N\
Théoréme IO (Inéaalités sur le rana et cas d'éaalité) : Soient E et F deux K-espaces vec-
toriels et f € Z (E;F).

rg (f) < min (dim (E) ; dim (F)) .

Plus précisément :

Si F est de dimension finie, f est de rang fini et rg(f) < dim (F), avec égalité si, et
seulement si f est surjective.
|zl Si E est de dimension finie, f est de rang fini et rg(f) < dim (E), avec égalité si, et

seulement si f est injective.

Figure XXVII.1 — En général, une application ne peut que « contracter » son ensemble de définition.

|— Preuve :
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[1] ﬂ)a)vdeg/\/mt«m Im (f) et un sew de F done 1g (f) = dim (Im (f)) < dim (F).

SDQ,PQW, I ek sungedtine o, ot seulement i Im (f) = F ie. 1g (f) = dim (Im (f)) = dim (F)
‘ ﬁE%bdedummeKAm&mrwb%mmdmum@om (61,62,'-~,en> etom,bo,ibﬂue

Im (f) = vect (f(ey), f(ey) ).
rg (f) = dim (Im (f)) = dim (Vect (f(el), - f(en)>> < n = dim (E).

Jo(weo@,%oﬂb@’w, o seulement si <f(€1),'--,f(en)> st une base de F ie. vaa%e d'une base
Wf@m@wmﬂ@%wwwmwwmamwfﬁw.

Des dewce assentions, on tine, bien ssidemment, rg (f) < min (dim (E) ; dim (F)).

E Im (f) E
F
Figure XXVII.2 - f est injective si, et seulement Figure XXVII.3 - f est surjective si, et seulement
si rg (f) = dim (E). sirg(f) =dim (F).

Exercice & : Soit E un K-ev de dimension finie et soit f € Z(E).
Montrer que E = ker (f) ®Im (f) < E=ker(f)+Im(f) < ker(f)NIm(f) ={0g}.

Rang d’une composée

Soient E, F, G des K-ev. On considere f € Z(E,F) et g € Z(F,G).

Alors :
rg (go f) < min (rg (f);rg(9)) -

Preuve :

— Jon défimition, 1g (g o f) = dim (Im (g  f)).

On Im (go f) € Im (g) done dim (Im (g o f)) < dim (Im (g)), ie. rg (g f) < rg(g).
- Mg:lm(f)HE,?ambm«Ldggalm(f).

Onagof=gofet

rg(ge f) =rg(ge f) <rg(g) < dim (Im(f)) =rg f.
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Done, 1 (go f) < min (rg (f);rg (g)).

—

Exercice 9 (Inéaalité triangulaire) : On considére deux endomorphismes f et g d’un espace
E de dimension finie.

Etablir que |rg (9) —rg ()| <rg(g+ f) <rg(9) +rg(f).

Vs

Proposition [2. : Soient E, F, G, H des K-ev et f € Z(E,F).
Siue . Z(G;E) et ve Z(F;H) sont des isomorphismes alors :

g (f) =g (fou) =rg(ve f).

Le rang est inchangé par isomorphisme.

Preuve :

|_ - gD'o/IWéb,@o, Proposition (ll),ommd%@rg(fou)grg(f).
S%UebtumwmanﬂAwm%oumbédmf:(fou)ou_l.
Do rg(f)grg(fou)&@'é%aﬂibé.

- @'W lo proposition (1), rg(ve f) < rg(f).

Rv%tmmmTRWmqumf—v o(vof).
Dov g (f) < eth%aJ&:e

I11.3] Théoréme du rang

p
Théoréme I3 : Soient E et F deux K-ev de dimension finie. On considere f € Z(E,F).

Tout supplémentaire de ker (f) est isomorphe & Im (f).

En particulier,
dim (ker (f)) + rg(f) = dim (E).

Preuvezﬁwmmbwwﬁﬂ%mmﬂdekermME@WWEZH@ker(f).
Notons g = FII") 0w en d'antres tovmes, g: H —  Im (f) J\ﬂ,mwgw;wmm?%m.
z — f(=)
_Mm%@gww:
Somzyelm(f).&MJZerEb&Wf(x):
QWE:H@ker(f),mex:xl—i—m’lwueoxleHetm’leker(f).

O alows y = f(2) = f(z; +27) = fla)) + f(2]) = f(z1) = g(xy).
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Considérons un wecteun @ € ker (g) ve. 0 = g(z) = f(x) donc x € ker ().
?Pa)boombwaﬂom$Mé?@nwmtdedeﬂdom$€Hﬂker(f)deWM%
somme direde.
chymo, z = 0.
@n%dédmbﬂueker(g):{O} etdomo[ueggbti/r\a}ed’,&me.

— @IW%WMMQIWMQ%MWWM@HMIm<f)
%mwmmmﬂm ot done dim (H) = dim (Im (f)).
D aubrne pont, He ker (f) = E done dim (H) + dim (ker (f)) = dim (E).

Fnaloment, on en déduit : dim (Im (f)) + dim (ker (f)) = dim (E).

—

Remarques :
‘ La dimension de I'image Im ( f) est inférieure ou égale a la dimension de ’espace de départ.
C’est la dimension du noyau qui fixe la perte entre dim (E) et dim (Im (f)).
@‘ La dimension de ’espace d’arrivée n’intervient pas.
[8] Cette formule permet de trouver dim (E), rg(u) ou dim (ker (u)) : suivant les 2 quantités
que 'on connait, on peut en déduire la 3°™e.

Prenez le temps de réfléchir qu’en dimension finie et d’apres le théoréme du rang :
— Il n’existe pas de d’application linéaire injective de R? dans R?.
— Il n’existe pas de d’application linéaire surjective de R? dans R3.
Exercice O :
‘ Vérifier que les applications suivantes sont linéaires.
(@) [: R? = R® définie par f((z,y)) = (4z,y —z, 22z + ).

() g : R® — R* définie par g((z,y,2)) = 2z +y — z,2 —y).
Déterminer une base du noyau, et une base de I'image pour chacune d’elles.

Il s’agit d’'une égalité de dimension, pas d’espaces! On n’a pas, en général,
E =TIm (f) @ ker (f) : ker (f) et Im (f) ne sont pas nécessairement supplémentaires.

— En général, ils ne sont méme pas dans le méme espace (ker (f) C Eet Im (f) C F)!

ATTENTION — Méme lorsque f est un endomorphisme, on n’a pas nécessairement
ker (f) @ Im (f) = E!

Par exemple, pour f: R? — R2 On a ker (f) = Im(f) = R(1;0) :
(,y) — (y,0).
ker (f) et Im (f) ne sont pas supplémentaires dans R2.

Corollaire [3] (Caractérisation des isomorphismes) :
Soient E et F deux K-ev de méme dimension finie et f € £ (E; F).
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f est injective <= f est surjective < f est bijective.

Soient E un K-ev de dimension finie et f € Z(E).

ker (f) ={0} <= Im(f)=E <= rgf=dim(E) < fe€YI(E)

Ce corollaire n’est plus vrai en dimension infinie!
e N
Contre-Exemples |l :
o f: R? — RS est lindaire, injective, mais non surjective.
z,y — r,Y,Tr—Y
ATTENTION (@) ( )
o g: R[X] — R[X] est un endomorphisme injectif, mais non surjectif.
P +— XP
o h: RX] — R[X] estun endomorphisme surjectif, mais non injectif.
P +— P
\.
Exercice | : Soit E = R,[X], le R-espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels de degré

inférieur ou égal a n (n entier naturel donné).
Soit ¢ I’application définie par :
VP € E, p(P) = P(X +1) — P(X).

Vérifier que ¢ est un endomorphisme de E.
Déterminer ker (¢) et Im (¢).

Q FORMES LINEAIRES ET HYPERPLANS

IV.1” Equations linaires

Vs

R_appel 4 :

m On appelle équation linéaire toute équation de la forme f(z) = b avec :
e f: E+— F , une application linéaire.
e b € F appelé second membre de 1’équation.
e z € K, un vecteur quelconque.

m On appelle équation homogéne associée a f(x) = b I’équation linéaire f(x) = Op.

-

Proposition 4 : Soit f: E+— F | une application linéaire.
L’ensemble (§)) des solutions de f(x) = Op est ker (f).

L’ensemble (§) des solution de f(z) = b est non vide si, et seulement si b € Im (f) et,
dans ce cas :

(8) = z¢ + (Sp),

ou x, est une solution particuliére de f(x) =b.
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Preuve_:fgewww@mdmh szombzom@edeummm[umnb

Necessainement (8) @ < b e Im (f).

MW@MbEIm(f)oBonm&wjbfeIOEEjumbo&ﬁmmeénejfeﬂofuef($o>:b.

@%Qohb,o%o.,:

Remaraue :Si f est bijective, liquation linéaire f(z) = b admet une unique solution.

r€(S) = flx)=b=f(z)) < flr—12y) =0 <= x—1z( € ker ()
= zexy+ker(f)=x5+(8)-

éxemples 2 -

o

= Un systéeme d’équations linéaires de n équations & p inconnues :

a;1T;  + Q19T + ..+ ay T, = by
Q9 1Ty + Ag0Ty + .. + ay,T, = by
G, 1T; + A, 2Ts + ..+ a,,T, = b,

est une équation linéaire f(X) = B avec

£ KP — Kn et B=(by,..,b,).

Ay 1Ty + g 5Ty + ...+ 0y T,

Ay 1T+ Ay 2Ty + .oty T,

= Les droites, les plans de ’espace sont caractérisés par une équation linéaire.
o (Z)={(z;y;2) R/ P (z;y;2) =0} = &7'(0g) ot
P : R3 — R
(x;y;2) — x+y+=z
* (2)={(z;y;2) €R®/p(x;y;2) = Oge} = ¢ ' (Oge) 0ol
@: R3 — R2

rT+y+z
r—y

(T59y52) — (

s Toute équation différentielle linéaire d’ordre un y’ + a(t)y = b(t) peut étre interprétée comme une

équation linéaire f(y) = b(t) avec

f: €1 (1;R) — ¥€°(I;R) et be?’(I;R).

Yy — Yy +ay

)
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| Hyperplans

Ruappel S : Soit E espace vectoriel sur K (pas forcément de dimension finie).
On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans K.

On note E* = .Z (E; K) leur ensemble.

Détinition 3 (Hyperplan) : Soit E un K-espace vectoriel (pas forcément de dimension finie).

On appelle hyperplan de E tout noyau d’une forme linéaire NON NULLE de E.

Le noyau de la forme linéaire nulle z — O, est E tout entier.

4 )
Exemples 13

= Le plan vectoriel de R® d’équation 2z + y — 2z = 0 est un hyperplan de R2, noyau de la forme linéaire
non nulle (z,y, z) — 2z +y — 2.

» L’ensemble H = {P € R4[X]/P’(1) + P(0) = 0} est un hyperplan de R;[X], noyau de la forme linéaire
non nulle P +— P’(1) + P(0).

On voit moins bien ici que H est décrit par une équation linéaire sur les coordonnées, mais si on
introduit les coefficients a,b,c,d de P : P = aX? 4+ bX? + ¢X + d, H est décrit par 1’équation
3a+2b+c+d=0.

m L’ensemble {f € €>°(R,R)/ f/(0) = f(0)} est un hyperplan de ¥°°(R, R), noyau de la forme linéaire
non nulle f+— f(0) — f/(0).

Ici, €° (R, R) est de dimension infinie.

Théoréme IS (Caractérisation céométrique des hyperplans) :  Soient E un K-espace vec-
toriel et H une partie de E.

Les assertions suivantes sont équivalentes :
H est un hyperplan de E.
|zl H est supplémentaire d’une droite de E.

Si E est de dimension finie n > 1, les hyperplans de E sont donc ses sous-espaces vectoriels
de dimension n — 1.

Exemples |4 : En dimension 3, les hyperplans sont des plans et en dimension 2, les hyperplans sont des
droites.

Preuve :
|_|E — TMWMEZHGaVeCt(U)WWMUEEMM.

Nmmw@'WWW@EWWQHzog(H K) e v) =1
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%%c&iﬂw@%ﬁmm&dwmw%@ker(g@IH,do/mHebt@b@rvu/m

WM@E.

vecteur, v de E \ ker (¢).
J\Fouba%nbmomb@pﬂue E = H® Vect(v).

Comme H N vect (v) = {0}, nous n'asons c}m'd, montren Lindusion E C H + vect (v).

%it x € E.

ﬂ)o)bd.é%mw;wmdev,go(v)#()e)&o%o,:

9@ N ey P s
oo L) = wto) = Eigeto o

En d'autres tevmen T —

20 € ker (p) =H te. . € H+ vect (v).

Figure XXVIIL.4 — R3 est engendré par une droite et un plan ne la contenant pas.

Exemnmples IS : Pour tout n € N,

s K, [X] est donc un hyperplan de K, [X].
m K" x {0} un hyperplan de K**!, noyau de la (n + 1)®M€ forme coordonnée.
= La trace est une forme linéaire sur ., (R).

L’ensemble des matrices de trace nulle est donc un hyperplan (de dimension n2 — 1 dans ce cas) de

M, (R).

( N\
Exemples |6 :
» L’ensemble {(z,y,z,t) € RY/ 2x+y=2z+ t} est un sous-espace vectoriel de R* de dimension
4 — 1 = 3 en tant que noyau de la forme linéaire non nulle
(T,y,2,t) — 2z +y—2z—t.
s L’ensemble {P € R [X]/ P(0)=P(1)} est un sous-espace vectoriel de R,[X] de dimension 5—1 =4
en tant que noyau de la forme linéaire non nulle
P +— P(1) — P(0).
\ v |

Exercice 2 : Soit H un hyperplan de E de dimension finie.
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Montrer que, pour tout a € E\H, E=H & K.a.

( )
Théoréme b (Comparaison des équations d'un hyperplan) :  Soient E un K-espace vecto-
riel, H un hyperplan de E et ¢, 1) deux formes linéaires non nulles de E dont H est le noyau.

Alors 1) = Ay pour un certain A € K* :

H =ker (p) =ker (¢p) = I € K*, ¢ = Ap.

Preuve SDU,IW que H = ker () = ker (¢), b soit v ¢ H.
|_®m, saib cTu,aBo)w E = H & vect (v).

. P(v)
fym"\ah.baﬂ\ehg w(v)yéoexquﬁmz@w/\:w@.
%h@b@dm«@@vﬂmlﬂ:)\(p.
f%gonmeu&/méomAwetwmedmbmHjet%vdmmmvect(v).
%mm%@ﬁmemm@ma&mzﬁzm

—

Exercice [3 : Soit a € C. Montrer que {P € C[X]/P(«) = 0} est un hyperplan de C[X] et en
déterminer une base.

} Interprétation géométrique d’un systeme d’équations linéaires homogene

Considérons un systeme d’équations linéaires homogene de n équations a p inconnues :

al’ll‘l + a1’2x2 + + al,pxp == 0

a2’1.CC1 + a272£C2 + + a2,pxp = 0

ap1Ty + ApoTy + ...+ ay,x, = 0
Pour tout 1 <7 < n, posons ¢;(Ty,...,7,) = a; 171 + a; 9T + ... + a; ,T,,.

¢; est une forme linéaire non nulle sur R”. Son noyau est donc un hyperplan H;.
n
L’ensemble & des solutions du systeme correspond ainsi a 'intersection m H, de n hyperplans

=1
de RP.

( A
Théoreme 1 (Intersections d'hyperplans) :  Soient E un K-espace vectoriel de dimension
finie non nulle n et r € [1;n].

‘ L’intersection de r hyperplans de E est un sous-espace vectoriel de E de dimension AU
MOINS n —r.

Tout sous-espace vectoriel de E de dimension n — r est l'intersection d’exactement r
hyperplans de E.
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r+y—2z=0
Par exemple, le systéme linéaire { 20 —y+2=0 dinconnue (z,y,z) € R décrit une droite
3xr—2=0

de dimension 1 > 3 — 3 = 0 et non un point de R? car la troisiétme équation n’est jamais que la
somme des deux premiéres. Le théoreme s’applique.

Preuve :

|_ ) Foient Hy,...,H, dmﬂwen?eamdeE
Tou)vfoubkE[[l;T]],mobomb(pk umgomm&mmmmnu%dgEdofank %L@emya;ou
iowﬂ«mb\m :cli(gol(a:),...,gor(x)) et linéaine de E dans K d/e/'no«d,ou/ H,n..NH,.
@'W&tﬂmmw dim (H, N...NH,) = dim (E)—rg (®) > dim (E)—dim (K") = n—r.

(w)ﬁoo&mef%TdeeEdedAWmn—T

Donnons-nous wne base (e1,...r€,) @Em%n—rmmwmm
deFetlwumboubieﬂl;n]],notomgoi@@i@m@owmemﬁmméemwé&
?WLM.T}GE:

reF < zevect (e,,q,...,

e
= p(z)=...=¢.(r)=0
< ze€ker(p;)N..Nker(p,).

Fnallement, F = ker (o) N ... N ker (¢,.), cewgw,t@wmde F Uinterseciion de r QWTQWM

n

[N

Q ENDOMORPHISMES REMARQUABLES : PROJECTEURS ET SYMETRIES

Homothéties

( )
Définition 4 : Soient E un espace vectoriel réel et A € R.

On appelle homothétie de rapport A 'endomorphisme de E de la forme Aldy, :

h: E — E
T = AgT

Proposition |8 : Si A # 0, 'homothétie de rapport A est un automorphisme de E dont

I’automorphisme réciproque est I’homothétie de rapport N

|— preuve:%mdérmmbbwﬂomd@a[\mbéedebom:

1
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Exercice [+ : Soit E un espace vectoriel non nul. Soit f un endomorphisme de E tel que pour
tout vecteur z de E la famille (z, f(z)) soit liée. Montrer que f est une homothétie.

Projecteurs

( )
Définition S : Soient E; et E, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’'un K-ev E.

On appelle projection (ou projecteur) sur E; parallelement a E, 'unique application
p: E+— E; telle que :

Va, €Ey, p(z)) =2, et Va, € Ey, p(ay) = 0.
Ainsi,

T=x;+xy +— 2.

Vocarulaire :E; est appelé sa base et E, sa direction.

On dira qu’une application p est un projecteur s’il existe deux sous-espaces supplémentaires E;
et E, de E tels que p soit la projection sur E; parallelement & E,.

Remaraue : L’existence et I'unicité d’une telle application linéaire p est donnée par la propo-
sition (9) avec
flEl : E]. — E et f‘E2 : E2 — E

xq — xq Ty — OE

( Y

Exemple [T : Dans &,, on considére deux vecteurs €; et €5 non colinéaires.

Pour tout vecteur Z € E’;, il existe un unique couple de réels (a;8) € R? tel que T = ae€; + [ey
ie. &, = Re; ®Re; = D, ®D,,.

On peut alors définir la projection p sur D; parallelement a D, :

p: & =D, D, — E,
=7 +T, +— T,

e A"
Proposition 19 (Propriétés des projecteurs) : Soient E = E; @ E, et p la projection sur
E, parallelement a E,.

Alors :
p € Z(E)
pop=p (On dit que p est idem-potent.)
E, = ker (p).

E; =Im (p) = ker (p — Idy) i.e. E; est 'ensemble des vecteurs invariants par p.
\.

En particulier, si p est un projecteur alors ker (p) & Im (p) = E.

|— Preuve :
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Figure XXVII.5 — Exemple de projecteur dans RZ.

%M@%W@'WM@&&E?
SDMMUEE&)\EKGWWUZM—F%o@(ul,uZ)eElezetv:vl—i—%o@
(v1,09) € E; X E,.

Mons M+ v = A(uy + ty) 4+ v; + vy = Aty 4 v; + Mg + s,
=T
1 2

Done p(Au+ v) = My + v, = Ap(u) + p(v).
OWQMPEX(E>
‘ SOOibuEE.@%I\,obeu:ul—i-qu@(ul,u2)€E1XE2.
p(u) = uy =ty + 0. Done p(p(u)) = p(uy + 0g) = uy = p(u).
Dot pop =p.
‘ SooibueE.OmPobeu:u1+u2o@(ul,uz)EEleQ.
u€cker(p) < pu) =05 <= u; =0 <= u=05+u, < u € E,.

Dot ker (p) = E,.
Cout d'abord, si u € ker (p — Idy) dlors p(u) = u ie. u € Im (p). Dot ker (p —Idg) C Im (p).

ﬂ)andég&mwo’mdenm@mmlm(p)CEl.

in, 50 u € By alows u=u+0p e pu) =u ie. B, C ker (p— Idy).

T, tramsitinsits. de Lindhusion, on oltient ker (p — Idg) = Im (p) = E,.

Théoréme 20 (Caractérisation des projecteurs) : Soit p € Z(E).

p est un projecteur <= pop = p.

Plus précisément, E = Im (p) @ker (p) et p est le projecteur sur Im (p) parallelement a ker (p).

\

ATTENTION I x + |z| est idem-potente mais n’est pas une projection. La linéarité est importante !
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4 )
Méthode 3 (Montrer auune application linéaire est un projecteur) :

Sooibpeg(E)teQﬂuepop:paﬂom:

E =ker (p) ®Im (p).

3 enb LA projedion sun Im S & ker (p).
\ ‘ P Pﬂ%@cb\,o% (p) ramfﬂeﬂww (p)

Preuve :Ofn, [oN dea,o/ montné QWTQM,ODM directe. Jm:ombwnb/ bay WW
|_5004J: P un Pfuoa/ecfeu/b
Moontrons que Im (p) & ker (p) = E.
~ %it u € Im (p) Nker (p).
Comme u € Im (p), Iz, € E tel que u = p(x;).
u € ker (p) = p(u) = Og.
O, p(u) = p(p(z,)) = pla,) = u.
Done u = Og ¢ Im (p) Nker (p) C {Og}-
Linclusion, nécif oS {0g} C Im (p)Nker (p) est immédiate donc Im (p)Nker (p) = {0}
- @%@IIH(p)@ker(p)CE. ?OUMWWQMUCQMWDW i lxafuwnazd/aef

Analyse : $it u € E. On derdle (2;y) € ker (p) x Im (p) bJZcT,ue,u:x—i—y.

emyelm(p),b@mbfeylGECJo[uey:p(yl)
JULW@QM@

plw) =p(@) +p@y) = py)=pp())
xeker(p) pop=p

Rimns, y = p(u) &b 2 = u—p(u).
Synthése : foit u € E d:robomb u = u—p(u)+u. %mre@mmbmw u—p(u) € ker (p)
et v € Im(p).

p(u) € Im (p) o p(u—p(u)) = p(u)—p(p(v)) = p(u)—p(u) =0 = u—p(u) € ker (p).

En condlusion, E =Im (p) & ker (p).
Rurntost u€E on o u= 1@ + [u — p(u)].

€lm(p) cker(p)
% q%b@ernoa'mmmlm(p) Panaﬂ)é‘zarwmtd,ker(p) dows q(z) = p(x) ve. p=¢q : p etk
le Mm sun Im (p) Pahfﬂgpﬂmp/mb & ker (p).
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A retenir 2 : Dans le cas d’un projecteur p, retenez bien cette décomposition commode :

Vu€eE, u= plu) +u—p(u).

€lm(p) cker(p)
4 N\
Exemple |8 © Considérons I’application du plan p:  R? — R?
rT+y T+ y)
(:E7 y) — ( 2 ) 2 .

o pe Z(R?).
. p(p((w,y))) :p(<w;y, w;—y)) = (m—zl—y w;ry) =p((z,9)).

Donc pop =p.

On en déduit que p est un projecteur.

De plus :
(z,y) € ker (p) <= (m—zl—y7 ﬂc+y> =(0,0) & y=—2z < (z,y)=(z,—z) & (z,y) € R(1,-1).
(z,9) €Im(p) <= z=y < (z,y) = (z,2) < (z,y) €R(1,1).
Donc, p est le projecteur sur R(1, 1) parallelement & R(1,—1).
o .

=R(1;1)

Figure XXVIIL.6 — Projection sur la droite y = x parallélement & y = —z dans R2.

Exercice IS : Identifier 'endomorphisme f: R3 — R3

I~ —9z + 6y
Y > —15z + 10y
z —S5r 4+ 3y + 2

Définition & - Soient E; et E, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
Soit :

» p la projection sur E; parallelement a E,.
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m ¢ la projection sur E, parallelement a E; .

On dit que p et g sont des projecteurs associés.

Proposition 21 : Si p et g sont deux projecteurs associés, alors :

1] p+q=1dg. (2] peg=qop=0gmg).

Exercice |6 : Soit E un K-ev et p, g deux projecteurs de E.
Démontrer que po g =p < ker(q) C ker (p).
|zl Démontrer que poqg=¢q < Im(q) C Im(p).

| V.3| Symétries

( )
Définition T : Soient E; et E, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’'un K-ev E et
p le projecteur sur E; parallelement a E,

On appelle symétrie par rapport a E; parallelement a E, 'application s = 2p — Idy.

Ve=x,+2x4 €Eol (z;;25) €EE; XE,, s(z) =2z, —z,.

Ainsi,

T=T+2Ty FH—> Ty— Ty

Vocarulaire :E; est appelé sa base et E, sa direction.

Remaraue : On a aussi s = p — ¢ ol p et ¢ sont les projecteurs associés a la somme directe

( )

Exemple |9 :© Dans &,, on considére deux vecteurs €; et €, non colinéaires.

Pour tout vecteur Z € gz, il existe un unique couple de réels (a;8) € R? tel que T = ae; + ey
i.e. & = Re; ®Re; = D, @ D,,.

On peut alors définir la symétrie s par rapport & D, parallelement & D, :

Proposition 22 (Propriétés des sywétries) : Soient E = E; @ E, et s la symétrie par
rapport & E; parallelement a E,.

Alors :
se Z(E)
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Figure XXVIIL.7 — Exemple de symétrie dans R2.

sos=1Idg ie s estun automorphisme involutif de E et s =s.
‘ E, = ker (s — Idg) i.e. E; est 'ensemble des vecteurs invariants par s.

E, = ker (s + Idg) i.e. E, est 'ensemble des vecteurs changés en leur opposé par s.

En particulier, si s est une symétrie alors ker (s — Idg) @ ker (s + Idy) = E.

PFCUVC:SOMLE:EI@EQ&SQ@W&@WW@El P,o/w%@@rwwwtd,EQ.
|_ Soowntu,vEEet)\E[K.@mlmoeu:ul—kuzo@(ul,uz)eEleZetv:vl+v2

(v1,v9) € E; X E,.

Monss At 4 v = A(uy +uy) + vy + vy = My + v, + Mig + vy
€E; €E,

Donc s(Au+v) = (Mg +vy) — (Aug +v5) = AMuy —uy) + (v —vy) = As(u) + s(v).
@/m a Pw@/m s € X(E)
‘ Joit u € E. @nw U =1uy + uy o (ug,usy) € Ey x Ey.
s(s(u)) = s(uy —ug) = uy +uy = u = Idg(u).
Dot s0s=1Idg.

Remaraue : socs=(p—q)o(p—q) =pop—poqg—qop+qoq=p+q=1Idg.
‘ $oit u € E. @nrmeu:ul—i-uQ ot (ug,uq) € Ey x E,.

u€ker(s—Idg) <= s(u)—u=0 < 2uy =0 <= uy, =0 <= u=1u; <= uck.

Dot ker (s — Idg) = E,.
JO(:U@o @%, mémet molabions :

u€ker(s+ldg) < s(u)+u=0 <= 2u; =0 <= u; =0 <= u=uy, <= u€E,.
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Dow, ker (s + Idg) = E,

—

Théoréme 23 (Caractérisation des sywétries) :  Soit s € Z(E).
s est une symétrie <= sos =Idg.

Plus précisément, E = ker (s—Idy)@ker (s+1dy) et s est la symétrie par rapport a ker (s—Idp)
parallelement a ker (s + Idg).

.
ATTENTION

x +— — est involutive mais n’est pas une symétrie. La linéarité est importante !
T

P(‘euveZ%m@d&mmadéjdm&mm.%m@emw.
|_ Rvons, By = ker (s — Idy) e E, = ker (s + 1dg) < monfons que By @ E, = E.

— ik u e B, NE,.

u € ker (s — Idg) s(u) =u o
{uEker(s+IdE) » done {s(u):—u MU_OE'

Dov E, NE, C {05} b o suite, By NE, = {05}
— O/mouElﬁaEzCE.

Foit u € E. Eonivons u = %[u + s(u)] + %[u — s(u)].
On o s(uy) = (;[u + s(u)]) = %(S(u) +u) =uy. Done uy € ker (s —1dy) = E,.
& s(uy) =s (;[u — s(u)]> = %(s(u) —u) = —uy. Done uy € ker (s +1dy) = E,.

@'o@uEE1®E2.©ma,démomb1éECEl®E2d:@&mu,@ymmbEl@EQZE.

\&Wwwa&wm%mma@%tmmaé@mﬁm%&@
S

m;oxnbw/nb,ﬂuesz .

Boit u € B. Eovimons u = %[u—i—s(u)]—{—%[u—s(u)]

€k, €k,

On o dono S(u) = %[u + s(u)] — %[u — s(w)] = s(u). BYD.

R emaraue @mwmwww&mmwmm%wmde

. o s+ 1dg 0. N
oecrueamo,d%@@q@.@fmrmrounwﬂ@p—72 EDg(E)etomuﬂzm@e‘tkeOr‘eMC(QO).
_(s+ldg)o(s+1dg) sos+s+s+ldg s+1dg
A per= 4 - 4 T2 T

@omp%bumvnoa’,ecbw)u
‘ p%tdmwwmrncéecrwyumEl:Im(p):ker(p—IdE) PAM%@@WNC&»EQII{GF(])) qui

sonk en bomume dinede dans E.
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ﬂ)mde%vmhw S=2p—IdEebtd0/mo@imumwmdﬁnéthe'[\o)bhaﬁ'\mtd

E; = ker (s +21dE — IdE> = ker (8 _QIdE) = ker (s — Idg)

s+ 1d
et‘\ahafpé@@/rnmbd,EQZker( 5 E)zker(s—}-IdE).

e N
Méthode 4 (Montrer auune application linéaire est une symétrie) :

?mbsEf(E)fpﬁﬁuesos:IdEafo}w:

Sebtu/new.aﬂ'nm
Ememm—WMWqu'mmmker(s—ldE)

b ker (s + Idy) -
E = ker (s — Idg) @ ker (s + Idg).

5 ent LA symétnie pan napnont & ker (s — Idp) Pom%?ymnbd,ker(s—l—ldE).

\\

A retenir 3 : Dans le cas d’une symétrie s, retenez bien cette décomposition commode :
U+ s(u u— s(u
() , u=s()
2 2
S—— N ——
eker (s—Idg)  €ker (s+1dg)

YueE, u=

Remaraue : Comme pour les projecteurs, on pourrait envisager une décomposition de E de la
forme E = ker (s) @ Im (s) mais sachant que s est bijective, cette décomposition est, somme toute,
triviale et inutile.
4 )
Exemple 20 : SoitS: R2 — R2

(z,y) — (y,2)

m S e Z(R?).
= S(S((,y))) =S((y, %)) = (z,y) dou So S = Idy.
On en déduit que S est une symétrie.
De plus,
(z,y) €ker(S—1dg) <= (y,z) =(z,y) <= z=y < (z,y) =(z,z) <= (z,y) € R(1,1).
(z,y) €ker (S+1dg) <= (y,z)=(—z,—y) < z=—y < (z,y) =(z,—z) < (z,y) € R(1,-1).

Donc S est la symétrie par rapport a R(1,1) parallelement & R(1,—1).

. v

Exercice [T : Soit E=K? F = {(2,y,2) /2 +2y+ 2z =0} et G = vect ((1,1,1)).
Vérifier que F® G = E.
Soit s la symétrie de base F de direction G. Pour tout (z,y, z) € K3, déterminer s((z,y, 2)).
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ker (s —Idg) = R(1;1)

ker (s + Idg) = R(1;—1)

Figure XXVII.8 — Symétrie par rapport & la droite y = = et parallélement & y = —z dans R2.

Un ingénieur, un physicien, un mathématicien doivent parquer un troupeau de moutons avec
le moins de barbelé possible.

L’ingénieur prend son barbelé et fait le tour du troupeau.

Le physicien va chercher des chiens de berger pour les rassembler et fait le tour du troupeau
avec le barbelé.

Le mathématicien prend 20 cm de barbelé et se les met autour de la taille et définit l’enclos
comme [’ensemble ot il n’est pas.
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