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Applications linéaires |
Q GENERALITES
Exercice | : Montrer quune application de R? dans R? qui & (z,y) associe (x’,y’) est linéaire
' = azx + By

si, et seulement si, il existe des réels a, 3,7, 0 tels que : ,
y =z + 0y

Trouver de méme ’écriture analytique d’une application linéaire de R? dans R?; de R? dans R?.
Généraliser a une application linéaire de RP dans R™.

Exercice 2 : E et F sont des K-ev, et f € Z(E,F).
On définit p: ExF — EXxF
(z,y) — (z,y—fl2))
Montrer que ¢ est un automorphisme du K-ev produit E x F.
Exercice 3 :

Vérifier qu’il existe une unique application linéaire de R? dans R? vérifiant :

f((1,0,0)) = (1, 1), f((0,1,0)) = (0,1) et f((0,0,1)) = (=1, 1).
Calculer f((3,—1,4)) et f((x,y,z)) en général.
[2] Déterminer ker (f) et en fournir une base.

‘ Donner un supplémentaire de ker (f) dans R? et vérifier qu’il est isomorphe & Im (f).

Exercice 4 : Donner des exemples d’applications linéaires de R? dans R? vérifiant :
@] ker(f) = Im(f).
[2] ker(f) inclus strictement dans Tm(f).
[3] Im(f) inclus strictement dans ker(f).

Exercice S : Déterminer une base de Im (f) avec

[+ KX — K, [X]
P — P

Méme question si f est définie sur K[X].

Exercice [ : Montrer que les applications suivantes sont linéaires puis déterminer une base de
leur noyau et une base de leur image. Sont-elles injectives 7 surjectives 7

‘ (x,y,2) = (x +y+ 2,2+ 3y + 22,3z + y + 22).
(x,y,2) — 2z —y+ 2,3z +y — 2,2 — 3y + 32,2z + 4y — 42).
[3] Pr— X(P/(X+1) —P’(1)) de Ry[X] dans lui-méme.
[4] Mi— ( ; S ) M de #,(R) dans lui-méme.
Exercice T :

Montrer que 'application (x,y, z) + (x+2y, 4dx—y+ 2z, 20+ 2y+32) est un automorphisme
de R3 et déterminer sa réciproque.
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‘ Proposer un exemple d’isomorphisme de .7, ,(K) sur £ (KP,K").
Exercice & : On définit f, g de R[X] dans R[X], par f(P) =P’ et g(P) = XP.

Montrer que f et g sont des endomorphismes de R[X]
Montrer que f est surjective et non injective.

‘ Montrer que g est injective et non surjective.

Exercice 9 : On considére l'application f de R,[X] dans R, qui & tout polynéme P associe le
1
réel / P(t) dt.
0

Montrer que f est une application linéaire.

Déterminer la dimension de son noyau, et une base de ce noyau.

@ RANG D’UNE APPLICATION LINEAIRE

Exercice |O : Dans R3, discuter selon les valeurs du paramétre réel a la dimension de vect (u, v, w)
avec u = (a,1,1), v=(1,a,1) et w=(1,1,a).
Exercice || : Soit f un endomorphisme non nul de R? tel que f? = 0.

Déterminer le rang de f.

Exercice [ : Soit E un K-ev de dimension finie n.
Soient f,g € Z(E) tels que fog=0.
Montrer que rg (f) +rg(g) < n.
On ajoute 'hypothese : f + g € 9I(E).
Montrer que rg (f) +rg(g) = n.
Exercice [3 : Soit f: R* — R? définie par f((x,y,2,t)) = (x +y+2+2t,y —2z+t, 0 —y + 32).
‘ Démontrer que f est linéaire.
‘ Démontrer que ker (f) = vect ((1,1,0,—1),(—3,0,1,1)).

B = (e, ey, €5, €,) étant la base canonique de R*, calculer le rang de (f(e;), f(es), f(e3), f(e4))
et déterminer une base de Im (f).
Vérifier le théoréme du rang.

Exercice [+ : Soit E un K-ev, et f,g € Z(E).
On suppose E = ker (f) + ker (9) = Im (f) + Im (g).

Montrer que ces deux sommes sont directes.

Exercice [S : Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et v € Z(E).

A laide du théoréme du rang, montrer que :
ker (u) = ker (u?) <= Im(u) =Im (v?) < E =ker (u) ®Im (u).
Exercice 6 : Soit f: R?> — R2 Montrer que f € 41(R?).
(z;y) — (z;20—y)

Exercice [T : Dans le R-ev C, on considére f € % (C) par f(1) =14iet f(i) =3 —i.

Montrer que f est un automorphisme.
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@ ENDOMORPHISMES REMARQUABLES

Exercice 1& : Soit p : R? — R? définie par p((z,y)) = (4= — 6y, 2z — 3y).
[1] Montrer que p est linéaire.
Montrer que p est un projecteur.
[3] Déterminer une base de ker (p) et de Im (p).

Exercice 19 : Soit f de R? dans R3 définie par f(x,y,2) = (g, %,0).
‘ Montrer que f est linéaire. Est-elle injective ?
[2] Déterminer ker (f) et Im (f), puis montrer que R* = ker (f) @ Im (f).
‘ f est-elle un projecteur ?
Exercice 20 : Soit E un K-ev et f € Z(E).
1
Démontrer que f? = Idp <= 5( f + Idg) est un projecteur.

Exercice 21 : Soient E un K-espace vectoriel et p et ¢ deux projecteurs de E.

On suppose que p et ¢ commutent. Montrer que p o g est la projection de E sur Im (p) NIm (¢q) de
direction ker (p) + ker (q).

Exercice 22 : Soient p et ¢ deux projecteurs d'un C-espace vectoriel E. Montrer que :

p + g projecteur <= pog=gqop =0 < Im(p) Cker(q) et Im(q) C ker (p).

Dans le cas ot p 4 ¢ est un projecteur, déterminer ker (p + ¢) et Im (p + q).

Exercice 23 : On considere l'espace F (R;R) des applications de R dans R.
A tout élément f € F (R;R), on associe 'élément T(f) € F (R;R) défini par :

Ve eR, T(f)(x) = f(—x).
Montrer que T est une symétrie de & (R;R) et donner ses éléments caractéristiques.
Exercice 24 : Soit E un C-ev et f € Z(E) tel que f? = —1dj.
On pose F = {z € E; f(z) =iz} et G = {z € E; f(x) = —ix}.
Démontrer que E =F & G.

‘ Déterminer ’expression de f en fonction des projecteurs p et g associés a la somme directe
précédente.
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