?‘-eut% dexercices n029 ﬂPP&CWM&nW&

Applications linéaires |
Q GENERALITES
Exercice | : Montrer quune application de R? dans R? qui & (z,y) associe (x’,y’) est linéaire
' =azx+ By

si, et seulement si, il existe des réels a, 3,7, 0 tels que : ,
Y =~z +dy

Trouver de méme ’écriture analytique d’une application linéaire de R? dans R?; de R? dans R?.
Généraliser a une application linéaire de RP dans R™.

Exercice 2 : E et F sont des K-ev, et f € Z(E,F).

On définit ¢p: ExF — ExF .
(z,y) — (z,y—fz))
Montrer que ¢ est un automorphisme du K-ev produit E x F.
Exercice 3 :
‘ Vérifier qu’il existe une unique application linéaire de R? dans R? vérifiant :
f((1,0,0)) = (1,1),  f((0,1,0)) = (0,1) et f((0,0,1)) = (=1,1).

Calculer f((3,—1,4)) et f((x,y,2)) en général.
Déterminer ker (f) et en fournir une base.

Donner un supplémentaire de ker (f) dans R? et vérifier qu’il est isomorphe & Im (f).

Correction :
‘ 5% fmbbeaponbnecebbmhe/m@ T\OUJLM (x,y,z) eER3 .

f((xvyv Z)) = If«l’ 0, O>)+yf((0, 170))+Zf((0707 1)) - I(lv 1)+y(05 1>+Z<_lv 1) - (l‘—Z, I+y+z>'

GWWMQ'M@JC

ﬁ“@f%b
Soient (2,9, 2), (., 7)) € (R?)? & (A, p) € R%

Oy 2) + (3 ) = F(O + s Ay + g A+ )
=((Az+px’) — Az +p2’), Az + px’) + Ay + py’) + Az + pz))
=Nr—z,x+y+2)+ula =22 +y +2)
= M () + 1 (& 7).

[ ent done linéaine e conusient. On, en, deduit Lemistence de f.

On o oo f((3,—1,4)) = (3—4,3—1+4) = (—1,6).

Remaraue : Lo, démonstration de la linganits de f ci-desnus et en Ko»t Mm{%?w can [ exerdice (1)
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Soir (x,y,2) € R3.

3 _ o _ r—z=0 2=z
(2,9,2) € RS & f((2,5,2)) = (0,0) & (x z,m+y+z><o,o>©{ g tz=0 @{y:_%

Done, ker (f) = {(z, —22,2), v € R} = {x(1,—2,1), z € R} = vect ((1,—2,1)). cha,gozm@ﬂ@ ((1,—2,1))
@/n%@/md)w, ker (f) ef ent Uibre.
Done, la gmmﬂz@ ((1,—2,1)) etb wne base de ker (f).

Détermination de Im (f) : it (z/,y/) € R2.

(2',y) € Im (f) & I(z,y,2) €R®/ f((x,y,2)) = («",y)

r—z=2a z=x—1a

< I(z,y,2) € R3/ { Ttytz=y < A(z,y,2) €R?/ { Yy -2+ +y
N ' . sz_x/ . .
@er%fwn@d,wmmwe(x,y,z) : {y:_2x+x,+y, a aw moins une solubion.

@»b,@awTJZgL 0,2/ +y,—a') ebtbo@uﬂm»d;gemdﬁbéﬁn@mmadm\etwn@boﬂqﬂmu

fpafumu'l]e, toub (27,7’) de R? esb dans Im (f) et@i/mﬂqmynb, Im (f) = R2.

Détermination d’un supplémentaire de ker (f) : Boons e; = (1,-2,1), e, = (1,0,0) ek 5 = (0,1,0)
Wb F = vect (eq, e5) eb montrons que R3 = ker (f)®F.

Tout d'abbond, ker(f)ﬂF:{O}.&ba%et:

(z,y,2) €Eker (f)yNF < 3(a,b,c) € R/ (z,y,2) = ae; = be, + cey

r=a=>
< Ia,b,c) €ER3/ { y=-2a=c ©r=y=2=0
z=a=0

WWWWker(fHF:RB.

(z,y,2) € ker (f) + F < 3(a,b,¢) € R®/ (z,y, 2) = ae, + bey + cey

a+b=x a==z
< a,b,c) €RY/ { —2a+c=y < 3abec)eR/ S b=a—2
a=z c=y+2z

Fo nustome rneoed’ sdenk (d,'i/nwn/n/ue (a,b, C)) admeb donc ['ouﬂ'ouhb, une sollubion of on o montré que
R? = ker (f) + F.
Fnalloment, R3 = ker (f) @ F o F %bmwﬁyywmw ker (f) dans R3.

Vérifions enfin que F est isomorphe & Im (f) : On sait que F = {(z,y,0), (z,y) € R?}.
SZIQTTBLmﬁmv(p! F — R? %MWWW&M@@FM

(z,9,0) +— (z,9)
Im (f) (= R?).

Exercice 4 : Donner des exemples d’applications linéaires de R? dans R? vérifiant :

ker(f) = Im(f).
ker(f) inclus strictement dans Im(f).
Im(f) inclus strictement dans ker(f).

Correction :
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.‘TmfoyzOT ) alons ker f =TIm f = {0} x R={(0,y) | y € R}.
!TMM?@@QW flz,y) = (x, )&ngmwm%tdemm let seulles

aﬁ&mmwm%wuwmwowmwmﬂm oﬁu&mﬂm\/@d@ﬂ?2
.‘ioﬁuzmﬂmumﬂ@e fla,y) = (0, )W:omﬁmmﬂeW&l

Exercice S : Déterminer une base de Im (f) avec

[+ KX — K, [X]
P — P

Méme question si f est définie sur K[X].

Exercice [ : Montrer que les applications suivantes sont linéaires puis déterminer une base de
leur noyau et une base de leur image. Sont-elles injectives ? surjectives 7

‘ (x,y,2) = (x +y+ 2,2+ 3y + 22,3z + y + 22).

(x,y,2) — 2z —y+ 2,3z +y—z,x — 3y + 3z, 2x + 4y — 4z2).

[3] Pr— X(P(X+1) —P’(1)) de Ry[X] dans lui-méme.

1 3 LA

M — ( 3 9 ) M de .#,(R) dans lui-méme.

Exercice T :

‘ Montrer que 'application (x,y, z) + (x+2y, dx—y—+z, 20+ 2y+ 32) est un automorphisme
de R? et déterminer sa réciproque.
[2] Proposer un exemple d’isomorphisme de ., ,(K) sur .2 (K?,K").

Exercice & : On définit f,g de R[X] dans R[X], par f(P) =P’ et g(P) = XP.

‘ Montrer que f et g sont des endomorphismes de R[X]
Montrer que f est surjective et non injective.

‘ Montrer que g est injective et non surjective.

Exercice 9 : On considere 'application f de R,[X] dans R, qui a tout polynéme P associe le

1
réel / P(t) dt.
0

‘ Montrer que f est une application linéaire.

Déterminer la dimension de son noyau, et une base de ce noyau.

Q RANG D’UNE APPLICATION LINEAIRE

Exercice |O : Dans R3, discuter selon les valeurs du paramétre réel a la dimension de vect (u, v, w)
avec u = (a,1,1), v=(1,a,1) et w= (1,1, a).

Correction : %t x(a;B;7) € vect (u, v, w). D ewiste alors (11 ;29;23) €R? EJCTAJ@ :

a = xa + Ty + T3
T=TUF TV + Tyw = B = x 4+ ary + x4
Y = Ty + Xy + axg
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Soi,ar,éo,afona:
« = xa + Ty + T3
= af—a = (a> —=1)xy + (a—1)z4
ay—a = + (a—1xy + (a®>—1)z4
« = ra + Ty + T3
= aff — = (a®> —1)zy + (a—1)zy
—aax—af+ala+1)y = = ala—1)(a+2)xq
—ua%tdﬁ%fywrmdeoj1&—2,Mumndeﬂ?3wbdmgudemmmw@:vect(u,v,w)

ua:—Q,@eW%twwhﬂ@ewetmﬂymmbua+ﬂ+7:O:vect(u,v,w)%bge[b@m

d/'éo(uuhmvl‘—ky-i-Z:Oetdedime.
—sia=1 dlow =z U+ 10+ T30 = Oé:B:’y:o'%Lumd)w{bedemdbbémwd'Ww

cantéviennes {my ou de panaménisation, vect ((1;151)) de dimension 1
xr ==z

o = T, + s 1:1 = —2a+ 3+ 2y
- sa=02=2utrvtr30W = B = x + x3 = T, = a—28+2
_ , at+pf—n
Y= oz g T3 5

TCoub vedtoun, de Rgmmwmw:vect(u,v,w)%bdemm%&

Exercice || : Soit fun endomorphisme non nul de R? tel que f2 = 0.

Déterminer le rang de f.

Exercice [ : Soit E un K-ev de dimension finie n.
Soient f,g € Z(E) tels que fog=0.
Montrer que rg (f) +rg(g) < n.
[2] On ajoute 'hypothese : f + g € 4I(E).
Montrer que rg (f) +rg(g) = n.

Exercice [3 : Soit f: R* — R? définie par f((x,y,2,t)) = (z +y+2+2t,y —2z+t, 0 —y + 32).
Démontrer que f est linéaire.
‘ Démontrer que ker (f) = vect ((1,1,0,—1),(—3,0,1,1)).
B = (e;,e,,€5,¢e,) étant la base canonique de R*, calculer le rang de (f(e;), f(ey), f(e3), fley))

et déterminer une base de Im (f).
‘ Vérifier le théoreme du rang.

Correction :

[1] f oot binsaine - AQT|
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Soib (z,y,2,t) € R

(z,y,2,t) €Eker (f) <= f((x,y,2t)) =(0,0,0)

r+y+z+2t=0 r+y+z+2t=0
<~

— y—z+t=0 y—z+t=0

r—y+3z2=0 —2y+22z—-2t=0 L3 L;—1L;

T+y+2+2t=0 T+2t=—y—=z T=y—2z
<~ <~ —
y—z+t=0 t=—y+z t=—y+z
~ (:v,y,z,t)Z(y—?)z,y,z,—y—i-Z)
—

(Ivyv Z7t) € vect ((17 1707 71)7 (735 07 17 1))

Done
ker (f) = vect ((1,1,0,—1),(—3,0,1,1)).

B = (ey,69,€5,€y) : @mwde R*.

f(€1> = (1707 1)
fleg) = (1,1,-1)
f(63) =(1,-1,3)
fleq) =(2,1,0)

= On o fleg) = fler) + flez) dod
rg (fler), fles), fles), Flen)) =g (fler), fles), fles))
~ On o fleg) = 2f(e;) — fle,) dios
rg (fler), f(es), fles)) =g (f(er), flez))
— Lo fomille (f(e1). f(e)) esk bline dono
rg (f(e1), fley)) =2
rg (fler), fles), fles), flea)) =2,

Ta fomillle (f(e1), f(ez)) engendne Im (f)
@*u, on a W CIALQQQQ, ébail M)me

Done, (f(e1), f(es)) esb une base de Tm ().

dimker (f)+rgf=2+2=4
dimR* =4

rg f=2.

Exercice [+ : Soit E un K-ev, et f,g € Z(E).
On suppose E = ker (f) + ker (¢) = Im (f) + Im (g).

Montrer que ces deux sommes sont directes.
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Exercice [S : Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et v € Z(E).

A T’aide du théoréme du rang, montrer que :
ker (u) = ker (u?) <= Im(u) =Im (v?) < E =ker (u) ®Im (u).
Exercice |6 : Soit f: R2 — R? Montrer que f € 4I(R?).
(z;y) — (z;20—y)

Exercice [1 : Dans le R-ev C, on consideére f € £ (C) par f(1)=1+iet f(i) =3—1i.

Montrer que f est un automorphisme.

@ ENDOMORPHISMES REMARQUABLES

Exercice 18 : Soit p : R? — R? définie par p((x,y)) = (4x — 6y, 2x — 3y).
‘ Montrer que p est linéaire.
‘ Montrer que p est un projecteur.
[3] Déterminer une base de ker (p) et de Im (p).

Exercice [9 : Soit fde R® dans R? définie par f(z,y,z) = (g, %,0).
‘ Montrer que f est linéaire. Est-elle injective ?
[2] Déterminer ker (f) et Im (f), puis montrer que R* = ker (f) @ Im (f).
[38] f est-elle un projecteur ?
Exercice 20 : Soit E un K-ev et f € Z(E).
1
Démontrer que f? = Idp <= 5( f +1dg) est un projecteur.

Exercice 21 : Soient E un K-espace vectoriel et p et ¢ deux projecteurs de E.

On suppose que p et ¢ commutent. Montrer que p o g est la projection de E sur Im (p) NIm (¢q) de
direction ker (p) + ker (q).

Exercice 222 : Soient p et g deux projecteurs d’un C-espace vectoriel E. Montrer que :

p + g projecteur <= pog=qgop=0 < Im(p) C ker(q) et Im(q) C ker (p).

Dans le cas ot p 4 ¢ est un projecteur, déterminer ker (p + q) et Im (p + q).

Correction : @fw monfhe Qa Immmme eo[w‘moptvm:e :

ﬁ:ﬁ%erq%J;meoﬂww@'é%oﬂm (p+q)2:p+qgounmtpoq+qop:0.
&mewp@md@w&mo@u,@nbpquerqoz):O:pqurpqupetdxym

beqg=qep.

@&teécao@;té&omted,@é%aﬁwépoq—&-qop:o@o«mmbpoq:qop:().

<i‘SOLPC’(J:QOPZOJoQO’w(17+q)2:p“rpoq+qop+f12:erqethrq%twruVm(jwwh
%m@enm@ro«mm[m%’mmpet@(p+qwm < poq=qop=0.
@Mww@p+q%bmrn%&mwwwmmmpoq:qu:0_

Lycée Jules Garnier ﬂ‘ PTSI Vinci



fewille d exercices n°29 Applications lincaires

On o touaoum ker (p) Nker (q) C ker (p + q).
%W@WLL‘GEJ
zeker(ptq) = (p+q)(x) =0 = plpx) +q(x)) =0 = p(x) =0,

ot de mame q(z) = 0.
Jhimsi, ker (p+¢q) Cker(p) Nker(q) ef donc ker (p+ q) = ker (p) N ker (g).
@%@Wg‘ouﬂblﬁl(p-FQ)Chﬂ(p)-I—Im(q).
%W@W.TGEJ

x€Im(p) +Im(q) = 3(wy,2,) € B/ a=p(x)) + qlay).
Moaiss alloras, (p+ ) (@) = (1) + p o alay) + g o p(w2) + ¢ (5) = p(wy) +q(25) = @ e donc @ € Im (p+ ).
Jinsi, Im (p) + Im (q) € Im (p + ¢) & done Im (p + ¢) = Im (p) + Im (q).
&mupaqmmw%wp+qmmwm

ker (p+q) =ker (p) Nker(q) o Im(p+g)=Im(p)+Im(q).

Exercice 23 : On considére 'espace & (R ;R) des applications de R dans R.
A tout élément f € F (R;R), on associe I'élément T(f) € F (R;R) défini par :

Ve R, T(f)(z) = f(—a).

Montrer que T est une symétrie de & (R; R) et donner ses éléments caractéristiques.
Correction : T est Binement un andmﬂm,e de F (R;R).

@ermwm]fe?(ua;ua):
Va e R, (ToT)(f)@) = f( — (—a)) = /(@).
Done ToT = ldypp) e T ent b mdmwbvve pan rwﬁwmb o P = ker (T — Idy ) Pamfﬁe@mwwb &
J =ker (T + ldygg))-
Oh feP < VaeR f(—z)=f(z) < f ek paine.
@em@me,fej = f%tvm,r;cwve

J%ane&oumedeoeﬂbmnw@ww?(ﬂa;ﬂ?):?@l

Exercice 24 : Soit E un C-ev et f € Z(E) tel que f? = —Id.
On pose F = {z € E; f(z) =iz} et G = {z € E; f(x) = —ix}.
Démontrer que E =F & G.

Déterminer I'expression de f en fonction des projecteurs p et ¢ associés a la somme directe
précédente.

Correction :
2] £=F—p()+—al) en e nappelant que p + g = 1dy,
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