fewille dexercices n°30

Séries

Séries |

Exercice | :

. . . 3z +2 14 .
‘ Décomposer la fraction rationnelle (271) en éléments simples.
x(x? —

P L. 3n—+2
En déduire la convergence et la somme de la série E —
n(n?—1)
n=2
Exercice 2 : Prouver la convergence de chacune des séries suivantes, et en déterminer la somme.

On utilisera une des méthodes des exercices précédents.

n+1)(n+2 n?+n—
o e () @

n>1 n>=0
1 2 —n
2] ;ln(1+7l2) [4] 7;)(” +n+1)e

. "1
Exercice 3 (Constante dEuler) :  On considére Vn > 1, wu, = (Z k:) —Ilnn.

Montrer que la suite (u,, ), converge.

Sa limite est notée ~y et appelée constante d’Euler.

n
En déduire un équivalent, lorsque n tend vers +oo de H,, = Z

Correction :

1 1 1
‘ un+1_“n:n+1_111(”+1)+111(”):m_hl@_ﬁ)

1 1 1 1
n—+4o00 n+1 _(n+1+o<ﬁ>> na_+ooo<ﬁ>
J(go/bé)uedemcaé/m@zaﬂunJrl—un%tdomwmw@%@n@.&wfe(un)new etqmtde&:um@m'namhe,

@fm wienkb de montrern W H, ~ In(n).

n—+oo

Exercice 4+ : Etablir la convergence de la suite définie par

SN |
vYnzl wu,= — | —2v/n.

Exercice S (Cas limite du critére de D'Alemrert) :  Soit, pour tout entier n > 1,

CIx3x5x-x(2n—1)

T TN A% 6 x - x (2n)

Quelle est la limite de Unt1 ?

un
Montrer que la suite (nu,,) _ est croissante. En déduire que la série de terme général u,,
est divergente.

Correction :

[1] Ona LZ“ _mtl LI (“’"“

Tom+2 0 42
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fewille dexercices n°30 Series

amoubw} (n+1u, _ on+1 Sl

nu,, 2n
g)m oombeﬂ,umﬂg Qa suile (nun)new enb coisbante, ef comme (un)nE[N enb [wmb\/\&ej on a :

u
1
nu, = u;, — un2;.

&w@mwwunwmw(mwmmm@w)

"]
Exercice & : Etudier la convergence des séries Z i) an
n>1 n>1
Exercice T : Déterminer la nature des séries de terme général :
1 1 n!
1] —1 14— 11 —
(1) mpe
2 1
2} n-(1+) 3] (LR
: 12] In n?+n—1
nn 1
. 13y ——
In(e >1 ) ] YO
Inn
6_<1+_> 14 <n+3>
™) n ) 4] 2n + 1
5] ch®(n) —sh*(n). 2
-
[6] 2In(n® 4+ 1) —3In(n* + 1). (n—1)!
Inn,—/n
Vnri- . e
3 1 7 —
arccos (n3 + ) 17 In(n) In(chn)
w2 ™2 cos?x
n 18 —
Elljz. /o n2 tfcostz
a n
+2 4+ nl LS( ouS .
(n+2)! ’ ne pZQ p"

Correction :

ﬂﬂ;mmw \}ﬁln<1+\}ﬁ>~;

&W&WW@ln(Hx)%qmm1n<1+

@e&xmmw }1n<1+;ﬁ>~}x\}i.

mea%mﬁamdemw @btdxymduueﬂxamte

n 1

In
@ep@w@lnn 1I\ourb MWWW]H —

lnn
duu@ua@r\fe
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Feudlle dexercices n° 30 Series

1 1 1
nln(l—l—f) — l—f—f—O(*)etdmw
n/)n 2n

—+00 n

1 1
u, = e—el"mtoln) = e(l—l—&-——ko(f)) < s

n—+oo0 n—+oo 2n n n—stoo 2n

&m@mw&%w@%m@m%@mﬂun dinenge.

NQO(Oil(e“‘Q)”:CVma<2. ECVM&MQ@WW la] # 1.
3 (n—1)(n—1)!+mn! 2
~——— = CV. < < .
IEI 1n2 (n+2)! (n+1)(n+2)
Nﬁ = CV. @WCV.
n
|
?mn)élji:gx%xéxmxﬁg%_
nm n o n n n n
N — e’
<1
@’b Zn2 %bwm%embe

?mn}?,mrmunzmv 2U Wbted_/derpua n—H—ooE
ewmeumedeb@wne%e/mﬁ%,n}?,W&%LMQ&Wd&WWUHW

n+3 Inn
> 1, = >,
g:)ou)bn cyn,[uyheun (2n+1) ?ou)vn Uy, >0 ek
n-+3 1 3 1
1 =1 In 1 In|= In(1+ = m(1+ —
(i) = Inin) (2n+1) n(n)(n<2>+ n( +n> n( +2n)>
1
e In(n) (—1112 +0 (5)> T —In2In(n) + o(1).
@cymou :eln(un) ~ e*lﬂZlnn:
" n—+oo nln2
1
gwm/meawbmwdeb@lﬂm?emmﬂnIHQ,n}L (h@z&edefﬁammmmd/mo{\mnba<l)et%b
2
n

1)2 —1)! 1)2 1
:(n+2) x(n ):(n—i—) ~ - = 0<LL
n! n3 n—+oo N n—+oo

n
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1
lim n? x ™" V" =0 done nM"e VP = O(7>
n—+0o0o norteo
-g:)ouh,n 20%[10@@ ) (chn) Bur touk n > > 2, u,, ecisle.
1
De s, In(chn) ~ Tn ( P)=nemz o nd o >0

@g%m@m%@n@uﬂmm,n>zd}wﬂ&
@mun%tpmw;@etéﬂuhwﬁu&mt@vmwdlmmdvu@uam@.

2

™2 cos?x
cos® T
Run n > 1, la forction n2+COb2xebtw1D/mwm{0,5}&rmmmetdofn@unembreetemt
@er,@m,[wunn>1,

n? 40 2n2

n
?mn}Z,Wbunzn%S(n).?mn>2,

7\'/2 1
0<un</ 7dx:i.
0

+oo +00
1 1 1 1 1
0<S(n+1)= -X —<5) —=2:5(n)
=poopto 25t 2
2
n—2

Exercice & : Onpose Vn>2, u

" Ut (—)n

-H* 1 1
Montrerqueun:(\/% —E+O<—>.

En déduire la nature de Z U, -

Correction : @m@emwm MWMW(W&WWMWM
Wmu@b@‘@w?@m nnewdegvrwe[\m l)nn%L@dem@
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-1y

ERNCERET
_(\}ﬁ)nxl+(1_1)71_(\;%nx<1—(\/1%n+i+o(i)>
Vvn
LG ()

o (—1)" enl Q@ tevme dune nénie (qpmo&vmemt) ocvrvoauamfe

ovnzo(n\/ﬁ) w&mdmmwdwumww

. = L0 » ) )
R.emarque S, 'n,ﬁrj»oc \/ﬁ deWWMWWWZunQ@Mew

Exercice 9 : Comparer la convergence des séries de terme général

w= G e (1 ) = S L

Correction : %‘WM

® U ~ v
™ n—+oo

. Zunwvm%ed'a/[\m@ewmamb@mm.

neN*

n-

1

° ZvnWmmwmdlmmwme&de%W;nln(n) dmsefu%embe

n>2

Exercice O (Semi-converaence) : Nature des séries de terme général :

mn? Inn
i 3} (—1)"—
sm(n+1> [3] (~1) "
P
(—1)" (—1)”Q(<Z)> ou P et Q sont deux poly-
In (1 + ne ) némes non nuls

Correction :

Pun n € N,
2 2-1+1
u, = sin (nﬂ_’; 1) ~ sin (<+1+>> ~ sin (nil + (n_m) — (1) sin (nil)-
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fewille dexercices n°30 Series

Fo suite (<_1)n_1Sin<nil)>neNn et lbonnse on signe & sa aewn alsolue tend wors O en
W&&m@mwunwmmmmmwmm
albervnses.

.Jmmx€0+oo r;oomwf x) = Iz _ f esk dénivallle sun 10, +o00] &b Yz > €, f/(z) =

1—1
S}

X

@mqumwmm[e +00]. On on daduit que bo suite <1nn>n>sebbu/nebwite

demmmambeﬂﬂ;mapm@@@mdeb@vm%mmaﬁ(— hmm”@%e%wmmmw
auco sénien alfernses.

E ﬁdgcj,P/d,ecd,Q,u mfyrxd@mOet@amdeb@ume%mmﬂu MW@W@
Sood@%P<de%,Q—2u _O( )et@@b@zwdeb@vmeﬂmwﬂoﬂ n@bbofsbo@u/mentcowuen%embe

- @ dﬂa'P — d.e%/Q_ 1L u, = (_1>nndj$fQ +O<ﬁ)' U, eub dons somme de dewcs tevmen

&W%mwmwunwwaw&mud@fmgw.

Exercice [ : Par comparaison a une intégrale, donner un équivalent de :
|
(1] Z kz 2] Z Z FInk
k=n+1 k= n+1 k=2
Correction :

l_ 2(vV2 — 1)v/n. In(lnn).
n
Exercice [ (En vrac) : Déterminer la nature des séries suivantes :

q e ayule(l) BT ()%
(

n>1 n>1 n>1
yovetl €] > Vnt+1i-¥m > (in(n))!
= n2 ln n>1 n>2
arctan ( ) sin(n) (n+ 1)sin(n)
; 2 ; n? ; n?y/n
1 1 (1 1 (=1)"In(n)
;E—ln<1+ﬁ> ;sm<g>—tan(ﬁ) T;e—”

. . 1"
Exercice [3 : Etudier la convergence de la série de terme général u,, = In (1 + 2( +> 1) .
n

Correction :

(=n"
ATTENTION

~
n—+oo 2n 4+ 1
paraison des séries a terme du méme nom.

@%md@uo&)v <<PMWL>>LWWF%PQAWQO{ALL.&Q@d@U@QATTMWd&Unm:

SN OVE S P T 1
= — (0] = v, v ~ _—
n—+oo 2n + 1 2(2n + 1)2 n2 2n+1 n’ " notoo 8n2

Comme u,,

n’est pas de signe constant, on ne peut utiliser les critéres de com-

n
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. . ) (=D" e e . )
Ntwwgmma&mmmzzn+lmwm%ermaﬁu&gaﬂmmm%WRd%maQ@mmd

n
. i 1
Exercice M+ Calculer lim ; 12422 4+ k2

—+o00

n
1
En utilisant que E T Inn+ v+ o(1).
n
k=1

7.‘.2

+00
1

En utilisant que ;ﬁ =5
Correction :

k
?atkmmwdmm&@%meF:w.@M%mM

=1

n@fbajbdc@&,%wmmmeﬂmmﬂkj

6 _g+ b . c (%)
E(k+1)2k+1) k k+1 2k+1 7
a, b L _a(k+1)(2k+1) +bk(2k+1) + ck(k+1)  (2a+2b+c)k* 4+ (3a+b+c)k+a
k' k+1 2k+1 k(k+1)(2k+1) N k(k+1)(2k + 1) ’
gamwba,
20+2b+c=0 a=06
(¥) =< 3a+b+c=0 << b=6 ,
a=6 =—-24
b domng,
vn e N | ——— =6 -+ — =4y — .
0 ;k(k+l)(2k+1) (;k ;kJrl ;%Jrl)
"1
me/m&ﬂumdnt@ndww+oq;%:1nn+7+o(l>rw@
n 1 n+11 1
Z — = —=H,,,—1=—1+In(n+1)+vy+0(1) = Inn+ln (1 + 7>—|—7—1—|—0(1) = Inn+y—1+4o(1).
ikl 5k n
n 1 27I,+11 n 1 1
=—1+ 7. 7:_1+H2n+1_7Hn
;2k+1 —~ k ;2143 2
1 1 1 1
:111(2n+1)+fyf5(1nn+’y)71+0(1):ln2+lnn+ln<1+2—>+’y—§1nn—§’y—l+o(1)
n
1 1
:§lnn+ln2+§’y—1—|—o(1)
?frmmpymmut,wdnbefndwm—i—oojma
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; P —— =6 (lnn+7+lnn+'y—1—4 (ilnn+ln2+ 5fy—1)> =6(3—41n2)+o(1).
Done,
- 1
lim =6(3—4In2).

2 2 2
notoo £=12 4+ 22+ ..+ k

1 6 6 24 2n+1 (—1)k+1 6
2 = -4+ = = S, =18-2) 18 — 241n2
2tk k k+l 2k+1 " e e n

?ohbcru@n—)oo.
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Index

Combinaison

linéaire

de séries convergentes, 7

Condition

nécessaire, 8

suffisante, 23
Critere

de D’Alembert, 26

de divergence, 8

spécial des séries alternées, 24

Fonction
zéta, 15

Leibniz, 24

Méthode
Comparaison série-intégrale, 13
Utiliser les critéres de comparaison, 12, 23
Utiliser les séries de Riemann, 16

Nature
d’une série, 3

Paradoxe
d’Achille, 1

Reste
d’une série, 3, 24

Somme
d’une série, 2
partielle, 2
Série
absolument convergente, 22
alternée, 24
arithmétique, 4
convergente, 2
de Bertrand, 15
de Riemann, 14
divergente, 3
grossierement, 8
exponentielle, 6
géométrique, 4
harmonique, 4
alternée, 25
semi-convergente, 24
télescopique, 5
a terme positif, 9

Terme général
d’une série, 2, 24

Théoreme
d’encadrement, 6, 20, 21, 25
de la limite monotone, 9

Zénon d’Elée, 1
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