XXVIII

Séries numeriques

S;) evenons pour introduire ce chapitre quelques si¢cles en arriere, au temps de Zénon d’Elée,
philosophe grec du cinquieme siecle avant J-C. Celui-ci est resté céleébre par sa position
tres sceptique vis-a-vis de certaines théories scientifiques développées a I’époque (notam-
ment par Platon) concernant la divisibilité du temps et des mouvements, et les quelques

paradoxes qu’il nous a laissés a méditer a ce sujet. Le plus connu d’entre eux est peut-étre celui
de la course entre Achille et la tortue.

our fixer les idées, supposons qu’Achille coure a 10 metres par seconde (& peu de choses
pres la vitesse d’un record du monde de 100 metres), et la tortue (un peu génétiquement
modifiée) a 1 métre par seconde. Achille s’élance avec cent metres de retard. Quand va-t-il
rejoindre la tortue ?

La réponse un peu surprenante de Zénon est : « jamais! ».

Voici son raisonnement : le temps qu’Achille parcoure ses cent métres, la tortue en a franchi dix.
Mais le temps qu’Achille parcoure ces dix nouveaux metres, la tortue en a fait un de plus etc. On
aura beau multiplier les étapes, Achille sera toujours derriére.

omment résoudre le paradoxe? Regardons les choses d’un point de vue temporel : Achille
- met 10 secondes pour franchir les cent premiers métres, puis une seconde supplémentaire

pour les dix metres suivants, 0 seconde pour le métre suivant etc. Au total, Achille met

1
donc 10 + 1 + 0 + ... secondes avant de rejoindre la tortue. L’astuce est toute simple :
cette somme, bien que composée d’'un nombre infini de réels, est finie.
Ainsi, méme g’il faut un nombre infini d’étapes & Achille pour rejoindre la tortue, celles-ci vont

toutes se dérouler dans un laps de temps fini.

‘est 1a I'idée d’une série (convergente) en mathématiques : une somme d’un nombre infini
w> de termes qui donne pourtant un résultat fini.
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Dans ce chapitre, K désigne R ou C.

Q SERIES NUMERIQUES

Suites des sommes partielles

(o

N\

o On appelle série de terme général u,,, notée Zun, Zun ou Zun, la suite (S,,)nen

n=0 neN

éfinition |+ Soit (u,, ),y une suite réelle ou complexe.

définie par :
n
vneN, S, :uo-l-ul—l—...-l—un:Zuk.
k=0

Vocearulaire :Pour tout entier n € N,

o u,, s’appelle le terme général de rang n.
o S,, s’appelle la somme partielle de rang n.

e On dit que la série Zun converge lorsque la suite des sommes partielles (S,,),cn

n=0
converge.

Vocearulaire :Dans ce cas,
+o00
o la limite de (S,,),,c est notée Zun et appelée somme de la série :

n=0

+o0o

w, = lim S, .
Z n n—too
n=0

-
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o On appelle reste de rang n 1’élément R,, défini par :

+00
R,=S-8,= ) u,.

k=n+1
e Lorsque la série ne converge pas, on dit qu’elle diverge.

Vocarulaire :Déterminer la nature d’une série revient a se poser la question de sa
convergence.

En particulier, deux séries sont dites de méme nature si elles sont toutes les deux
convergentes ou toutes les deux divergentes.

\. WV

R.emarques et commentaires :

— Ne pas confondre suite et série : Zun est une série. C’est la suite (S,,),,c) des sommes
partielles des n + 1 premiers termes de la suite (u,,),cp-

— On s’intéresse essentiellement a la nature de la série et non de la suite, notions qui n’ont
souvent rien a voir.

— La notation E ne présume en rien de la convergence de la série et donc de I'existence de
neN

+0o0
la somme Z Uy,
n=0
+o00
— Ecrire la somme infinie Zun suppose implicitement que la série converge. On prendra

n=0
donc bien garde a n’utiliser ce symbole que dans ce cas.
+o0

— Z u,, est la somme de la série. C’est un nombre (réel ou complexe) 1.
n=0
— Dans le cas de convergence, on peut remarquer que la suite (Rn>n€[N tend vers O :

lim R, = lim S-S, =0.

n—+00 n—+00
Le reste d’ordre n représente ’erreur commise lorsque 1’on remplace la somme S par la n®"¢
somme partielle.
— Les premiers termes d’une suite ne changent pas la nature de la série : g u,, converge si
n=ng
et seulement si g u,, converge.
n>0

ATTENTION I Deux séries peuvent étre de méme nature sans avoir la méme somme.

— Enfin, remarquez que | Sy = ug et Vne N*, u, =S, —S,,_;. I

Le terme général définit la série et la réciproque est vraie : si 'on connait la série, on peut
donc retrouver son terme général.

1
n—+2

Par exemple, si on sait que, V7 € N, la somme partielle S,, est définie par S,, =1 — ,

1 . 1 1
alorssoziet‘v’neh\l ’u":S”_S"1:<1_n+2>_<1_n+1)

1 1 1
n+l1 n+2 (n+1)(n+2)
|1]. En conséquence, il ne diverge ou ne converge pas, il n’est équivalent & rien, il ne se dérive pas autrement que
pour donner 0, il ne bouge pas, ...
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Premiers exemples

Exemple | © Les séries arithmétiques de la forme Z na ou a est une constante sont toujours divergentes

dés que a # 0 et on a :
n(n+1)
——a

k=
2

:
e

vneNlN, S, =a

ko
I

0

( )

Exemple 2. @ Les séries géométriques de la forme Z z™ ou z est un nombre complexes sont convergentes

neN
si, et seulement si |z] <1 et ona:

& k 1 gl 1
vneN, Sn:ZZ "1z 1—znte 1—2
k=0 |z|<1

zn+1
De plus, lorsque |z| < 1,ona| R, = 1 .
=&

1 10
Remarque : Z Ton-_ 1T -9 C’est, a une constante multiplicative pres, le temps mis par Achille

neN 1 - —

kpour rejoindre la tortue.

v

Exercice | (Séries céométriaues = Co) :

N
@ Déterminer an”_l.
n=1

@ En déduire la nature de Z nx™ ! selon les valeurs de x.

@ Lorsque la série converge, déterminer sa somme.
[2] Méme question pour E n(n —1)z" 2, puis E n2xn2,

n=2 n=2
n? 4 3n
on
4 )
1
Exemple 3 : La série harmonique Z — diverge. 12
n
neN*

e Preuve:geumméjmd@mmmcem&atmmmﬂhm.

O o el

E Déterminer la nature et la somme de Z

2n n
1 1 1 1 1 1
S —S:E——E—zi > _— =,
22 " —n Hn n+1+ +2n/n><2n 2

%Qa/mmmeh%ea&ummneeg S,mwmibofm@@md@a&m@OzS—S}%wW%tw{mmﬂQ&
@O/mo H,, Wmmm%ra@@mme@@e@mm ?cﬂmub@bw'd@ exemple (710)1

.

Exenple 4 : On considére la série de terme général u,, = (—1)™.

1 si n est pair

0 si n est impair

On exprime les sommes partielles : VN € N, Sy = Z U, = Z(—l)” = {
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On en déduit que la série Z(—l)" diverge.

( )
Exemple S : Les séries télescopiques de la forme Z (U1 — uyp,) OU (U, ),cy est une suite & valeurs
neN
dans K. :
1
B 1 — =
ar exemple, 7;* Py P
En effet, S, = Z = 2( k+1>
B ) n+1
= n + 1 n~)+oo

D’une maniere générale,

( Y

Proposition | (Série télescopique) : La suite (u,,),en €t 1a série Z (unﬂ — un) sont de

" neN
meme nature et on a :

On peut donc étudier une suite en se servant des techniques spécifiques de la théorie des séries,
ou au contraire étudier une série au moyen des techniques spécifiques de la théorie des suites.

Remarque : La simplification télescopique est I'analogue discret du théoréme fondamental du
calcul intégral.

. a —a e .
En effet, la suite (an 1 —a, = M) est en quelque sorte la « dérivée » de la suite
neN

n+1—n
a , tout comme la fonction f’ définie par une limite de taux d’accroissement est la dérivée
"/ neN p
de la fonction f.

Or, comment passe-t-on de f” & f? On somme au sens du calcul intégral, tout comme on le fait
avec les suites dans le cadre d’une simplification télescopique :

b n—1
/ Fa)do =)= fla) = 3 (g —ap) = a, —

k=m

. . 1 1
Exercice 2 : Etudier les séries de terme général In (1 + —) et In <1 — —>
n n

Correction :

1
e VnelN* u,=In (1 + 7) =In(n+1)—1In(n).
n

Fo vonie Z]n( 1) dem'rwhi)wwln( n)) EN,%tdmwM@%mte(waw%m)

neN*
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n+1
- () () o) n(- )
Emln(1—3>—>o,&»m21n(1—i> convenge e on o :

_
n n—+oo o2

" 1 1 1
(- L) s ) (e L) e
= k 2 n+1/) netoo

Exercice 3 :

Donner la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle

1

"= ey

3

sur |0, +o0l.

[2] Montrer que Z

n>2

Correction :

1 a b
VeI = NG ) T a1 et

@er,@m, a=lim(x—1)f(z) = % ¢ b= lim (a:—&-l)f(x):—%.

r—1 z——1

1 1 1 1
Done ¥V € 11; +00], (x_1>(z+1)=§< — )

* L 1 Rl
VneN, 28, = 2Z(k_1)(k+1)_;k—1 =L h

11 1 3
2 n n+1 notoo 2

N 1 13
@m%mwdmazzm—zm—z.

%mmawm@%/mm/%MWadm%wwmw

4 N\

P . . Zn
Exemple b (Série exponentielle) : Vz € C, la série exponentielle Z — est convergente et on a :
n!

+oo _n
[VzEC, Z% :exp(z).]

n=0

Pour tout z € C, la fonction f : z + exp(zx) est clairement de classe €"*! et sa dérivée néMme egt
z > 2" exp(zx).

L’inégalité de Taylor-Lagrange sur [0 ;1] s’écrit :

L f(k)(o n_ Lk
1) — = |exp(z — sup |zt exp(zx)|.
’f pary kZO kU (n+ 1) o<x<1| (z=)
En notant z = a + ib, on obtient |exp(zz)| = exp(az) < exp(|al) pour 0 < = < 1.

On en déduit :

Zk ||n+1
— | < .
exp(z) — kZO WS 1) exp(lal) s
KOn conclut avec le théoréme d’encadrement. J

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVIII : Sehies numériques 6]



PTSI VINCI - 2024 I. SERIES NUMERIQUES

ATTENTION "il

( Y

Proposition 2. : Soient (u,,),en €t (V) nen deux suites de KN et A € K.

Si Z u,, et Z v,, convergent alors, la série Z()\un + v,,) converge, et

400 +00 +00
Z(/\un +v,) = )\Zun + Zvn.
n=0 n=0 n=0

Preuve : Lo somme pantielle ansocise & lo sénie de tevme gonénall Au,+v,, esk S, = > (Auy+uvy,).
B ol et >

S, = Z(Auk + ) = )\iuk + ivk.
k=0 k=0

k=0

Uy, —i—ivk) %Léc&opymmbmwlteb& QQ,WM,@ Z(Aun—i-vn) wn/uefz%e
k=0 eN

Done, b st (A

n
k=0

n n n n = =
im_ (A;ukJr;Uk) :)\nginm;uk—i-nl_i)glm;'l)k = A;unJr;vn.

+00 +00 +00
Done, Z(Aun +v,) = /\Zun + Zvn.
n=0 n=0 n=0

—

Corollaire 21 : L’ensemble des séries convergentes bénéficie donc d’une structure d’espace
vectoriel.

Pour le produit, c’est un peu plus compliqué et demande une notion de convergence un peu plus
forte...

Si Zun diverge et Z’un diverge, il est possible que Z()\un + uv,) converge ..
L’ensemble des séries divergentes n’est pas stable par combinaisons linéaires.

I est donc interdit de découper une somme de série en deux
+00

+00 +00
E (Au,, + pv,) = A E U, + [ E v,, sans avoir vérifié que les deux séries E u,, et
n=1 n=1

v,, étaient convergentes.

n 1 "1 1
Retenez pour cela 1’ exemple (5) : La série ; ) = ; <% — m) converge
n 1 n 1
au contraire des deux séries Z — et —_—
— k — kE+1

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVIII : Sehies numeriques 7|
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Exemple T : D’aprés I’ exemple (6) et la proposition (2),ona:
_— h( ) +oo 2n t h( ) too p2n+l
T , ch(x) = et sh(z)= —_
= (2n)! — (2n+1)!

Corollsire 2.2~ : Soit E u,, une série a valeurs complexes.

Zun converge <= ZRe (u,,) et Zlm (u,,) convergent.

Exemple & : D’aprés I’ exemple (6) et le coroliaire (2.2) ,on a :

too 2n + p2nt+l
Vz eR, = -1)" t i = —1)"
z cos(x) ;0( ) ay ° sin(x) nzzo( ) i D)

+00  24n

. R .y , . n°2
Exercice 4 : Apres avoir démontré son existence, calculer Z '
n!

n=0

Condition nécessaire de convergence

Une premiere conséquence des théoremes généraux, condition nécessaire de convergence qui sera
le plus souvent un critere de divergence :

Proposition 3 : Zun converge =
neN

lim w, =0.
n—+0o

Preuve : J) m»%{b demmno[Am que VneN, u,=8S,—S, ;.
[

W@Q@M&(Sn)nermSo&h@(un)new ebtww@,%ynbeeﬂuﬂywnb&

lim w, =S—-S=0.

n—+0oo

Le terme général d’une série convergente doit tendre vers 0.

Par la contraposée, s’il ne le fait pas alors la série diverge. On dit dans ce cas que la série diverge
grossiérement.

e 2
Exemples 9 :
e Comme lim L—I#O ZL diverge
notoon +1 ’neNn—Q—l ge-
R 1 . s .
e De méme, Z — diverge (grossiérement) si o < 0.
neN e
e Enfin, comme (—1)™ n’a pas de limite, la série Z(—l)” de I’ exenaple (4) diverge de méme que les

séries du type Z sin(n).

Lycée Jules Garnier
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1
La réciproque est fausse comme le montre la divergence de la série harmonique E —

ATTENTION . new: "
d In(1+=).
ou de Z n( + n)

neN*

Q SERIES A TERME POSITIF

Le théoréme (9) du paraaraphe (IV) donnera une place toute particuliere aux séries a terme
positif par la condition suffisante de convergence :

E |u, | converge =— E u,, converge.
neN neN

Dans tout ce paragraphe, on considérera des séries numériques réelles a terme positif (au moins
a partir d’'un certain rang) a fortiori réel.

Si les séries sont a terme négatif, en travaillant sur la série des opposés et en utilisant la linéarité
de la somme, on obtient les mémes résultats. Les théorémes de ce paragraphe s’appliquent donc
a toutes les séries a terme de signe constant.

\ Condition nécessaire et suffisante de convergence

Dans le cas des séries a terme positif, la suite des sommes partielles (Sn)nE[N est une suite crois-

sante. Montrer la convergence de la série E u,, est donc équivalent a trouver un majorant.
neN
( )

Théoréme 4

neN
des sommes partielles est majorée :

n
e Une série E u,, & terme positif converge si, et seulement si la suite (Sn = E uk)
neN

Zun converge <= IM >0, VneN, Zun < M.
neN k=0

e Le seul cas de divergence est la limite infinie.

Preuve : Comme Zunebtwwbé)mdbefww[\mw%gaw&e(sn>n@4 deb,wwnwbPanDeWeu
—

1
Exemple O : La série harmonique E — a terme positif diverge donc vers +oo.
n
n=0

1
Exemple | : E —; converge.
n
neN
"1 L | = 1 1
En effet, — =1+ — <14+ =2— —
=k ; k2 kZ:2 k(k—1) n

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVIII : Sehies numeriques 9|
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La suite des sommes partielles est donc majorée. Elle converge vers un réel inférieur a 2. 13!

‘ Critére de comparaison

4 )
Proposition S : Soient Z u,, et Z v,, deux séries a terme positif.
neN neN

U, <V . .

" " Zun diverge = Zvn diverge.
) - 0 neN neN
(i) SiVneN, Up, 100 (V) alors

ou Zvn converge = Z u,, converge.

u, = ofv neN neN
" p—too (n)

(ii) Siu, ~ v, g u,, et g v,, sont de méme nature (d'un point de vue de la conver-
n—+0o

neN neN
gence).

Dans les cas de convergence, a condition de faire attention aux indices de sommation, les

inégalités comparaison sont maintenues pour les sommes.

\ .

Remaraue : Notez bien que la clé de ce résultat est le théoréme (4) qui nécessite ABSOLU-
MENT que les deux séries soient a terme de signe constant.

Dans le cas d’équivalence u,, ~ v, si I'une est a terme positifs, I’autre le sera également a
n—+00

partir d’un certain rang. Il suffira donc de chercher le signe de I'une d’elle et, en général, celui de
I’équivalent sera le plus simple.

Preuve :
|_ () SOWT»@@ owﬁmmm du théoréme (4) :
~ o sonie v mam%eafonbumdmmmeurmbe%% S, = nuk enl
jg: ' ( ' ;;; ) neN

me&m@miunéivnwwauwm%
@e%mWWWWMZunWM%WMW

n

POAM@WB'J(Sn:ZUk> wmwmmwwm+mm

Wza%y@m+mfﬁ'méﬁaﬂmwémmawwmmwm

n1 7?2
13]. ;ﬁ_?.
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Mv @JZM%L W%WVW@
—Jo(a@onDMA,mu = of(v, o&wwmnwﬂmmws,ﬁmmw
@Ww Sﬁem&obebt@nmum

(w)jobun oo v, qQoh)@un n—>:+oo v, +0(v,) ie. V&GRj_,i.Qewbtewwwl%no ) €N &
WWM — Uy, E’U an,rhm\omb *,mogbe/mbopo)w
1 3
nzng = ivngun<§vn.

D sufli olons diapplliquen le point précedent; pown auoin bo nevulkat -
Sepun ~ vnaﬁoanunethn@omtdem@mem.

n—-+o0o

1
éxemples 12 : \

In 1
o Les séries a terme positif E — et E nn divergent par comparaison avec la série harmonique
nn

n=>2 e n>2

n>1

Z e V™ converge.
|— PFCuV&:?mMWW@QIWMMQ%M%WWW

eV ——— 0.
n—+oo

g)om,o, eV nﬁ:ﬂ)o o (%), Lervme La,é/r»eiwﬂ d'une bénie comm@)uawnbe
—1

Inn
° Z om converge.

neN*
. 1 1
Preuve:emtwmwmamw%@e[&q nn—)Odofmc<M> el wne buile
n  no+oo n /), N
onh/n,éeeto%a,:
Inn A
VneN", 0 — < —
" n2n S an’

Ww&md'mm%amww@w.
1

1
° Z T converge.

neN*

: 1
Preuve:eatwnebéhiedbe)vmpmmgetmal+2n o %mven.aﬂdmbehw
n~>+oo

- —l

Le critere d’équivalence est faux si le terme général des deux séries n’est pas de signe
constant comme le montre les séries de I’ exercice (?77) .

ATTENTION

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVIII : Smmﬂb@w@ M
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p
Mé-thode | (Uitiliser les eritéres de comparaison )

Someunwnewue
U, ~ vn:%vn%bdem%mewmw@@eumZundZvnMdem@mmmm.

n
n—-+0o0o

1 1 1 v d
&uﬂm@aﬂ,o«umvn:n—a,aéﬂ?m‘g@,&m PFOPOS\'UO"\(().
unszﬂcO(v”) ou o(vn):ﬁ:oebbadedmwumiﬁebbménaﬂ%deuémgimwun&vn
bombdebﬁmevmw‘g .5?@ proposition (5) me b,oTTBlﬂuecluedamboewb, Ecyru@%

méthode (5) .

Comparaison Série-Intégrale

Soit f: [0; 400 > R, continue, positive et décroissante.

Pout tout n € N, on a :
n+1
fnt1) < / F(8)dt < f(n). (XXVIIL1)

fn) f--o-=-
fin+1) f-=-—===1---

O ntn-+1

Figure XXVIII.1 — Une fonction continue positive et décroissante permet d’encadrer son intégrale.

Théoréme b = Si f:[0; 400 — R, est une fonction continue, positive et décroissante

alors la série Z f(n) et la suite ( / f(t) dt) sont de méme nature.
0

neN

Remaraue :Si f n’est pas continue en 0 ou si le terme général de la série n’est pas défini pour
n n
n = 0, le résultat du théoréme (6) reste inchangé en remplagant / f(t)dt par / f(t)de
0
avec a € R7. ¢

Preuve : Gn, a%@b dapnes les vne%azieu (XXVIIL1) o lo proposition (5), les sénies de

t@m[mn%f(n) eb/nﬂf(t)dtmd@m@mm.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVIII : Seéiies numériques
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n+1 n+1 n
On, dapres b proposition (1) lo série de tevme ft)dt = fydt— [ f)de
O?heb n 0 0

u

Unp1 n

%Ldemmmmgw@@m /O F(t)dt

N ———

Un neN

Done, lo, sonie Y~ f(n) ot b suite (/nf(t)dt> sonb de méme nabunre.
0

neN

1
nlnn’

Exercice S : Déterminer la nature de la série Z
n=2

Plus précisément, en pratique, vous écrirez plus souvent une succession d’inégalités conduisant

au méme résultat :

/Mé—tkode 2 (Encadrement d'une aire par des sommes) : \
Sooiynb nyg € Neb f: [TLO;—i-OO[I—)ROOInﬂ/nuedSmM;otom&

Flions,

Si f est décroissante : Vk>ny et t € [k;k+1]
fE+1) < f@) )

k+1
fk+1) < / fdt < fk)

k
(i f(k)>—f(no> < [0 < (if(k))—f(n)
k=nq o

k=ng

Si f est croissante : Vk > ng e t € [k;k+1]

p
Méthode 3 (Encadrement d'une somme par des aires) :
SDOWnJJ nyg € Neb f: [n0;+m[l—>RWmeet¢wwbm.

Hliors,

Si f est décroissante : Vk > ng+ 1,

k+1 k
fha < k) < / f(t) di
k—1

k
n+1 n n
\ [ i < N AR < flpo) [ s
g k=ng g
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Si f est croissante : Vk >ny+1,

N

k k+1
fOd < fk) / f(tdt
k

k—1
n n n+1
f(ng) + / fd < S fk) < / f(t)at

Dans le cas divergent ou celui d’une fonction croissante, 'encadrement de la méthode (3)
permet de trouver un équivalent des sommes partielles et cette méthode s’applique encore et
souvent pour trouver des équivalents de restes de séries convergentes.

( )
Exemples [3 : Vous montrerez siirement (confer exercice (13) ) que :
0 DI IR Y . e sias
- 5 nn). b -— ~ I — .
. P k n—+oco . = ka n—t+oo 1 — ¢ Bt (63

kz:; In(k) oo nln(n).

Séries de Riemann

Détinition 2 : Soit o € R.

1
On appelle série de Riemann la série de terme général —.
n

o 1 . :
Proposition 7 : g — converge si, et seulement si a > 1.
n
neN*

Preuve :
|_ o%aglaﬁonb‘v’neh\l*,0< <i

nOl

S

R.emaraue :£Q<O,QOJWMWWW.
0?Wc1w0&>1.
&Wf:xH%@WW&d@W@m[l,+oo[.
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1

@W le théoréme (6) de ooqjjwmm W—wbe,%nafe lo sénie Zn—a esb done de
mp?/mematumw@@wwe (un: f(t)dt)

1 neN

wadmmum(un)nerom@.?@wmew
dmwwd)umemua’o’wﬂwmdeun.
O, /nf(t)dt:/njj: [_ailtal—lrzai1 (1_na1—1> <ai1 < +oo0.
Done lo suite (/j;f)nwet@@m@m;m%@.
1

Sans spoiler la suite de votre scolarité en CPGE, les séries de Riemann vont désormais jouer un
grand role dans votre vie de Thaupin tant elles sont importantes.

La raison principale est, qu’alliées & la proposition (5) de comparaison, elles vont nous fournir
toute une famille simple de séries convergentes et divergentes.

( 1\
Exemples [+ :
1
La série h i — di .
a série harmonique Z — diverge
1 1 1 1
2] Z nyn’ Z T Z pive € > 0 convergent. Z 721,0000000000000001 COTVErEE:
1 1 . 1 .
‘ Z NG ot Z pime’ €7 0 divergent. Z 1,0,99999999009999999 diverge.
\

. N . .. . 1 .
Commenttaires : Arrétons nous un instant sur les deux séries de nature contraire E — di-
n

1 . . . .
vergente et g Tz convergente pour ¢ strictement positif aussi petit que I'on veut. Quand
n

bascule-t-on de la divergence & la convergence ?

Le résultat de I’ exercice (5) est intéressant en ce sens qu’il montre qu'’il y a de la place entre
ces deux séries. L’aptitude des In a contrebalancer la divergence est le propos des séries de I’
exercice (6) , dites, de Bertrand :

Exercice L& (Séries de Bertrand) : Soit («; §) un couple de réels.

Montrer que la série de Bertrand Z converge <= a>loua=1et §> 1.

neIn®n

Un peu dhistoire :

4 3\

Définition 3 : Soit z € C. On appelle fonction ¢ de Riemann la fonction définie par

+oo1

((2) = o e

Cette fonction est définie tout a fait rigoureusement et correctement a la condition que Re (z) > 1.
Nous avons déja démontré que c’était le cas pour z réel et z > 1. Vous démontrerez bientdt le

reste.
+o00 1 ﬂ_g +00 1 7_‘_4
En particulier, on notera que ((2) = g —=—ct((4) = E — = —.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVIII : Smmﬂuqueé E
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Toutes les valeurs de la fonction { pour les entiers pairs sont bien connues depuis longtemps, et
peuvent s’exprimer d l'aide des puissances paires de w et de nombres appelés nombres de Bernoulli
qui sont trés classiques en théorie des nombres (I’étude des nombres entiers).

Curieusement, les valeurs pour les entiers impairs ne s’expriment pas du tout aussi simplement,
et on sait méme trés peu de choses sur elles. On a, par exemple, simplement réussi a démontrer
que ((3) était un nombre irrationnel en 1977. Quelques progrés ont été effectués depuis puisqu’on
sait désormais qu’une infinité des valeurs prises par la fonction ( pour les entiers impairs sont
irrationnelles, mais on ne sait pas lesquelles (on soupgonne qu’elles le sont toutes)!

La fonction C est par ailleurs fondamentale pour de nombreux problémes mathématiques, et in-
tervient notamment de facon centrale dans U'étude des propriétés des nombres premiers. Sans
chercher a rentrer dans les détails (si vous étes vraiment motivés, un simple coup d’oeil a la
page Wikipedia consacrée a cette fonction devrait vous faire trés peur), citons simplement le plus
célebre probléme posé par cette fonction, qui reste un probléme ouvert a l’heure actuelle (si vous
arrivez a démontrer cette conjecture, un million de dollars pour vous) :

Conjecture de Riemann (1859) :

1
Les zéros non triviauz de la fonction ¢ ont une partie réelle égale a 7

Méthode 4 (Utilisation des séries de Riemann) :
.Sooil? Z Uu,, une béhie & Lervme, P,oh»bug
(] SDLQ%dbreOz>1bJ/clme lim no‘un:Oo,&ymZun ayn/uojmae

—+0o0

e % nEToonun = 400 aors Zun dwemae

|— Preuve.:ﬁoom Zunmm@mrwh%
L 1 1
o?&mbbea>1b&2auenglzloon un—omunnﬁjwo<ﬁ>.€mznfaw

osoi,nl_i)l_l‘_loonun:—f—OOaQo)w%n_}:_i_ooo(un). gwmm@@b@ue%mmw%bduu@w@&%
ob de méme de Y u,,.
1

‘ Reégle de D’Alembert (Hors-Proaramme 7))

Soit E u,, une série d terme strictement positif.

un+1

1| Sl existe k €]0, 1] et ng € N tels que Vn > ny, < k, alors la série Z u,, converge.

n
2| S'il existe ng € N tels que Vn > ng, -+l > 1, alors la série Zun diverge grossiere-
U

n
ment.

Preuve :
u

|_ ?W%‘L@mke]o,l[etnoerZMvan>n@Ziﬂgk_

n
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Jo(aQom, vn>zng+1

Dot, VR =ng+1, u, < krou,,
eomvme k E]O, 1[, Q@ néhie Zk”*”ouno ocvn/weji%e

.‘?&m@nOEN%WVn ;‘H > 1, dlows Vi > =>nyg+1 u, =2u, >0

Mo

S‘i@m Up ) pen mW@ndmmOeb@ameZu W%e%nmmmmb
—

On peut améliorer ce résultat un petit peu :

. ey . o Un41
Soit E u,, une série d terme strictement positif tel que —— ——— /(.
U, n——+oo

Alors,
Sil <1, la série Z u,, converge.

Sif > 1, la série Zun diverge grossierement.
Si £ =1, on ne peut pas conclure.

y
|— Preuve : SDW mfoﬂom
U, ‘41
_Soi,€<1,i£%dbbeuﬁvw/n%nobeﬂc1ue,vn>n0, u::l 5 <1oeumuo«m/7w%ede€

dem;amuwucb@rwwmgéhmmd?o,dmwmgdll.TM€leé>om@a

ol
-

_Rf>1£mbbeum'wm%nob@ﬁc1uevn n07uz+1>

(+1

\)

n

- 5Di,£:1,0/n,mrmbrobwmj&me:

%WWWZ%&@@WWZ%memdQW.
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III. QUELQUES EXERCICES A SAVOIR FAIRE

—

Exemple IS :
xn
e u,=—avecx >0:
n!
u T
On a —L — 7 0 donc E u,, converge.
U, n + n—+oo o
En prime, on en déduit que :
x'ﬂ,
— 0 <= z" = o(n!)
n! not+oco n—+o0
n!
[ ] un = 7n'n,
U n m 1
On a —H — ( ) — < 1 donc E u,, converge.
U, n+1 no+too €
neN
En prime, on en déduit que :
n!
— —— 0 <= n! = o(n").
n" n—+oo n—+o0o

Remarque : Le critere de D’Alembert, séduisant a priori par sa simplicité d’utilisation, tombe
tres souvent sur le cas douteux. Il s’utilise principalement quand on se trouve en présence de
factorielles ou de termes de nature géométrique du type a” et, a fortiori, sera bien adapté a
I’étude des séries entieres que vous rencontrerez I’année prochaine.

2.4.6 ... (2n)

Exercice T : Déterminer la nature de la série de terme général ~
n

Correction : Gutsne do DMlembers — CV.

@ QUELQUES EXERCICES A SAVOIR FAIRE

I11.1§ Avec une fraction rationnelle

1
nn+1)(n+2)

Exercice & : Calculer Z

neN*

Correction : gmm—@wwumwwg%mmmww?&
P . 1 1 s s Py ' p
I\/vowue}b. Satplebbobb@ﬁ@wdynbdem%e—n<n+l)(n+2) nﬁfiooﬁbpjvme%e/mﬂw‘@d,umemde

On%wwm@ddmdmwmw@%@wmpwmwm&mmmmm&u@%&wmmumm@&;

1 a b c
Vo >1, - _a _
* J(z) x(z+1)(x +2) ac+:r;—|—1+:r;—|—2

@9{1&4@, a=limzf(x)= 1} b= lim (x4 1)f(z) =—=1e c= lim (z+2)f(x) = %

z—0 r——1 r——2

N}

1 1/1 2 1
Dono V1 € N* —4444447:,<,_ )
one Ve nn+1)(n+2) 21\n n+1+n+2
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@fn/q/op,o)va:
g 1 Nl s ~ 1
VneN, 28 =25 — =" - 2 +
;k(ml)(mz) 2ok Tkt ,;km
nl n+11 n+21
=Y -2y -4+ -
1 1 1 1
:7—’— - —
2 n-+2 n+1 nstoo 2
Done. o érin comvongo o ! :
onc on a N oy -
= nn+1)(n+2) 4

&emaraue:@mmmmmm,@@wmd@&mmm%wwﬁwewmcﬂm?@m
dmﬁmwwm%mwmwmwmww

II1.2} Avec les critéres de comparaison

. , . , . ., Inn
Exercice 9 : Déterminer la nature de la série de terme général u,, = on”
n

Correction : Run n € N*, u,, esb coviedtement de%/rw ek P,omh%

@erﬂu@,ml%()dom<m7n) %EWW@O&A@W%WH@QMA&%@
neN

n n—-+oo n
Inn A
VneN:, 0< o0 ¢ 2
MRS US on S on
! ~ SN . P . lnn
@Wgwwtm@demwumg*nQH ocwwe)ua,e,
Exercice [O : Déterminer la nature de la série de terme général u,, = —————.
n+(=1)"vn

Correction : Runn>2 unwm%@unnﬂﬁm%mwwdmm@
@m@@b@ed@@m@ﬁéﬁ@oﬁun dA/ue'uaae

Exercice | : Apres avoir vérifié sa convergence, calculer la somme de la série de terme général
n+1
Un = oo

Correction : @'W%MM&mwm@un:n+l = o<1>.

37 notoo n?
&qun@uﬂmm@Mwmmj@%ﬂ@emdmdmmwﬁm
?mcﬂoanzanll,wW%hdmeé%w/m.

n=0

+00 +oo +oo +o0o 1
=1

1 n-+1 n n—+1
Mow, 38=3 Fm =2 =23 2w
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emmne%<1,0@m%éom@uﬂueomée%bwwam?@ﬂeetm@:

1 1 3
=S-1)-z—7=5-3.
2
1— =
3
9 Xn+1 9
@%%MWSZZL&; 3n ZZ.

Avec le critére de D’Alembert

2

H 7’ . ya 7 / n

Exercice [ : Déterminer la nature de la série de terme général u,, = (—1>'
n—1)!
Correction : Run n > 1, u,, esb covrectement d.e%/rw eb P;owvb%
@e r.&v@,
1)2 , — 1)! 1)2 1
Wy _ (1P (=D (1?1 oL
u n? n! n3  notoo N n—too

@'W@@waﬂeded'ﬁgw@@&wmdewmw% convenge.

I11.4} Avec un encadrement

Exercice I3 : Soit o € R
—1)" boat
Montrer que g (=1) = .
an+1 1+t
neN 0

Correction : Smmtdebemmmmmummme%wmebuﬂuemumvﬂ&aﬁaﬂg
n (_1)k B n iy 1 ok - 1 n ek
VneN, Y => (1) tekdt = [ > (—t*)kdt
maktl = 0 0 k=0

1 1 n+1
1 —t“
o 1+t o 1+1¢

. bode L0 . ) . . .
%Ww‘é 1+tawmm&bwm.®%mmmamm:

n _1\k 1 1 ta(n+1) 1
—= ak+1 o 1+t o A amn+1)+1 notoo

14t
ewnfi)um/o/m,
> (—1)" _/1 dt
newoerl_ o 14 ta’
Remarque :
—1)" bodt
ofpowuazl,z( >: —— =1In2.
nean+1 0 1+t
n 1 1
g) - (71) _/ d/t _|: :l _7T
o Joun a =2 = = |arctan(t)| = —.
7%27%#1 3 14 ¢2 0 4
™ 1 ™
Eﬁwa/malkmhb m,cynbwjbge =3: ( =—(In2+— .
P,ou)vuyn,t cab o %3n+1 3 n +\/§
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PTSI VINCI - 2024

|III.5| Avec comparaison avec une intégrale
Soit a € R.

Exercice 4+ :
, . , . "1
Pour a < 1, déterminer un équivalent de S,, = Z Ta
k=1
n

1
E Pour a = 1, déterminer un équivalent de S,, = Z o
k=1

Correction :

@mmw%ma<0d0<a<l.
@5%0<a<1,&ngomdumml—>x’awtdéumﬂem[1,+oo[.
dt
e’

Rur tout k > 2, on o donc
/k+1dt<1</k
k t ke k—1
oWo/nJ:de/Idn,eterQededho&bermwkaﬂzmﬁ:dean
&W 1 a@'mé%azmdemmmgmﬂwwr:
" dt

n+1

dt
/ —a<Sn<1+/ -
1 t 1 t

1 1 o 1 1
n — .

1
117047 < <
1—a(n+> 11— Sn 11—« 11—«
nlfa n+1 11—« 1 nlfoz C
- <S8, < 1 ot CER.
1—a<( n ) nl") "\1—a< +n"*1> v e
@«L%dédww;
S C

n4+ 1\ 1 N
( ) o < -« <1+na—1

11—«

gcym/me0<04<1, n'TY ——— 400 b on en déduil, d
n—+oo
nl—(x

n ~ °
n—+oo 1 — ¢

S%ago,%gmmxwx—“%gwmgmom@
On obtient eccactement o mame nesullat.
G%ma,édww
S, ~ In(n).

n n——+oo

f'mwmmmommwmmm%mwa>lz
1 1
ke notoo (o — 1)no1’

eslb In(z).

k=n+1

<<50Fm£:>> a>1 = R, = f

CHAPITRE XXVIII : Seéiies numériques
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Q SERIES ABSOLUMENT CONVERGENTES

On revient dans ce paragraphe aux séries de terme général quelconque.

} Condition suffisante de convergence

Définition + : Soit (u,,), ey une suite d’éléments de K.

On dit que la série E u,, converge absolument si la série g |u,,| converge.

Par linéarité de la somme et I'inégalité triangulaire, I’ensemble des séries absolument convergentes
hérite aussi d'une structure de K-espace vectoriel.

r

Théoreme 9 (CA — CV) : Soit (u,,),cn une suite d’éléments de K.

Si g u,, est absolument convergente alors elle converge, et on a :

Z [t

+oo

D

n=0

Preuve :
Run neN ozn,r;we,ofo)w{ :L; max(0, u,)

0<u <lu u, =u —u,
@fm@d;omVﬂE[N, <ty < Juy L Vn eN, " " "
0 <ty <[y U | = uyy +up,

Soient 0+, 0= louns limites.

@mo,Sn:;uk:kzn%uk—uk Zuk g:ougmﬁ—ﬁ_m.@@mz:un

WW@‘L%@.

@e(ywjmcvio |e+—e|<w+r+|e|—21un|
.\Sﬁ?@m%t@mwﬂgm pose u, = a, —Hb awec a,,, b, € R,

n’-n

béfWaZun

N N +o00 +oo
Comme VN € N, Zu <Z|u ) rom%e@@@&m@ u <Z|u |
n=0 " n=0 " rﬂh/ n=0 " n=0 "
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—

Exemples 16 :

. Zz” est absolument convergente pour |z| < 1.

Zn
— est absolument convergente pour tout z € C.
n!

La convergence de g |u,,| est une condition suffisante pour que g u,, converge.

ClFEE ARG Elle n’est pas nécessaire : il existe des séries Zun convergentes telles que z lu,,|
diverge. Ces séries sont appelées semi-convergentes.
p

Méthode S (Utiliser les critéres de comparaison I :
500{1', Z U,, wne dénie.

&»mTfyande@@ méthode (1):5%unn%= O(v,) ow u, = O(Un)cvueoZUn
oMmm&quMZunW@%(oMmW)
&vmdeduu%awmmwﬁma%mmwm@w&%d@un&vn%

méthode (1) .
\,

Preuve : Comme un:O(Un),iﬂmbbeMER+ b&ﬂu&VﬂED\L lu,,| < Muv,,.

WZWMW‘%&

. . sin(n
Exercice IS : Montrer que la série Z 3# converge.

n>1n2 4 cos(n)

sin(n)
3
n2 + cos(n)

Correction : Jou)u Couk m = 2, on o

n>1 n2 + Cos(n)
Enfin, b siie 3 — " - conmge clscbument;

n>1 n2 + cos

n>1 n2 + cos(n)
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| Séries semi-convergentes (Hors-Proaramme)

Le théoréme cité ci-dessous n’est pas forcément au programme de premiére année mais il le sera
I’an prochain et nous permettra de donner des exemples et contre-exemples intéressants.

s A
Théoréme IO (Critére spécial des séries alternées) : Soit (u,, ),y une suite décroissante
vers 0.

Alors,
e La série Z(—l)”un est convergente.
neN
+oo
e VneN, R, = Z (—1)*uy, est du signe de (—1)" 1w, et |R,| < upuq-
k=n+1
g v

Les séries de la forme ci-dessus sont appelées série alternées. Ces séries fournissent des exemples
faciles de séries convergentes non absolument divergentes. On parle de séries semi-convergentes.

On retient généralement le dernier point sous la forme : « Le reste est majoré par le premier terme
négligé » en valeur absolue. Il est aussi bon de remarquer que la positivité des u,, donne le coté

alternée de la série puisque la somme est systématiquement encadrée par deux termes consécutifs
de (S,,)

neN :
VneN, Sypq <S < Sy,

Ce critére est aussi souvent appelé « critére de Leibniz!*! ».
Preuve:&wwmwww%mm&tﬁmwdmmwm%
conaidénank Qe{m dewos suilet ecdtrailes <82n)neN ek <82n+1)n€N :

e Comme (un>n€N enl déchoinbante, on o :
Son+a = Sgp = Ugpiz —Upyy SO e Sgp i3 —=S9, 41 = —Ugpyz + Ugyye > 0.

Fer suiten (San),cp &b (SQnH)neN sont domc webfecbvu@/memb décroinbamben ef croisbambes.
o eom/me, (un)new b@nd/ wehly Oj on a4 aubbi SQTL+1 _SQTL :U/2n+1 —>0

n—-+oo
o Jor dewco suites ectraiben (Son) e & (SQ"H)neN sont done dewco suikes odauwnl’eb conuen -

WW%WWwwW@Q@Wd@(Sn)neNUmce%fmﬁme

nole dorénasant S.

o Len nuiben (Szn>nelN et <S2n+1)n€D\l ébamt adaamfebo on en déduib ﬂupymwnb les «/n&uaazbeb
suivanbes
Vn €N, Sy,pq <SSy,
On o dlons Ry, = S —S,, <0, e son premien, tevme st (—1)" gy g = —tizn gy <O

(Rgy ) pen ook du bigne de svomn remien tervme.

@Q/FQAJO/JO’TI/OJ:

‘RQn’ =S~ SQn’ =S9, =S < Sy, — 82n+1 = Ugpy1-

|4]. Gottfried Wilhelm Leibniz, né & Leipzig le 1°' juillet 1646 et mort & Hanovre le 14 novembre 1716,
est un philosophe, scientifique, mathématicien, logicien, diplomate, juriste, historien, bibliothécaire et philologue
allemand. Esprit polymathe, personnalité importante de la période Friithaufklarung, il occupe une place primordiale
dans Ihistoire de la philosophie et I’histoire des sciences (notamment des mathématiques) et est souvent considéré
comme le dernier « génie universel ».
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Done |R2n\%bmgém%md[zo,mﬂe«moﬁm@wdemmmb@umeu2nﬂ.

@/m P/I/O(Bde de méme TUOU)‘L/ <R2n+1)neD\I & W de 82n+1 <S K 82n+2. en monfhank cru;e
Ropi1] < |ugg ol

gorn@?ubborn,, VneN R, <u,,..

Exemples [T : Le théoréme des séries alternées permet de montrer que des séries comme les séries de terme

PN ) i (1 ="
général R , (—1)™sin et qui ne sont pas absolument convergentes, sont convergentes.
n n

Jn In(n)

A

/ExeMPle, |& : Je rappelle ici que I’étude de la nature d’une série n’a rien & voir avec la recherche de sa
limite qui est souvent un tout autre probléeme.

+oo (_1)77, .
Par exemple, Z ——— =—In2.
n
n=1

On peut aisément montrer sa convergence en utilisant le critére spécial des séries alternées :

1
Trivialement, — ——— 0 en décroissant donc le critére spécial des séries alternées entraine la conver-
n n—+oo

gence de Z %

neN*
Mais, on peut aussi directement montrer sa convergence vers une limite inspirée :

< (_1)k N k ! k—1 ' k-1
VneN, s > (1) /O th-1dt = —/O ;(_t) dt
|

1
1n—1 n
—t
=—/ (—t)kdt = — S ) dt
b = b 1+t 1+t

D’ zn:(_l)kJr L < el dt < 1t”dt< ! —0
o — k AR B A T A S n+1 notoo
-1)" bt
Par passage a la limite sur n € N*, Z (=) =/ =—In2.
nenr Y o 1+t

Cette série, dite série harmonique alternée, donne un premier exemple de série convergente mais non absolu-
Qnent convergente. Un contre-exemple & garder en téte donc! J

—1)"

Exercice [ : Montrer que la série de Riemann alternée z converge si, et seulement si

neN*
a > 0.

Correction : ?mago,&mwmmwmomumww.

n o 1 «
Run a >0, <7> :(1— ) <1
n—+1 n—+1

&W( ) wm@mom&md%mmmuw.

L
Remarque ZEQW%Ln'w%WNM@W@WMWWO<QQI.$%m®%W
oﬂkﬁmée@éﬁdmb@@bo@ummbmm@)u&gnbwwa>l.
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IV.3 I\ Plan d’étude d’une série numérique

Soit (u,,) ey € KY. On s’intéresse a la série Z U, -

Pour montrer que Zun converge, on vérifie, dans I'ordre :
‘ Si son terme général tend vers 0 sinon on invoquera la divergence grossiere.
@ Si le terme général de la série est de signe constant :

(®) On regarde si le critére de D’Alembert ne tombe pas dans le cas douteux.

@ On applique les théorémes d’équivalence/domination/comparaison avec des séries de
références (géométrique et Riemann).

@ Si le terme général de la série est de signe quelconque :

@ On étudie la convergence absolue de la série.

@ On étudie la semi-convergence de la série a 'aide du critere spécial des séries alternées
ou, plus tard, des transformations d’Abel.

@ On peut essayer d’effectuer un développement asymptotique de son terme général.

Exercice [T : On considere la suite (u,,),,o définie par :

_n"e"/n

VneN, wu
n!

n

. ., u
Donner la nature de la série de terme général v,, = In < ntl )

Up,

En déduire I'existence d’un réel k£ > 0 tel que :

Correction :

1 n+% 1 1
‘ v, =In l(n+ > e1] =—1+ (TL‘F*)IH (1+*>
n 2 n
1 1 1 1
= -1 4+ =) (- —— —
n—+oo +<n+2> (n 2n2+0(n3>)
1
e 9 (77)

&Wzvn@mw&mmw

neN

1 n 1 n 1 n
Remaraue an/hﬂﬁp\ulﬂbw(l-i-;) ~  ele. (1+E> el o~ 1]’:,&1}\@ lim In {(1—&—;) e’l} =0

n—+00 n—-+00 n—+00
1 n+% 1 n 1 1
v, = In (1—1—7) 61‘| = In e’l} +§1n <1+—>
n n n
1

GRMW@%WW%W@W%MWW,%%MW?

\@‘W%WW@Q@W(1n(un))newdem@mmmew&mmdet@um
In (u,. 1) —In(u,) = v, ek donc ocvn/u@m%enb@ wenn un néell A

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVIII : Smmﬂuqueé E



PTSI VINCI - 2024 IV. SERIES ABSOLUMENT CONVERGENTES

Tmmwibédeglwmﬂe%%wfe(un)new coﬁvu@ua@dxyn@m%wm’w& e>‘=/€>O(Qeo?)béWn,

il est importont poun @'é?u/l/woﬁe/ruw dod, Q%Wuu@@/m demandse. (5]

|5]. En calculant k au moyen des intégrales de Wallis, par exemple, on retrouve la formule de Stirling :

n
n! ~ 2mn (E) .

n—+oo e
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