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Dans ce chapitre, K désigne R ou C.

Q SERIES NUMERIQUES

Suites des sommes partielles

.

Définition | : Soit (u,,),cn une suite réelle ou complexe.

e On appelle série de terme général u,,, notée Zun, Zun ou Zun, la suite (S,,)nen

n=>0 neN
définie par :

k=0

Vocearulaire : Pour tout entier n € N,

o u,, s’appelle le terme général de rang n.
o S,, s’appelle la somme partielle de rang n.

e On dit que la série Zun converge lorsque la suite des sommes partielles (S,,),cn

n=0
converge.

Vocearulaire :Dans ce cas,

~

J
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+o00
o la limite de (S,,),c) €st notée Zun et appelée somme de la série :
n=0
+o00
D o= lim S,
n=0

o On appelle reste de rang n 1’élément R,, défini par :

+oo
R,=S-8,= ) u,.

k=n+1
e Lorsque la série ne converge pas, on dit qu’elle diverge.

Vocarulaire :Déterminer la nature d’une série revient a se poser la question de sa
convergence.

En particulier, deux séries sont dites de méme nature si elles sont toutes les deux
\_ convergentes ou toutes les deux divergentes. J

R.emarques et commentaires :

— Ne pas confondre suite et série : E u,, est une série. C’est la suite (S,,),,c) des sommes

partielles des n + 1 premiers termes de la suite (u,,),cp-
+00

— Ecrire la somme infinie E u,, suppose implicitement que la série converge. On prendra

n=
donc bien garde a n’utiliser ce symbole que dans ce cas.
— Dans le cas de convergence, on peut remarquer que la suite (Rn>new tend vers O :

lim R, = lim S-S, =0.

n—-+oo n—-+o0o

Le reste d’ordre n représente I’erreur commise lorsque 1’on remplace la somme S par la n®™®
somme partielle.
— Les premiers termes d’une suite ne changent pas la nature de la série : Z u,, converge si
nz=ng
et seulement si Zun converge.
n=0

ATTENTION I Deux séries peuvent étre de méme nature sans avoir la méme somme.

— Enfin, remarquez que | Sy = ug et Vn e N*, u, =S, —S,,_;. I

1

Par exemple, si on sait que, V7 € N, la somme partielle S,, est définie par S,, =1 — p—t
n

1 . 1 1
alorsSOZQetVneN,un:Sn—Sn_lz(1—m>—<1—n+1)

1 I 1
T n+l o n+2 m+1)n+2)

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVIII : Smmﬂuqueé H
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Premiers exemples

Exemple | © Les séries arithmétiques de la forme Z na ou a est une constante sont toujours divergentes

dés que a # 0 et on a :
n(n+1)
——a

k=
2

:
e

vneNlN, S, =a

ko
I

0

( )

Exemple 2. @ Les séries géométriques de la forme Z z™ ou z est un nombre complexes sont convergentes

neN
si, et seulement si |z] <1 et ona:

& k 1 gl 1
vneN, Sn:ZZ "1z 1—znte 1—2
k=0 |z|<1

zn+1
De plus, lorsque |z| < 1,ona| R, = 1 .
=&

1 10
Remarque : Z Ton-_ 1T -9 C’est, a une constante multiplicative pres, le temps mis par Achille

neN 1 - —

kpour rejoindre la tortue.

v

Exercice | (Séries céométriaues = Co) :

N
@ Déterminer an”_l.
n=1

@ En déduire la nature de Z nx™ ! selon les valeurs de x.

@ Lorsque la série converge, déterminer sa somme.
[2] Méme question pour E n(n —1)z" 2, puis E n2xn2,

n=2 n=2
n? 4 3n
on
4 )
1
Exemple 3 : La série harmonique Z — diverge. (1]
n
neN*

e Preuve:geumméjmd@mmmcem&atmmmﬂhm.

O o el

E Déterminer la nature et la somme de Z

2n n
1 1 1 1 1 1
S —S:E——E—zi > _— =,
22 " —n Hn n+1+ +2n/n><2n 2

%Qa/mmmeh%ea&ummneeg S,mwmibofm@@md@a&m@OzS—S}%wW%tw{mmﬂQ&
@O/mo H,, Wmmm%ra@@mme@@e@mm ?cﬂmub@bw'd@ exemple (710)1

.

Exenple 4 : On considére la série de terme général u,, = (—1)™.

1 si n est pair

0 si n est impair

On exprime les sommes partielles : VN € N, Sy = Z U, = Z(—l)” = {

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVIII : Sm;wmﬁuqaea ﬂ
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On en déduit que la série Z(—l)" diverge.

( )
Exenple S : Les séries télescopiques de la forme Z (U1 — uyp,) OU (U, ),cy est une suite & valeurs
neN
dans K. :
1
B 1 —— =1.
ar exemple, T;* Py P
En effet
n effet, S, Z k+1 ;( k+1>
— J— + — 1 —
N ) n+1
1
= 1—-— — 1.
n+1 notoo
- 4

Proposition | (Série télescopique) : La suite (u,,),en €t 1a série Z (“n+1 — un> sont de

" nenN
meme nature et on a :

. , 1 1
Exercice 2 : Etudier les séries de terme général In (1 + —> et In <1 — —2>
n n
Exercice 3 :
Donner la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle

1

f<$):($—1)(m+1)’

3

sur ]0, +ool.

n>2

Z - o Zn
Exemple b (Série exponentielle) : Vz € C, la série exponentielle Z — est convergente et on a :
n!

+o00o

VzeC, Z % = exp(z).

n=0

Pour tout z € C, la fonction f : = — exp(zz) est clairement de classe €™ et sa dérivée neMe oot
T > 2™ exp(zx).

L’inégalité de Taylor-Lagrange sur [0; 1] s’écrit :

‘ n
k=

En notant z = a + ib, on obtient |exp(zz)| = exp(azx) < exp(]al) pour 0 < = < 1.

On en déduit :

k

= |exp(z) — z": %

k=0

1 sup | Hntl

[ —
S (n+1)! gerar

exp(zz)| .

[ )

S P
_ i g fnd B .
exp(z) kZ:O H|S exp(lal) =0
KOn conclut avec le théoréme d’encadrement. J
Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVTIIT : Sazeammmwa ﬂ
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( Y

Proposition 2. : Soient (u,,),en €t (V) nen deux suites de KN et A € K.

Si Z u,, et Zvn convergent alors, la série Z(Aun + v,,) converge, et

400 +00 +00
Z(/\un +v,) = )\Zun + Zvn.
n=0 n=0 n=0

n

Preuve : Lo somme pantielle ansocise & lo sénie de tevme gonénall Au,+v,, esk S, = > (Auy+uvy,).
B ol et >

S, = Z(Auk—i-vk) = )\iuk—i-ivk.
k=0 k=0

k=0

Uy, —i—ivk) %béc&opwmmbwmw@b& @o,byu,e, Z(Aun—i-vn) oowuefz%e
k=0 eN

n
k=0

Done, b st ()\

n n n n = =
im_ (A;ukJr;Uk) :)\nl_i:Poo;uk—i_nl—i}-Poogvk = ArgunJr;vn.

+00 +00 +00
Done, Z(Aun +v,) = /\Zun + Zvn.
n=0 n=0 n=0

—

Corollaire 21 : L’ensemble des séries convergentes bénéficie donc d’une structure d’espace
vectoriel.

Si Zun diverge et Zvn diverge, il est possible que Z()\un + pv,,) converge ..
L’ensemble des séries divergentes n’est pas stable par combinaisons linéaires.

n

n 1 1 1
ATTENTION Retenez pour cela 1’ exenaple (5) : La série — = (7 — 7> converge
nez pour ple (5) séri ;k(k‘—i—l) kz:; P nverg
1

E+1

n n
au contraire des deux séries E — et E
k=1 k k=1

Exemple T : D’apres I’ exemple (6) et la proposition (2) , on a :
oo ap 400 o1
X X
et sh(x)= —_—.
< (2n +1)!

n=

Vz eR, ch(z)=

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVIII : Sehies numeriques 5
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Corollsire 2.2~ : Soit E u,, une série a valeurs complexes.

Zun converge <= ZRe( u,) et ZIm ) convergent.

Exemple & : D’apreés I’ exemiple (6) et le corollaire (2.2) , on a :

n T o _ _1\n T
Vz €R, cos(z) = nz:;)(_l) )] et sin(z) = 7;)( 1) Gnill
X n22n
Exercice 4 : Apres avoir démontré son existence, calculer g '
n!
n=0

|I.3| Condition nécessaire de convergence

Proposition 3 : Zun converge = lim u, = 0.
el n—-+00

Pr‘eu\/e:%w%&de, WVnED\I*, U, =9, —S,_1-
R limsanits de o, limite, si nneNW@‘%@“@WS@Q@W nneNebbwnm@w&embeecaonmmb

lim u, =S—S=0.

n—+0oo
-

Exemples 9 :

. n n .
e Comme nl_l}r+noo i 1+#0, nze% pi} diverge.

1
e De méme, Z — diverge (grossiérement) si @ < 0.
neN e
e Enfin, comme (—1)" n’a pas de limite, la série Z(—l)" de I’ exenple (4) diverge de méme que les

séries du type Z sin(n)

La réciproque est fausse comme le montre la divergence de la série harmonique E —

\.
ATTENTION 1 neN:
d In{l+—).
ou de Z n( + n)

neN*

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVIII : Sﬂueamu'nﬁuquea ﬂ
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Q SERIES A TERME POSITIF

Condition nécessaire et suffisante de convergence

s 2
Théoréeme H :

n
e Une série g u,, & terme positif converge si, et seulement si la suite (Sn = g uk)
neN k=0 neN
des sommes partielles est majorée :

n
Zun converge <= dM>0,VneN, ZungM.
neN k=0

e Le seul cas de divergence est la limite infinie.

Preuve : Gomme ) u, est une senie & tevme povitif b suite (S, )pen den sommen pantielllen
enb une buile croissante.
%%M&'W&W@%WW@...MWWRM!

1

1
Exemple O : La série harmonique g — & terme positif diverge donc vers +oo.
n
n=0

1
Exemple |l : — converge.
2w
B, 1 B, 1 = 1 1
En effet — =1 — <1 —_ =2 — —.
n e e,;kz +kzz2k2\ +kZ:2k(k_1) "

La suite des sommes partielles est donc majorée. Elle converge vers un réel inférieur a 2. |2/

\

Critere de comparaison

4 )
Proposition S : Soient Z u,, et Z v,, deux séries a terme positif.
neN neN
in S Z u,, diverge — Z v,, diverge.
neN neN
(i) SivneN, § UYn = O (vn)  alors
ou Zvn converge = Zun converge.
Un = O (vy,) neN neN
(i) Siu,, Wl Vno Z u, et Z v,, sont de méme nature (d'un point de vue de la conver-
neN neN
gence).
\o J

"1 7?2
12]. ;ﬁ_g.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVIII : Sehies numériques 7]
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Dans les cas de convergence, a condition de faire attention aux indices de sommation, les
inégalités comparaison sont maintenues pour les sommes.

Preuve :
|_ () Sowae awﬁm,t«m du théoréme (4) :
— % o sornie v M%WMWW}@J&% S, = Y U enl
Z n OOW@‘%& ( n ;) k)

@e%mmmeMzunwmumd@m
Panwam( ka> %tmmmranwmw@wdmm%em+oodom
e%aﬂymmbue)w—i-oo %WWMW@W&%MWW

Mv @JZM@%L W&WM
_J‘t@ommLmunnjoo o(v,) aﬁmwmmﬂmwaaﬁmmw
dw&ﬂw@ungsvn.&wm@mm.

W) R u, ~ vaﬂom,unﬁ:oov —i—O(?)n)ueVEERLLQWuMWn%nO ) EN&

n—-+00 +
men—v av?wm f,mo@wwa&m
nzny, — ivngun\gvn.

%%M&'W&WWWW&W:
fou, ~ vnoﬂoanunethanbdgm@mmam.

n
n—+oo

—

4 N
Exemples 1L :

o Les séries a terme positif E — et E — dlvergent par comparaison avec la série harmonique

n=2

n>1

Z e —vn converge.

neN

|— Preuvet?mmmwglwﬁ@%m%ww

2eVr —— 0.

n—+oo

o W

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVIII : Smmmcqueé ﬂ
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4 )
@Ofn,o, eV nﬁ=+°o o (ﬁ)J Cervme ?é/meh,cﬂ d'une nérie ccyn/u@ua&ynbe
—1

Inn
° Z om converge.

neN*

] 1 1

Preuve:embwmwm@mw%@e[&q nn—)Odmxc,(M) el wne buile
n n—+oo neN

onnm,éed;oava:

vVneN*, 0 < —— <
n

Ww&md'mmmww.
1
>

neN*

1
T converge.

. 1 1 ,
Preuveigebtwmbéhiedm?mw‘getmal+2n ~ f2nbgvm%éménuﬂdwnebéue
n—+oo

Le critére d’équivalence est faux si le terme général des deux séries n’est pas de signe
constant comme le montre les séries de I’ exercice (?77) .

ATTENTION

Mé-thode | (Uitiliser les eritéres de comparaison )

500& Zun wne bénie.

U, ~ vnzﬁvnmwwm@&amzunazunmd@mm.

n—+oo

1 L
am%é/némﬂmmvn:n—a, OzEchom@enQ& proposition (7) .

u"’n%:JrooO(Un) ou O(Unl>:£waodeduwm@iﬁ%tm@uﬂgd@w@ugmmwundjvn

sonl de h,ua/ne Pobmg SBO/ pProposition (3) ne b,'oTTyAﬂue cTue dans ce casn. gom@em

méthode (5) .

II.3” Comparaison Série-Intégrale

Soit f: [0;+oo[ > R, continue, positive et décroissante.

Pout tout n € N, on a :

fin+1)< / " f)dt < f(n). (XXVIIL1)

Théoréeme b = Si f:[0; 400 — R, est une fonction continue, positive et décroissante

alors la série Z f(n) et la suite ( / f(t) dt) sont de méme nature.
0

neN

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVIII : Sehies numériques 9]
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fn) +=-=4=-==
fn+1) +==-f-==1---

O ntn+1

Figure XXVIII.1 — Une fonction continue positive et décroissante permet d’encadrer son intégrale.

Remarque :Si f n’est pas continue en 0 ou si le terme général de la série n’est pas défini pour
n n
n = 0, le résultat du théoréme (6) reste inchangé en remplagant / f(t)dt par / f(e)de
0 a
avec a € R7.

Preuve : &n dapnes Lo 1/ne(aop,«b%, (XXVIIL1) e lo, proposition (5), les sénies de
|_ e%%b n+1
n)&/ f(t) dt sonk de mame nature.

n+1 n+1 n
O, dapnzs lo proposition (1) o série de tevme /n ft)dt = /0 Ft) dt—/o F(t)dt

Up 11 Uy

%Ldgm@mmmmw&mm /Onf(t)dt

N — e’
Un nenN

Do, lo, senie Y f(n) ot b suite (/nf(t)dt> sont de méme nabure.
0

neN

1

nlnn’

Exercice S : Déterminer la nature de la série Z
n>2

-
Méthode 2. (Encadrement d'une sire par des sommes) :
Sooimb ng € N et f: [n0;+m[l—>meﬂmueetmmobome.

Flions,

Si f est décroissante : Vk >ng et t € [k;k+ 1]
fl(k+1) < ft) < f(R)

k+1
fh+1) < / fodt < (k)
k

L (S~ ) L [ (&~ )
\LJJ\"/) ATV AR < \LJJ\ /} EANLY)
NKF=Tlo LTy) k=TT,

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVIII : Seéiies numériques
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s 2
Si f est croissante : Vk >ny & t € [k;k+1]

g )

Méthode 3 (Encadrement d'une somme par des aires) :
SOOWnJJ nyg € Neb f: [n0;+oo[l—>ﬂ300/nblmueetfm,oawbom&

Hlions,

Si f est décroissante : Vk >ng+1,

THna <tk < [ e

k k—1

/" fod < S fR) < fog)+ [ f)ar

0 k=ng ng

Si f est croissante : Vk > ny+1,
k k+1
[ o < qm < [ soa
k—1 k

F) + /nf(t>dt < 3 i < /n+ F(t)at
L y,

( )

Exensples [3 : Vous montrerez siirement (confer exercice (13) ) que :

l-o

D e 0 L il = e S
k=1 =
; In(k) et nln(n).

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVTIIT : Sﬂueam‘mﬁuqaea il
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Séries de Riemann

Définition 2 : Soit o € R.

On appelle série de Riemann la série de terme général —.
n

o 1 . .
Proposition 7 : E — converge si, et seulement si o > 1.
n
neN*

Preuve :
1 1
| oﬁaglaﬁoernEN*,Oé—<—
n

R.emaraue :%ago,@@m%bwmmm@%mr&
Osouﬁmmbwa>1.
i@@o«zﬂmf:xHxia%thWm&démomﬂmbem[l,+m[.

ED'W le théoréme (6) de companaison, m—wﬁeﬁﬁaﬂe lo sénie Znia otb done de
n@mmhuww?abud’e (unZ/nf(t)dt>

neN
gmf%b@mwm@@W(un)neN%tM?@me
d/om/oo[/\wd/'wnemaa'mwmdeun.

n n ¢ 1 1 n 1 1 1
@*v,/l f(t)dt=/1 t_a:[_—a—lto‘_l}lza—l (1_na*1><a_1<+oo'

Done o, suite ([n%> et@@mdewmmniawm%mp
neN _I

( )
Exemples 4+ :
1
1| La série h i — di .
a série harmonique Z — diverge
1 1 1 1
2] Z nyn’ Z T Z piver € > 0 convergent. Z 721,0000000000000001 COTVEr8e:
1 1 . 1 )
‘ Z NG et Z pie &7 0 divergent. Z 1n,0,99999999099999999 diverge.
\

Exercice b (Séries de Bertrand) : Soit («; 8) un couple de réels.

1
Montrer que la série de Bertrand Z ———— converge <= a > loua=1et g > 1.

neIn®n

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVIII : Séries numeriques 12 |
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Méthode 4 (Utilisation des séries de Riemann) :
500{13 Z U, une bérie & lenme Pmbb%
o .SDLQ%dbbe,Oz>1t@£ﬂue lim no‘un:OaPo)wZun wn/uojua,a

—+00

e % nETmnun = 400 aors Zun dwe)uae

|— ’Preuve_:soou: Zunumem@b@/merwhg
e 1 1
o?u@mbbea>lbazwngrfwn un—OaBoh@unnﬁfiooO<nfa>.€Mn/meanawn/u@uﬁej

.Soi'nginoonu":—i—ooaﬁdw%naioo()(u")' emm@amammnﬁm%bduw%mwejugm
ob de méme de Y u,,
—

11.5” Régle de D’Alembert (Hors-Proaramme 7))

Soit g u,, une série @ terme strictement positif.

u
1] S'ilexiste k €]0,1[ et n, € N tels que Vn > ny, ZH < k, alors la série Zun converge.

n

un+1

2| S’il existe ny € N tels que Vn > ng, —— > 1, alors la série Zun diverge grossiére-
U

n
ment.

Preuve :
|_ ?Ww%'igmbbeké]o,l[etnoen\l b&bcr@eVﬂ}ﬂo, Unt1 < k.

uTL
Jo(;Qonb, vn2>ng+1,

U U, Uy +1 _
n_ow =l [T g
Uy Up 2 U

L)

Dot, Vn=ng+1, u, < krrou,,
Comme & €10, 1], lo sénie anﬁnouno wvu@)v%e

?&WnOGN%WVn>n@ u"“21,afomVn>n0+1,un>uno>0.

u

gawbe(un)neN mWWWO&%mZunWW

u
Proposition 8 : Soit Zun une série a terme strictement positif tel que —n+l
U

n

Alors,
m Sif <1, la série Zun converge.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVIII : Smmﬂb@w@ ﬂ
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m Sif>1, la série Zun diverge grossierement.
m Si £ =1, on ne peut pas conclure.

|— Preuve:?WW%ﬁ&a&m
n n—-+0oo
—%f<1,iﬂmbbemw/n%nobiﬁ,«an>no,

Uu {+1
Z—H<%<1b.e.wmm%edef

1_
@WWW@%MWK@LL?&ME:—[>OW%

n

2
A |
U, (+1 (-1
_%£>1,i2mbbemwl%nob£ﬁuevn>no, u:12T21.ﬂ3wm6:—>0

- Soi,f:l,o’rbml'\e&xt]\abww&m:

umwz%@%mwz%mmwmww.
1

Exemple IS
:L,"'L
e u,=—avecx >0:
n!
u T
On a 2L — 0 donc Z u,, converge.
U,, n+1 notoo
neN
En prime, on en déduit que :
xn
— 0 < z™ = o(n!
n' n—+oo n—+oo
n!
[ ] un = ﬁ M
U n n 1
On a —H — ( ) — < 1 donc Z u,, converge.
U, n+1 no+oo e
neN
En prime, on en déduit que :
n!
— —— 0 <= n! = o(nm").
n" n—+oo n—+o0o

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXVIII : Séries numeriques 14 |



PTSI VINCI - 2024 III. QUELQUES EXERCICES A SAVOIR FAIRE

. 2.4.6...(2
Exercice T : Déterminer la nature de la série de terme général #
@ QUELQUES EXERCICES A SAVOIR FAIRE
II1.1} Avec une fraction rationnelle
Exercice & : Calculer Z L
' Sinn+1)(n+2)
II1.2} Avec les critéres de comparaison
, . : . L Inn
Exercice 9 : Déterminer la nature de la série de terme général u,, = —on
n n
Exercice [O : Déterminer la nature de la série de terme général u, = ————.
n+ (=1)"v/n
Exercice | : Apres avoir vérifié sa convergence, calculer la somme de la série de terme général
n+1
Un =~
|III.3| Avec le critere de D’Alembert
n2

Exercice [ : Déterminer la nature de la série de terme général u,, =

(n—1)1

I11.4} Avec un encadrement

Exercice I3 : Soit a € RY.

—1)" Lot
Montrerquez( >1:/ i
e N+ 0

III.5] Avec comparaison avec une intégrale
Exercice [+ : Soit a € R.

n
1
Pour o < 1, déterminer un équivalent de S, = Z -
k=1

n
1
Pour a = 1, déterminer un équivalent de S,, = Z Ta
k=1

Q SERIES ABSOLUMENT CONVERGENTES

IV.1” Condition suffisante de convergence

Définition 3 - Soit (u,,),cy une suite d’éléments de K.

On dit que la série g u,, converge absolument si la série E |u,,| converge.
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PTSI VINCI - 2024 IV. SERIES ABSOLUMENT CONVERGENTES

p
Théoreme 9 (CA — CV) : Soit (u,,),cn une suite d’éléments de K.

Si g u,, est absolument convergente alors elle converge, et on a :

+0o0
<Dl
n=0

Preuve :
g)mne[]\l,om[wbeafohb{zg ma (OU)

0<u =,

On o done V1 € N, { :”": & VneN, {“”:“

lu, | = ub +u,

emm2|un|mdﬂeeeumamvwh%2u+et2u bomtdomcon/ueh,(amb%
Soient £+, 0= louns limites.

@naSn—guk—gu —uy) Zuk gu;mﬁ—@_ L.e.@o,wueZun

corn/we)z%e.

@er&mmaf =t — 7| < |e+r+|€|—Zrun|
.\ﬁ?@mm@mwﬂ@m pose u, = a, —Hb anec a,,b, € R.

On o Vn e N, {:Z:”;'Z:" .?mwwmamw&uma
b@mnéizan@anmoﬂm&umm%gmmme.
&MM@@'W@WWWMWWWW%
mZun
Comme VN € N,

Zyu\wwaﬁa&m Z\U|

—

Exemples 16 :

° Z 2™ est absolument convergente pour |z| < 1.

zn
° Z — est absolument convergente pour tout z € C.
n!

La convergence de E |u,,| est une condition suffisante pour que E u,, converge.

ATTENTION

Elle n’est pas nécessaire : il existe des séries E u,, convergentes telles que E lu,, |
diverge. Ces séries sont appelées semi-convergentes.
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PTSI VINCI - 2024 IV. SERIES ABSOLUMENT CONVERGENTES

Méthode S (Utiliser les critéres de comparaison I :
5004113 Z U, wne dénie.

&vaQe/mﬁ/nbde@@ méthode (1) : K u, = O(v,) ow u, = o(vn)oweoZvn

&vw&d&dvu@wa@wmmr@%q%mmmm?ewdeunetvn%

L méthode (1) .

Preuve : Comme unZO(Un),ilZefJoLbJJe1\/[€|RJr b?JZcru&VnGD\L lu,,| < Mo,

Zhg‘@‘ZMvnMamWw%dee@adwmdewm(wmﬂa&@)
?AJ.@ Un OO’TI/UQ‘L%&’/
1

. L. sin(n
Exercice IS : Montrer que la série Z 3# converge.

n>1n2 + cos(n)

‘ Séries semi-convergentes (Hors-Proaramme)
f )
Théoréme IO (Critére spécial des séries alternées) : Soit (u,, ),y une suite décroissante

vers 0.
Alors,

e La série Z(—l)"un est convergente.

neN
+oo
e VneN, R, = Z (—1)*uy, est du signe de (—1)" 1w, et |R,| < up.q-
k=n+1
. v

Les séries de la forme ci-dessus sont appelées série alternées. Ces séries fournissent des exemples
faciles de séries convergentes non absolument divergentes. On parle de séries semi-convergentes.

On retient généralement le dernier point sous la forme : « Le reste est majoré par le premier terme
négligé » en valeur absolue. Il est aussi bon de remarquer que la positivité des u,, donne le coté
alternée de la série puisque la somme est systématiquement encadrée par deux termes consécutifs

de (S,,)

neN :
VneN, Sypq <S < Sy

Ce critére est aussi souvent appelé « critére de Leibniz!3) ».
Preuve:&mmeM%mW&%mmmadéwm%
considénant les dewce suites ecdraites <S2”)nelN el (SQ”"'I)neN :

|3]. Gottfried Wilhelm Leibniz, né & Leipzig le 1°' juillet 1646 et mort & Hanovre le 14 novembre 1716,
est un philosophe, scientifique, mathématicien, logicien, diplomate, juriste, historien, bibliothécaire et philologue
allemand. Esprit polymathe, personnalité importante de la période Friithaufklarung, il occupe une place primordiale
dans Ihistoire de la philosophie et I’histoire des sciences (notamment des mathématiques) et est souvent considéré
comme le dernier « génie universel ».
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e Comme (Un)new enl déchoinbante, on a :
Somtz = San = Ugpig —Upp1 SO b Sopy3—Sp,1 = —Upy 3+ Uy 2> 0.
Fer suiten (S2n), 0y o (S2n+1>new bont donc nespecivement, décroinbanten et croisbankes.

eo'm/me (un>n€[N Lend, vens 0, on a aubbi SQnJrl —82n = Ugpit1 — 0.

n—+oo

o ot deuco suiten exdnaiten (S,,), e (San41), 0y B0b done dewcs suifen adjacenten conen-

Wmum%@www@%ww(Sn)nech&e@f@ﬁw@Q%

nole dorénavant S.
o Jen suiten (Su,), & (Szni1), ., donb adjacenten, on e déduil e«aaﬂwm les m%am
suisanbes

Vn €N, Sppiq < S < Sy,

On o alors Ry, =S —1S,, <0, ef son W Cervme ent (—1)2n+1u2n+1 = Uy <0 :
<R2n>n€[N e&utdmbua/n,ed@m[\mmb@m

S’De Ffub, on a :
Ra,| =[S —S5,] =Sa, =S < Sy, = Sopi1 = Ugpir-
@o«uo |R2n‘ ebbUn@éhAmd&muaE&ﬂvoﬁbo@uedeme@mU2n+l.

@/m Pmoo@de de méme ruou)b (R2n+1)n€D\| & P.ahl’,\)b de 82n+1 <S K 82n+2. en monbromnb c?ue
IRoni1| < g ol

Condlusion, Vn e N, [R,,| < u,.;.

Exemples [T : Le théoréme des séries alternées permet de montrer que des séries comme les séries de terme

g (D™ (=17 (1 (=~
général , , (—1)™sin et qui ne sont pas absolument convergentes, sont convergentes.
n n

Jn In(n)

(E

xenple |& : Je rappelle ici que I’étude de la nature d’une série n’a rien & voir avec la recherche de sa
limite qui est souvent un tout autre probleme.
="

+00
Par exemple, ——— =—In2.

On peut aisément montrer sa convergence en utilisant le critere spécial des séries alternées :

1 . . .
Trivialement, — ——— 0 en décroissant donc le critére spécial des séries alternées entraine la conver-
n n—+oo

="
gence de E -
neN* w
Mais, on peut aussi directement montrer sa convergence vers une limite inspirée :

vnen, 3 i(—l)k/l thtdt = —/1 SRt
, 5 0 0 k=1
1

k=1 k=1
1n—-1 n
1 —t
:—/ (—t)Fdt = — SN ) dt.
b = b 1+t 1+t
& (=1)F /1 dt /1 e /1 1
D’ < dt< | thdt —— ——0
o ; k + 5 1+¢| 3 1+¢ 3 S n+1 notoo
e (—1)™ /1 de
P la, limit IN* = =—In2.
ar passage a la limite sur n € s Z " 0 11t n

\7 nen: )
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Cette série, dite série harmonique alternée, donne un premier exemple de série convergente mais non absolu-
ment convergente. Un contre-exemple & garder en téte donc!

(=n"

(o3

Exercice |6 : Montrer que la série de Riemann alternée Z converge si, et seulement si

neN*
a > 0.

\ Plan d’étude d’une série numérique

Soit (u,,),en € KY. On s’intéresse a la série Z U, -

Pour montrer que Zun converge, on vérifie, dans l'ordre :
‘ Si son terme général tend vers 0 sinon on invoquera la divergence grossiere.
@ Si le terme général de la série est de signe constant :

(®) On regarde si le critére de D’Alembert ne tombe pas dans le cas douteux.

@ On applique les théoremes d’équivalence/domination/comparaison avec des séries de
références (géométrique et Riemann).

Si le terme général de la série est de signe quelconque :

@ On étudie la convergence absolue de la série.

@ On étudie la semi-convergence de la série a 'aide du critere spécial des séries alternées
ou, plus tard, des transformations d’Abel.

@ On peut essayer d’effectuer un développement asymptotique de son terme général.

Exercice [T : On consideére la suite (u,,),,o définie par :

_n"e"/n

VneN, wu
n!

n

. ., u
Donner la nature de la série de terme général v,, = In < ntl )

Up,

En déduire 'existence d’un réel k > 0 tel que :

n
' Y k —_—
" n—+00 \/ﬁ en
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