
Test n𝑜29

Intégration et Applications linéaires

I INTÉGRATION

1 Soit 𝛼 ∈ ℝ ∖ {−1}. Donner une primitive F de 𝑓 ∶ 𝑥 ⟼ ln𝛼(𝑥)
𝑥

sur ]1 ; +∞[.

Sur ]1 ; +∞[, 𝑓 est continue et on a :
— Si 𝛼 ≠ −1, F ∶ 𝑥 ⟼ ln𝛼+1(𝑥)

𝛼 + 1
+ C.

— Si 𝛼 = −1, F ∶ 𝑥 ⟼ ln ( ln(𝑥)) + C.

2 À l’aide d’une intégration partie justifiée, calculer ∫
𝜋
4

0

𝑡
cos2(𝑡)

d𝑡.

Les fonctions 𝑡 ⟼ tan(𝑡) et 𝑡 ⟼ 𝑡 sont de classe C1 sur [0 ; 𝜋
4

].

D'où,

∫
𝜋
4

0

𝑡
cos2(𝑡)

d𝑡 = [𝑡 tan(𝑡)]
𝜋
4

0
− ∫

𝜋
4

0

sin(𝑡)
cos(𝑡)

d𝑡

= [𝑡 tan(𝑡) + ln |cos(𝑡)| ]
𝜋
4

0

= 𝜋
4

− 1
2

ln(2).

3 En posant 𝑢 =
√

e𝑡 − 1 calculer ∫
ln(2)

0

√
e𝑡 − 1 d𝑡.

On a d𝑢 = e𝑡

2
√

e𝑡 − 1
= 𝑢2 + 1

2𝑢
d𝑢 i.e. d𝑡 = 2𝑢

𝑢2 + 1
d𝑢.

D'où,

∫
ln(2)

0

√
e𝑡 − 1 d𝑡 = 2 ∫

1

0

𝑢2

𝑢2 + 1
d𝑢 = 2 ∫

1

0

𝑢2 + 1 − 1
𝑢2 + 1

d𝑢

= 2 ∫
1

0
d𝑢 − 2 ∫

1

0

1
𝑢2 + 1

d𝑢

= 2[𝑢 − arctan(𝑢)]
1

0
= 2 − 𝜋

2
.

4 À l’aide d’une somme de Riemann, calculer lim
𝑛→+∞

𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑘
𝑛2 .

En posant 𝑓1 ∶ 𝑥 ⟼ 𝑥 qui est continue sur [0 ; 1], on a :

𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑘
𝑛2 = 1

𝑛

𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑘
𝑛

= 1
𝑛

𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑓1 ( 𝑘
𝑛

) −−−−→
𝑛→+∞

∫
1

0
𝑡 d𝑡 = 1

2
.
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II APPLICATIONS LINÉAIRES

5 Soient E et F deux 𝕂-ev et 𝑓 ∈ L (E, F). On suppose E de dimension finie.

Monter que 𝑓 est injective ⟺ l’image par 𝑓 d’une base de E est une famille libre.

(⇒) : Supposons que 𝑓 soit injective.

Considérons une combinaison linéaire nulle de la famille ℱ :
𝑛

∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑓(𝑒𝑖) = 0.

Par linéarité, on a 𝑓 (
𝑛

∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑒𝑖) = 0.

Par injectivité, on déduit
𝑛

∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑒𝑖 = 0.

Par indépendance linéaire de la base ℬ, on en déduit 𝜆1 = ⋯ = 𝜆𝑛 = 0 : ℱ est bien libre.
(⇐) : Supposons que ℱ soit libre.

Montrons que 𝑓 est injective en déterminant son noyau : soit 𝑥 ∈ ker (𝑓).

Décomposons 𝑥 sur la base ℬ : 𝑥 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑒𝑖 .

On a 0 = 𝑓(𝑥) = 𝑓 (
𝑛

∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑒𝑖) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑓(𝑒𝑖).

Or, la famille (𝑓(𝑒1), ⋯ , 𝑓(𝑒𝑛)) étant libre, on en déduit que 𝜆1 = ⋯ = 𝜆𝑛 = 0.

Par suite, 𝑥 = 0 i.e. ker (𝑓) = {0} et 𝑓 est bien injective.

6 Soit E un 𝕂-ev et ℱ = (𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑝) une famille de vecteurs de E. On considère l’application
linéaire

𝜙ℱ ∶ 𝕂𝑝 ⟶ E

(𝜆1, ⋯ , 𝜆𝑝) ⟼
𝑝

∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑥𝑖.

a Montrer que ℱ est génératrice ⟺ 𝜙ℱ est surjective.
b Montrer que ℱ est libre ⟺ 𝜙ℱ est injective.

a Im 𝜙ℱ = {
𝑝

∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑥𝑖, (𝜆1, ⋯ , 𝜆𝑝) ∈ 𝕂𝑝} = Vect (ℱ)

D'où, ℱ est génératrice ⟺ Vect (ℱ) = E

⟺ Im 𝜙ℱ = E
⟺ 𝜙ℱ est surjective

b ker 𝜙ℱ = {(𝜆1, ⋯ , 𝜆𝑝) ∈ 𝕂𝑝,
𝑝

∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑥𝑖 = 0}

D'où, ℱ est libre ⟺ {(𝜆1, ⋯ , 𝜆𝑝) ∈ 𝕂𝑝,
𝑝

∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑥𝑖 = 0} = {(0, ⋯ , 0)}

⟺ ker 𝜙ℱ = {(0, ⋯ , 0)}
⟺ 𝜙ℱ est injective
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