Planche d, exencices

Fichiers Alglin-ProjSym 8, ® et ¢ |

EXERCICES FACILES :

Exercice | : On considere p et g deux projecteurs tels que pog = 0. On pose r =p+q— g o p.

Montrer que 7 est un projecteur et que kerr = ker p N ker g.

Correction :

— renb ?A/nea,me
— ror = (pt+q—qop)o(p+q—qop) = p*+peg—po(qop)+gop+q>—qo(gop)—(gop)op—(gop)oq+(gop)e(qop)
€Wmdepoq=0, on oblient ror ==p+qop+qg—qop—qop=r

Moontrons que ker r = ker p Nker q.

Dt imvmédiak
C : %ot z e kerr. On o done p(z) + q(z) = qo p(z)(1)

&Wwpet%b@mm@@depoq:qmo@wp(x):

Dams (1) i neste q(x) =0. Done € ker p N ker q. Q&D

Exercice 2 : Soit p et ¢ deux projecteurs de E.
Montrer que : p + g est un projecteur <= pog=gqgop =0.

Correction :
= —petqébambdm[moa‘g/\bw)w,%@p-FqEﬁ(E).
— P+t =pe@+a)tae(p+a)=p"+poqtaop+q’ =p+aqpon hypothese.

@onwp—‘rq%twwr)u)amm
= SOu/[\Tobo’chu,ep-l—qw{bumeoa‘ecteum Ona (p+q)2=p+qdonc pog+qop=0 (1)

poq+poqop=20

awmw@ma, {qopoq+qop—0 ,etra/bboubbw,d',iompoq:qop(Z).
@'o/[\mm)et@),ma,@«'mpoq:qop:O

Exercice 3 : Soit E un K-ev, et p, g deux projecteurs de E tels que pog = qop.
Montrer que p o g est un projecteur de E.

Déterminer son image et son noyau.

Correction :

— (poq)e(peq)=polgep)og=pe(poq)eq=peoq
poqm&mmiﬂsa%m&mdmmmw

B @%a{lm(poq)clmp

done Im(poqg) CImpNIma.
Im (gop) C Tmg (poq) P q

Mwwmgcelmpﬁlmq Mors p(x) —xetq(m)zx,@eoegcwb,poq(x):xet

z €Im(pogq).

Billoor, - ‘Im(poq):lmpﬂlmq‘.
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Planche d, exencices

donc ki + ki c k °q).
ker g C ker (poq) erp+kerq C ker(peq)

O o {kerp C ker (qgop)

%@W soib z € ker (gop). On o = p(@) + 2 — p(x). On o done € kerp + kerq.
qu ckerp

Billar : ’ker(poq) :kerp—i—kerq‘.

Exercice 4+ : Soient E un K-ev, u € £(E) et p un projecteur de E.

Montrer que u et p commutent <= Imp et ker p sont stables par wu.

Correction :
< On o E = ker @ Im p.
Sooiber‘Oanx:x’—&—x” anvec ' € kerp & 7 € Imp.

Jon W@% u(z’) € kerp eb u(z”) € Imp.

On w(z) = u(z’) + u(z”) dow

=0+p(ux”)) can ulx’) €kerp

= u(z”) can u(z”) € Imp
= u(p(x))  pon dehniion de p

Done pou=wuop.
= —Spoibxelmp.%mteaeEthTu@p(a):x.

On o u(z) = u(p(a)) =uopla) = poula) € Imp.
— %oit € kerp. On o done p(z) = 0y,

On o p(u(x)) = pou(x) = uep(z) = u(p(z)) = u(0g) = O con u esk linéaine. Donc u(z) € ker p.

EXERCICE DE DIFFICULTE MOYENNE :
Exercice | : On considere p et ¢ deux projecteurs de E.
Montrer que p 4 g est un projecteur <= poqg=geop = 0.

Comparer ker (p + ¢) et ker p N ker ¢ lorsque p + ¢ est un projecteur.
Comparer Im (p + ¢) et Imp + Im g lorsque p + g est un projecteur.

Correction :
&= —petq&o/n,tdeurmoa‘e/\buuum@p—kqeﬁ(E).

— P+t =pe+a)tae(p+a) =0 +poqtaop+q’ =p+aqpon hypothese.

@omc,p—&-q%twm[mo&ectw)u
= SDUTWWWP—HIMWVW' Ona (p+q)2=p+qdonc pog+qop=0(1)

poq+peqep=0

En L on , o nan noustradion, pog = qop (2).

WT\T/OM/HJ; {q0p0q+q0p=0 Fﬂﬁv pPeqg=4q p( )
@'W(T)et(Z),ma@Ampoq:qop:O.

Jmaombwnbo[ueker(p—i—q):kerpﬂkerqw/ep—i—qebtwmPncz;ecbeum
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S immedi
C SDLueker(p+q),af?omp(u)—kq(u)zo.(@n,mw\trnnpoxmo@rwmtp(u)-i-poq(u)zo.

@mcyn,a,wwpoq: O.SDcyn,op(u) =0 ek u € ker p. Do méme, u € ker ¢ Done u € ker pNkery.

J\ﬂaombw/nbo[ueIm(p+q)=1mp+1mqup+q%twm?h%}ed§eu)u

C vmmédiab
D SooU:uGImp—i—Imq. @n[wutdmoéomu:p(a)—l—q(b)

%mm,rmamtrmp,wgﬁombﬁuepoqz(),om,o@b‘ynbp(u)zp(a).

De mome, g(u) = q(a).
Fnalement, u = p(u) + q(u) = (p + ¢)(u) € Im (p + q)-

Exercice 2 : Soit E un K-ev et p, ¢ deux projecteurs de E.
Caractériser, a I'aide des noyaux et des images les relations suivantes :
peq=rp;
qop=p.

Correction :
J\fbmﬁu@’poq:p = kequkerp.‘

= Ona &waoww ker ¢ C ker (p o q). Dos i ker g C ker p.

ker p.
= SOuT/[xmwcrue,kequ erp.

Joit u € B. pog(u) = plq(u)) = plu+ q(u) — u) = p(u) +p(g(u) —u) = p(u)

Jm:wnbwnbﬂue’qopzp = ImpCImq.‘

= Onha toua,ou/w Im (qop) C Imgq Dot ici Imp C Tm q.
= Sgwwmm que Imp CImg

Joib u € E. qoplu) = q(p(v)) = q(p(w)) = p(u)
clmp €lmg

Exercice 3 : Soit E un K-ev, et p, g deux projecteurs de E vérifiant po g = g o p.

Montrer que p o g est un projecteur, et déterminer son image et son noyau en fonction des images
et des noyaux de p et q.

Correction :

= (Pea)o(pog) =pegdonc pog ek un projedewr.
— Im(pog) CImp eb Im(pog) =Im(gop) CImgq donec Im(pog) C ImpNImg

%oit z € Imp NImq Mo 2 = p(z) = q().
Tanwwéqumt,poq(w)=p(q(m))=p(w)=wv @omwelm(pOQ),@J:]Im(pOQ)=ImpﬂImq\v
— kerqg Cker(pogq) b kerp C ker (qop) =ker (peq) donc kerp + kerg C ker (p o q). Wm&
soib z € ker (p o q). Mow p(g(z)) = 0.
On oz = q(a) + (z—q(x)), mmvum%olﬁm& q(z) € kerp ot z—q(x) € ker ¢. Done € kerp+ker g

et@imaﬂemmut,

Exercice 4 : Soit E un K-ev, et p,q € £L(E).

ker (poq) :kerp—i—kerq‘.
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Montrer que p et ¢ sont deux projecteurs de méme noyau <= pog=pet gop=gq.

Déterminer une CNS pour que p et ¢ soient des projecteurs de méme image.

Correction :
é?wﬁuep&qmwmww&wkerp:kerq
500{J;J;6E.x—p(:c)Ekerpzkerqafo)wq(a:)—qop(x) = Dov qop:q.Jma@medé/nwnbbwbim
Wpoq:p-
= Spummmwpoqu(q)ethPZQ(z)
@'W(Z)mwpquPZPOq- Done (pog)op=pog o en uilivant (1) pop=p: pest

Joit maintenant z € kerp. On o q(z) = gop(x) = q(0) = 0 done = € kerq. Jdem dans Laubre
nemn, domc ker p = ker q.

Mm%@p&qmmwwmw < poqg=pebqop=q

é?wqmpetqmnbdmvn%@&mmte&ﬁuelmpzlmq.

%t z € E. q(x) € Imqg =TImp alonn p(q(z)) = g(x). Dory poq=q Mozme démonstration powy
qop=p-

= ?%Wwwpoq=q(1)d:qop=p(2)
@'W(UquOPOQZQOQ Donc (gop)og=qoq el en uilhsant (1) pog=q? o &
noumwob'W(’l)qqu : q%b@wmm[m%mn?dmrmnp
@malm(poq)clmpdmdfa,{mébm), IquImp.(éthmdmébue, Img =Imp.

JB . poq=q < poq—q=0 <= (p—Id)oq=0 < Img Cker(p—1d) < Imqg CImp

Exercice S : Soit p et g deux projecteurs de E.
Montrer que p + g est un projecteur <= pog=gqop =0.

Correction :
=

— peb g nbden%ec@ah@mwp+q€$(E).

- P+t =pe@+a)tae(p+a) =0 +peqtaop+a’ =p+aqpon bypoth .
@ormop—&-qaatwmmmm
= ?Wwp—kqwtmwm. On o (p+¢q)?=p+qdonc pog+qop=0(1)

peq+tpoqep=0

&mmmtrmp a/u;cﬁ.ed:q hoibea,ozma{qopoq_FquZO ,ebrmmbmmmpoq:qop
(2).
@'oTnH)d:(Z),cmou@imupoq:qop:O.

Exercice £ : Soit E un K-ev, et p, ¢ deux projecteurs de E vérifiant po g = qo p.

Montrer que p o q est un projecteur, et déterminer son image et son noyau en fonction des images
et des noyaux de p et q.

Correction :

- (poq)o(poq)=p°qcbwwp°q%twwphof£m@.
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- Im(pog) CIm(p) ef Im(pogq) =Im(gop) C Im(q) donc Im(poq) C Im(p) NIm(q).
%ot = € Im (p) NIm(g). Hone, x=p(z)=q(x).

Ron condéquent, p o q(x) = p(g(x))

@cymoxelm(poq),d:

p(x) = .

Im (pog) =1Im(p) NIm(q).

— ker (q) C ker (peoq) eb ker (p) C ker (gop) = ker (pog) donc ker (p)+ker (¢) C ker (peq). ﬁwmt,
soib x € ker (poq). Hons, p(g(z)) =0.

On a2 =q(z)+ (z — gz ,m@%ﬁma ) € ker (p) & & — q(z) € ker ().

@cvruo;CEker( )+ ker (¢) engma,@e/mnt

ker (p o q) = ker (p) + ker (q) .

Exercice T : Soit E un K-ev, et p,q € £L(E).
Montrer que p et g sont deux projecteurs de méme noyau <= pog=pet gop =gq.

Déterminer une CNS pour que p et ¢ soient des projecteurs de méme image.

Correction :
;»:?Wwpetqmwmwmbdbwker(p):ker(q).
$oit x € E. 2 — p(x) € ker (p) = ker (q) oo q(z) — gop(a) =
@'qupzq.ﬂL@medémmbwamwpoqu.
¢=50u¢wawp°q=p(1)etqop=q(2).
@'W(Z)wapoqw:poq-
Done (pOQ)°p=p°@&%uHPMmt(1)pop=p:pebb@«mwrvpmgm.
f]‘dqu.
Foib mainkenant x € ker (p).
On a q(z) = gop(z) = q(0) = 0 done x € ker (q).
Jdem dans Lautre sens, dono ker (p) = ker (q).
mepaqmmwmdemw > pog=pe gop=gq
:>:?Wwpetqmmbdeuwmmfwam(p):Im(q).
$oit 2 € E. q(z) € Img = Im (p) alow p(q(x)) = q(2).
Do pog=gq
J\ﬂa@medénwmmﬂmpw)bqopzp.
=+ Sppovons que pog =g (1) et gop=p (2)
@'Wmlwaqopoq:qoq
SDW(qop)oq:qoqet%wzwmb(ﬂpoq:(fetd/mumd«'w(ﬂq:qz:qefot@wm
?Tdm]wmp.

On o Im (poq) C Im (p) dofn;ooL'oTnéb('l)J Im (¢) C Im (p).

& par mdmvebue, Im (q) = Im (p).
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Remarque :poq =q <= poqg—q =0 <= (p—Id)oq =0 <= Imgq C ker (p—Id) <= TIm(q) C Im (p).

EXERCICES PLUS ARDUS :

Exercice | : Soit E un K-espace vectoriel et f un élément de £(E).
Montrer que [kerf = kerf? < kerf NImf = {0}] et [Imf = Imf? < E = kerf + Imf] (ot
=fof)

‘ Par définition, un endomorphisme p de E est un projecteur si et seulement si p? = p.

Montrer que
[p projecteur < Id — p projecteur]

puis que
[p projecteur = Imp = ker(Id — p) et kerp = Im(Id — p) et E = kerp & Imp).

Soient p et ¢ deux projecteurs, montrer que : [kerp =kerq< p=poqgetqg=gqo p].

‘ p et g étant deux projecteurs vérifiant po g+ gop = 0, montrer que pog = gop = 0. Donner
une condition nécessaire et suffisante pour que p+ ¢ soit un projecteur lorsque p et ¢ le sont.
Dans ce cas, déterminer Im(p + q) et ker(p + ¢) en fonction de kerp, kerq, Imp et Imyg.

Correction :

@nmtoua’,o«mﬁmfcpwjbf?
&w@g@,watmmdeammfmf?@):f(f(x)):f(()):o(mfw&m)etx%t
da/nb@ue)bfz
MMMOQA}NDCTME [Q,@bf:Q,Qbf2<:>Q,%fm?mf:{o}} ?waﬂmfZmeQ eb monbrons
que me ﬂjmf ={0}.

?mtxghf‘mﬁmf.ﬁ@on@d'mwg(m) = O@d‘mra@&myM@Edw
= f(y). Meain olors, f2(y) = f(z) =0 e y €hens? =henf. Done, 2 = f(y) = 0. On o montns que
Ronf =Renf? = Ronf NTmf = {0}.

?uﬁ\mnbﬂngmfﬁjmfZ{O}etmwnbzmbcTwegmfzgmfz

Soit z € bornf? Mo f(f(z)) =0 e done f(z) € heorf NTmf = {0}. Done, f(z) =0 & 2 etk dans
[%e)bf@no/aunmmwnbzecwegmeCgmfawgmawgybfcgybf%om@@wmfwmmb

Ronf = Ren f2. GWQWWWMfmﬂ’mfz{o}:&m,f:Q%ﬂ
On o toujouns Jnif? € I G, ffets = y € Inf> = 3w € B/ y = f2(2) = f(f(2)) = y € Imf.
?ummw%egmf:jmfz etmmwwmwﬁmfﬂmf:E. %ot z € E. fPW f) € Tmf=Tns?
&m@teE@@Wf(x):f2(t).5"mx@sz:f(t) st y=z—ft). Onabien 2=y+ze
zej‘mf.@e[u@qa, fly) = f@) = F(f(1) =0 & y et bion dement de Renf. ©n@mmmmw
E =lenf + I f.
%TWWQ,MMMZE@MW?MJW.
%t 2 € E T cocinte (y,z)emexf]‘mbeZWx:y—kz. Movies dons f(z) = f(2) € Tmf? can 2z ent
m%fg%mwwxdem f(x)%tm%ﬁwwmw%fc%f%tmm
a,tz)«ia‘o«mbjme c Inf m@mmw%fzﬂ’mf?

Id — p projecteun < (Id —p)> = 1d —p & 1d = 2p +p* = 1d — p & p* = p & p projectewn.
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Sgoibacum%wm,tde]ﬂ.xejmp:HyEE/x:p(y).ﬂtmoQonap(x):pQ(y):p(y):x,@m

Vz €E, (z€Jmp=p(x)=x).

ﬁéa@wmmp(w):xam&mbﬁmx%tmymp

Gfumﬁamynt,wboutued)e«mxdeﬂ ze€Tmpep)=2< Id—p)(z) =0< z €lon(ld—p). On
o,mofnbzé%uejmp:ﬁmadfp).

En wﬂﬂw@ ce. qui piécade & Td—p qui est Q%Dﬂwmt un prajectew, on ollient Tm(Id—p) = Ren(Id—(1d—p)) = Renp.

‘@ngxmémrumﬂ;epzzpetdmomram&mwgmpzﬁmﬁetﬂgmpzjdmp%@eT)nwmbwcrw
E =hkernp @ Jmp.

pzpoq&qqupii)pO(Id—q)=0eLq0(Id—p)=0<:>3‘m(Id—q)Cgmpetjm(ld—p)Cﬁpjuq

< Rong  Ronp et henp  Rong (oLW 2))
@ngp:(z)xmq.
peq+qep=0=pog=(pop)og=po(peq)=—po(qop) e de méme, gop =gopep=—pogep.
En ponticulien, pog=qop et donc 0=poqtqop=2pog=2gop v pog=gqop=0.

p+apojedioun < (p+q)? =ptq p?+pataptq® =p+a e pgtap =0 pg=qp =0 (daprs
di-devtun). Enswite, Im(p + q) = {p(x) + (), = € B} C {p(x) + q(y), (z,y) € E?} = Tmp + Jmg.
WMZMWdQ%p+M.%WWWxetydeEbe&}W
2 =p(x) + q(y). Joain alors, p(2) = p?(@) + pa(y) = p(z) & q(2) = gp(z) + ¢*(y) = q(y) <& done

2= p(z) +p(y) = p(z) + a(2) = (p + ¢)(2) € Imlp + @)
@om,o, f]‘mp + f]‘mq C jm(p +4q) & gmmﬁwmmt, f]‘fm/(p +q) = jmp + .cImq.

Rerp Nheng = {2 € B/ p() = q(x) = 0} C {w € B/ p(a) + q(z) = 0} =Ren(p + q).

Frsciproquement; vi & enls élsment de hen(p-+-q) oo p(a)+4(x) = 0. T suite, p(2) = p*(2) +pa(e) = p(p(x)+g(x)) = p
o g(x) = gp(z) + ¢*(z) = q(0) = 0. Done, p(z) = q(z) = 0 & 2 € heorp Nhorg Fnalomen,

hen(p + q) = Rerp Nherg.

Exercice 2. : Soient p et ¢ deux projecteurs d’un €-espace vectoriel E.
Montrer que (p + g projecteur) <> (po g =gop =0) < (Im(p) C ker(q) et Im(q) C ker(p)).
Dans le cas ol p 4 ¢ est un projecteur, déterminer ker(p + q) et Im(p + q).

Correction : =/ ﬁp+q%twmwgcb@4mqpohb@éﬁa&té (p+q)2=p+qgoummbpr+QP=0~am
c,omwxoba/nbPampdd}mfewd%amth}omoﬁf/\gnbpqp-‘rqp:o:pq-‘rpqpetdom.opqqu.

g@&eéﬁaz&md@é%a&bépq+qp20goumwpq:qp:0.

=/ % pg=qp=0 dow (p+q)2:p2+pq+qp+q2:p+q&p+qebtum[moa'm.
?m%we&ampetq,(p—&—q[mo&ed;%/u:)poq:qop:O©?chggbpet?mpcgmq).

@y@nmmgp+qmbmrhxﬁmawwwwﬂynﬁwm@m@pq:qpio.

@maﬁmpﬁwcﬁm(p—&—q). ?WWMW@W%‘EE,
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z €hen(p+q) = (p+q)(x) = 0= p(p(z) + q(z)) = 0 = p(z) =0,

o de méme q(z) = 0. Sbinsi, Ren(p + q) C herp Nherg ef done Ren(p + q) = Rerp Nherg.
@fn,cbf]-'m,(p+q) Cf]‘merfImq. jfrvue)zbejnwnb, F}OU)L rz ek

z € Jnp + Img = I(zy,29) € B2/ 2 = p(x1) + q(25).

Moais, olors, (p + q)(x) = p?(21) + pa(xy) + ap(zy) + ¢(25) = pl(@) + ¢(z3) = = & done @ € Im(p + q).
Jubi/rwi,, jmp—}—?qujm(p-&-q) ebdmojm(p+q) ijp—l—?mq. &’v@bu/me, ol peb qw@dwmrzwa‘ecbe«m

@&Wp+qmmwmmmﬁom

Rer(p + q) = Renp Nleng & Tm(p + q) = Trp + Img.

Exercice 3 : Soit E un espace vectoriel. Soit G un sous-groupe fini de §£(E) de cardinal n.
Soit F' un sous-espace de E stable par tous les éléments de G et p un projecteur d’image F.

1 1 . .
Montrer que — Z gopog - est un projecteur d’image F.

n

geG

. 1
Correction : %it q=— g gopog L.
n
geG

1
q2:— Z hopoh_logopog_l_
n
(g,h)€G?

J\(Lmugethwwm%mnrbdeeetx%tmm%e&mwdeﬂp(g—l(x))%J;dmert
dmowawmhilogopogfl(x)%be/nmheda/an(hfl%LMGWG%LWW).G)%%
Sduil e

hopohilogopogil:hohilogopogilzgopogil_

Mosins oflons

1 1 1
2 _ -1 _ -1 _ 2 -1 _
q =2 E gopeyg 2 X”E goepeyg nE goepeg q
(9,h)eG? 9eG geG

b q ent un Tmoaecbeun
JULWWFCIMS&:C%JZW“ enbdeF.?omucRoqugeG, g H(z) et encore dans F et done
plg~! (@) = g7 (z) puis g(p(g~ () = . Mo allons

q(x):%Zx:m,

w@nooh@x%tda/nb?mq,@nawmmbvéﬂueFCﬂﬂmq.
JvtmwffchF.%xxm%mmtdeﬂ‘m
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pla) = pla(@) = = S pogepeg(x)
geG

1
= 52902909*1(:5) (canpog !(z) EFel doncgopog '(z) €F)
geG

=q(z) =,

d:x%tdmmF.@namlbléwﬂﬁquFetgkma?emmwjﬂmqZF.

qe)bbwm[wo&etbe«md,'i/m%eli‘.

Exercice 4 : Soient E un %-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E.

Montrer qu’il existe un projecteur p et un automorphisme g de E tel que f = g o p.

Correction : @mewmwmwmm@m
So'uf:O,mrzwndp:Od:g:IdEetmfegé(E),me:IdEetg:f.
@nwr@owdmmm@dunw@emw%f&?mfmw&rw%ao

?mFme@MfME@GWW@%fME

Ommw@@mmm f’@f@meWWedeijmf.@'WWdymﬁmf:dAmG < 400

&M%bf&GMW%.?&L@%WMd@Q@fMG.
@%dé@&/mbwwmwaﬁw&mﬂm&nmg%wg/gmfzwdg/FZf/.
g%bwmoMmTRAAmdeE.amQ%et,

9(B) = glenf + F) = glenf) + g(F) = plbenf) + f'(F) = G+ Inf = E,

(P/wﬂuecpetf’MdemMm)&Mgthw.?mmg%deeEm@umm
I\MWME<+OO.

?mtp@mmmvamwmwmbagmeW@

(9°P) oy =9°00,, =00, = Fpop b (gop)p =geldp =f" = ffr.

f&m@%u\dmﬂmmgopd:f@mde@mdmmmwmwﬁfwmmmdeEd:doonp:f
Fnalloment, si on mote P(E) Q'Wm%edmrmﬁmywdeﬂ

VfeL(E) dge GL(E), IpeP(E)/ f=gop.

Exercice S : Soit E un %-espace vectoriel de dimension finie non nulle. Soient f et g deux
projecteurs distincts et non nuls de E tels qu’il existe deux complexes a et b tels que :

fg—9f=af +bg.

Montrer que si a # 0 et @ # 1 on a : Im(f) C Im(g). En déduire que gf = f puis que
a+ b =0 puis que a = —1.
Montrer que si a # 0 et a # —1, on a ker(g) C ker(f). Que peut-on en déduire ?
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Planche d, exencices

Montrer que si f et g sont deux projecteurs qui ne commutent pas et vérifient de plus
fg—gf =af + bg alors

(a,b) est élément de {(—1,1),(1,—1)}. Caractériser alors chacun de ces cas.

Correction :
J%Pmmdefg—gf:af+bg (1),mo@wwmwo,mwg, fo—gfg=afg+bg
! (fg+b1d)(we1—a¢0).®%%dédw

1—a

ouw encone fg=go
?m(fg)C?mg,
J\ﬂamafom@mécm/wmt(l)m&x@oMmef:%(fg—gf—bg) (Wa%ebt[\ab'nd),mopyﬂ,@nﬂ

jp'm/f C ?mg.

i'é%aﬂré?mfc?mgmemdg%f%tmwgawm@éﬁaﬁm
gf:fﬁ)%waﬂmm)@mwfetmmwredegfzfetdeﬂ:ﬁmoﬂw
f—f:af—i—bfetdmw(a+b)f:0Mb:—aWefm'%trabmﬂ.
(ﬂuéoubcv&mfg—f=a(f—g)-€wm1wwmbddmbepmg,wo@fwnt=a(fg—g)=0&dmw
fg:fwaw'%tmwﬂ-(ﬂu'éwﬁsmwmnbgff:a(ffg)w%m(a+1)(9*f):0
eth@PqueLgbodemb‘mdb,a:—l.

(SD'W 1) 50 o esb distinch de 0 ef de 1, nécensainement a = —1 of (1) s'énit fg— gf = —f + bg)

%otz un doment de Reng. (1) @ou/um,t —g(f(x)) = af(x) (%) puis e P)L@ma/nb vamae P g
(a+1)g(f(x)):0.ﬂ3umﬂu,ea%bdebde—l,mo@Ugntg(f(x)):Od:(*)Ko«wmtaf(x):O[wm
f(x)zo@mxwtwwameWQWn&ewﬁmgCme
On en déduit Im(g —1d) C Renf eb dome f(g—1d) = 0 ou encore fg = f. (1) séonit f—gf = af +bg
et%wn,{mmtdﬁnutﬁeWﬁO/n/o@fi,@nbf—fgfzaf+bng&uMm1@defg=ﬁmogﬂm¢
(a+b)f =0 e donc b=—a.
(1)5,'écmtaﬂo»wf*gf:a(f—g)d%dewgmMO:a@f*g)eﬁm
gfzglm)b,'écnww%‘/mf—g:a(f—g)d:dofnc,a=14

Spi,a:Q (1)bzléc)utfg—gf:bg.&bwm@d%auca@wdd)mte[\mgjo«vo@b\gmtgfg—ngbg
&fg—gfg:bg.&wmmmméﬁammo@mwfg—gf=2bg.ﬂ)‘o@%mntm1@
de(l),bngbgd:ng’%bFabmuﬂ,bzo,?mmfg—gszwW%t@xJ@Pm@m,
Done, o me peut anoin, @ = 0. @'W et 2) (a,b) € {(—1,1),(1,—1)}.
1elbcab\.(a7b):<f1,l>.€'ebtee/I):fg*gf:*f+g.®nmwmmmmynbwgf:frum%ue
fg:ggommmt(g-Id)f:oet(f—Id)g:Owmffmfcilen(g—ld)zﬂ‘mgaﬂ’mgc?mf

etdmwf]’mfzgmg%Wmf&gmdmwwmww%eaﬂdwgfzﬁ
fgzgetd,om,ofg—gf:—f+g.gemmm%tdmwgemdedmmPﬂx}&;e&@uhbdem@rm%mxae

28me cab. (a,b):(l,—1).€'%z@emdedmmMmmdemmw.

Exercice £ : Soit E un espace de dimension finie. Trouver les endomorphismes (resp. automor-
phismes) de E qui commutent avec tous les endomorphismes (resp. automorphismes) de E.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier 10 | PTSI Vinci - 2024



Planche d, exencices

Correction : Remaraues :

- 5%&((},*)WW.EB@md@Gw@Wm%MMdeGWM@mm&»
&@m@nﬁbd@G.gewnMWu@ntmobéZ,%twmww—Wde(G,*).

- (L(E),0) %tmm%/mom%etwmbwmmmmmvmﬁh%(w dmE > 1) main (L(E),0)
n'eal s un ca)ww[\e Rn conbre (GL(E), o) ent un ra)wu,r,e (ra)wu,r,e des inwersilles de (ZJ(E),O)).

W)@E.fmmwmmuww
?mxmmmm&d@EetsﬁmWrmmﬁm@m Pam%m\b WTJZ@/WM

donné de wveck(z)).

P suike, f(x )mmws&wm@vect )jtvnmmfmvmutemeom%dumMMa
("U%TI/OWLRAAM@ de E, fueﬁA%@neo%baAMmenthEE (z, f(x ))@w;eetctw?e'?? f enk mécennainement

%W@EWMWMMM@EM%@W

Exercice T : Soient py,..., p,, n projecteurs d'un %-espace de dimension finie. Montrer que
(py + ... +p, projecteur) < Vi # j, p; op; = 0.

Correction : </ £ Vi+j pop; =0 dow

(Prt 4P =P+ P2+ piop;=p+ ..+,
it

etpl-‘r...—i-pn%tu/mrnoa)ecfam.
=/ ?umobmwﬁuep:pl—l—...—i—pnvauﬁm@m?mﬂ:jmpb1<i<n,MF:F1+...+Fn
etG:mep@%Wﬂu@@amd'mrhfﬁmb%bmw?m&mdegammozw&

ngp = 0w =Tulpr) + .+ ulp,) =nglp1) + o+ nglpn),

b done dimG = dimF +...4+dimF,, > dimF. @aubwvmb, G= j'fm,(pl—‘r...—‘rpn) C j'mpl-i-...-i-?mpn =F,+.+F,=F
On obbient donc G = F et aussi dim(F; +...+F,)) = dimF | +...4dimF, . @'W Uecorcice 27, F = F, ®...8F,
cenb-a-dine

jm/p = f]:m/(pl) D ... @jm(pn).

%nmtedwu%yuwwi:/éjd:xdo/mE,pi(pj(x))ZOmememmwrmi#jet
y dans Jn(p;), pi(y) = 0.

Samtydmwjm( )(etdmwda/nb?mp fﬁwe%aﬂbeuy p;(y KO«MMZ])Z _O.SEQ,bO/m/me

i#]

Zﬁm(pi)mmmmmpiy ZOWWZ#jw%iQKGWQ&MWWL.
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P+ ...+ D, P/u)J‘,ed:eun@Vi#j, piop;=0.

Exercice & : Soit E un ¢-espace de dimension finie n. Soient p,..., p,, n projecteurs non nuls
de E tels que Vi # j, p; op; = 0.

Montrer que tous les p, sont de rang 1.

Soient ¢y ,..., q,, n projecteurs vérifiant les mémes égalités. Montrer qu’il existe un automor-
phisme f de E tel que Vi € [1;n], ¢, = fop; o f L.

Correction :
On doit samsoin que jm(pl +.tp,) = jm(pl) + ... +3-m(pn) = ‘j'rm(pl) D ... @jfm/(pn).

@aﬂuepi%Ldemm%mmljmmuglmdmpi%tdemm%WwéﬁaﬂdQQM
ndx;mE>n%(p1+...+pn)h%(pl)+...+n%(p,L)>noewecbme»ﬂ@@. @mcﬁawpie&de
nang 1.

cheui/ma%md%pi (WQL)WMWW%?MWZ,MQ <’1eb1b6;>u/rv'uecbew)b

non null de Im(p;) (reop. Tmlq,)). @'W 1) E=Ved(e;) @ ... Veck(e,) ouw encone (€;)1cicn (reop.
(e/‘)1<i<n) est une bave de E.
Base de E est une base de E).

Joit (i,5) € [L3nl™. fopsof1(e)) = Fpile;)) = F (8 jei) = 8 je; = gs(e;). binoi, ben endomorphinmen
qi&fopiof—lmmmwmwm@awdeEetmmW.

Exercice 9 (ENSAM PT 2009) :  On considére p et g deux projecteurs de E.

Montrer que p + ¢ est un projecteur <= pog=gqgop =0.
Comparer ker (p + q) et ker (p) Nker (q) lorsque p + ¢ est un projecteur.
Comparer Im (p + ¢) et Im (p) + Im (g) lorsque p + ¢ est un projecteur.

Correction :

= - petqé)h/nbdebw,e@ym@omo/p+q€£(E>.
- (p+q)°(p+Q)=p°(p+Q)+qo(p+Q)=p2+p°q+q°p+q2=p+qw9vﬁobﬂéfw-

E’Dmp+qeotummm.
:>Souﬁm%ep+qwbwm[m%‘mwyu©n@(p+q)2:p+qdmwpoq+qop20(1)
&meman otrucu{p q+qp+;1 ;;;8 ,etranboubbchﬂmgpoq:qop(z).

E’D’W( ) e (2) on a bien pog=gop=0.

.ngwnbwnbo[ueker (p + q) = ker (p) Nker (g Qoh.bﬂuep-l-q%twmvhoa,e&eun

D mvmédialb

C 5%quer(p-‘rq),afo)wp(u)-Fq(u):O.ammTobaﬂwbrmpwmo@fjmutp(u)-i-poq(u)zo.

@mm@wc?uepoqz().@mp(u)z()&uéker(p).@em@mgueker(q).@m
u € ker (p) Nker (g).

ﬂ!tmwlm(p+q):lm )+ 1Im (¢ Wp+q%bwmrn%mbe«m

C immédiab
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> %ot w € Im (p) + Im (g). @nrmtdoméom@uzp(a)+q(b).
&m,{momtrmpjbﬂcﬁm&ﬁuepoq:ojmo@b‘\e/ntp(u):p(a).

De meme, g(u) = q(a).
Fnalement, u = p(u) + q(u) = (p + ¢)(u) € Im (p + q)-
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