Planche d, exencices

Fichiers Applications-Lineaires 8, et ¢ |

EXERCICES FACILES :

Exercice | : Soit f: R3 — R?
Donner les images par f des vecteurs de la base canonique de R3.
Déterminer des bases de ker (f) et Im (f).

Soit u = (0,—1,1), v = (1,0,—1) et w = (2,3,1). Montrer que (u,v,w) est une base de R,
et déterminer les formules analytiques de f dans cette base.

Exercice 2 : Déterminer une base du noyau et de I'image de :
fioORY 5 R
(x,y,2,t) +— QRe+y+z,c+y+t,o+z—t)
Exercice 3 : Soit u € £L(E).
Montrer que ker (u) = ker (u?) <= Im (u) Nker (u) = {0}.
Correction :

= 2 I = .
:Sowmwﬂwakeru ker u etmmmw mu Nkeru = {0}

O vmvmédialk.
C Bonsidérons € Imu N ker u.

EerImu,imebexerteQﬁuex:u(xo).
Comme z € keru, on reu): en déduine que u(z) = u(u(zy)) = 0. Done T, € ker u?.
On par Vuﬁo&m ker u = ker u2. On o donc xy € keru, ve. x = u(zy) = 0.

ImuNkeru C {0}

= SOW que Imu Nkeru = {0} && monbrons que ker u = ker u?.
C Wom

> Considénons = € ker u2. On, o, done u(u(z)) = 0.
On, déduib de cette éonitune que u(z) € Imu N keru. ?MW@ u(z) =0 done x € kerwu.

On o prouwnss ker u D ker u’.
Exercice 4+ : Montrer que ¢ : (a,b,c) = (2a,b + c) € £(R?,R?).
Correction : V(a,bc),(a,b,¢') ERLYAER, ¢(Mabh,c)+ (a,b,¢) = A ((a,b, e))+é (', b, )
Exercice S : ¢: (a,b,¢) = (2a+b,b+ ¢,c+ 1) est-elle linéaire ?
Correction : 4((0,0,0) = (0,0,1) # Ogs done ¢ niest pas linsaine.
Exercice b : Soit f: R? — R3
(z,y) — (z,2+y,y)

Montrer que f est linéaire.

Déterminer ker f et Im f.
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Planche d, exencices

Correction :

- fe <®?R3) AL
- (m,y)eker(b — (/5((30,7;))2(a:,x—l—y,y):(O,Oﬁ) = r=y=0 <= (xvy):(070)-

[ker ¢ = {(0,0)}]
- (a,b,c) €Im¢ <= Fx,y) € R?, ¢((x,y)) = (a,b,c) <= Ix,y) € R?, (z,z+y,y) = (a,b,c) <= b=a+tc
ker¢ = {(a,a+c,c),a,b € R} = R(1,1,0) + R(0,1,1) |

Exercice T : Déterminer une base du noyau et de 'image de :
f: R4 — RS
(x,y,2,t) +— QRe+y+z,ot+y+t,o+z—t)
Exercice & : Déterminer une base du noyau et de I'image de
f : [RS — [Rg
(ZL',y,Z) — (y—z,z—x,x—y)
Exercice 9 : On considere C comme un R-espace vectoriel et f: C — C
z = z4iz

Déterminer une base du noyau et de I'image de f.

EXERCICE DE DIFFICULTE MOYENNE :

Exercice | : Soit ¢: RX] — R2
P = (PQ1),P(1))
Montrer que ¢ est linéaire.
Déterminer ker ¢ et Im ¢.
Exercice 22 : Soit E un K-ev de dimension n et f € £(E) tel que f2 = f2 + f.
Montrer que ker f @ Im f = E.

Correction : x = [z + f(z) — f2(2)] + [f?(z) — f(2)].

Exercice 3 : Onconsidere E;, E,, F,, F, quatre K—espaces vectoriels, f; € £(E,F;) et f, € L(Ey, Fy).
On définit f; x fy: E; xE;, — F; xF,
(@1, 39) = (fi(z1), folay))

Montrer que f; x f, est linéaire.
‘ Montrer que f; X f, est injective si, et seulement si f; et f, sont injectives.

[3] Etudier la surjectivité de f; X f,.

Correction :
[1] Toient (2y,5), (24, 25) € By x By &b A€ K.

fo % faMaryoy) + (5, 28)) = Fu x fo((hty + 24, Az + 23)
= (f1(Azy +27), fo(Azy + 7))
= (Mf1(@1) + f1(20), Ma(2) + fo(25)) con fy ok fy sonk linéaines
= (Mfi(z1), Ma(@o)) + (f1(2)), fo(23))
= Af1(z), folzg)) + (f1(21), fo(25))
= Af1 X fox1,29) + f1 X fo(@],75)
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done fy X f, esh linsine.

) = xr, € ker
(z1,75) € ker (fixfo) <= f1><f2((3717$2)):<0F1a0F2) — {2&3282 — {x;ik;ﬁ

Ron OOMW ker (fy x fy) = (ker f1) x (ker f5).

ker f; = {0g, }

ker fy = {OFz} = Lt

& done ¢ f1 X f, esb injectie. <= ker (fy x f5) = {(0,,00,)} <= {

fgwﬁwa,@zb‘m
@naécdaﬂanm&flezwha}ecﬂ/ue = flethWf‘tM/’-aEﬁrMm

Exercice 4 : Soit f: R3 — R3
(x,y,2) +— (y+z,x+y+2z01)

Donner les images par f des vecteurs de la base canonique de R3.

Déterminer des bases de ker f et Im f.

Soit u = (0,—1,1), v = (1,0,—1) et w = (2,3, 1). Montrer que (u, v, w) est une base de R?,

et déterminer les formules analytiques de f dans cette base.
Exercice S : On considere Eq, Ey, F,, F, quatre K—espaces vectoriels, f; € £(E;,F;) et f, € L(E,, Fy).
On définit f; x fo: E; xEy, — F; xF,
(T1,23) = (fi(zy), fo(22))

[1] Montrer que f; x f, est linéaire.

Montrer que f; x fy est injective si, et seulement si f; et f, sont injectives.

Etudier la surjectivité de f; x fs.

Correction :
[1] Toient (2y,5), (21, 25) € By x By &b A€ K.

f1 X fo(M@y,20) + (21, 25)) = fi X fo((Azy + 2, Azy + 25))
= (fi(Azy +21), oAz + 25))
= (M (@y) + F1(29), My (@) + fo(x5)) con fy eb fo sonk liméaines
= (Afi(@1), Mo(xa)) + (f1(21), fo(a)))
= Af1(@1), folag)) + (fr(2), fo(23))
= Af1 X folwy, @g) + f1 x fo(xh, 25)

dmwfle2%l?&/néwme,.

(z1,25) Eker (fixfy) <= fixfo((zy,25)) = (0p,,0p,) < {?E?;:g? — {

xq € ker f;
x4 € ker f,

Rn conséquent ker (fy x f,) = (ker f,) x (ker ).

ker f; = {0g, }

ker f, = {OFQ} = e

& done - Ji % [y sk injecine. <= ker (f, x f,) = { (0, 0p,) } < {

Jo bonk injectives.
3] GWQé?anmflezwa-mw & f1 & fy vont burjectiven.
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Exercice £ : Soit f: R,[X] — R

1
P»—>/P
0

Montrer que f est une forme linéaire.
Déterminer Im f.

En déduire dim ker f.

Déterminer une base de ker f.

EXERCICES PLUS ARDUS :

Exercice | : Soit u € L(E).

2

Montrer que ker u = keru® <= ImuNkeru = {0}.

Correction :

= Spu/[v[waozm que ker u = ker u? of montrons que Imwu N ker u = {0}.

S sdiak.
C Bonsidérons z € Imwu N ker u.

eom/meermu,iﬁmbrexerbeQﬁuex:u(xo).
Comme z € kery, on [wm; en déduine que u(z) = u(u(zy)) = 0. Done 7, € ker u?.

On pan Rwotpxw@, keru = keru2. On o donc x € keru, ie. 2 = u(x,) = 0.
Imu Nkeru C {0}.

_ _ 2
= ?u/[\;[\obmw que Imu Nkeru = {0} etﬂwnblMWcTue ker u = ker u?.
C Wm
> Considérons = € ker u?. @nadofmc,u(u(m)):o.
@ndédu&deo&bemwﬁwu(x)elmuﬂkeru. ?an%dﬂe&w, u(z) =0 done x € keru.

@fn, a I\)vou/ue keru D ker u2.

Exercice 2 : Soit ¢ : Ry[X] — R[X]
P F— Q, reste dans la division euclidienne de P par X — 1
Montrer que ¢ est linéaire.

Déterminer ker ¢ et Im ¢.

Correction :
— Joient P, Py € Ry[X] £ A€ R
mum%&&mmdeplamwx—n
P, = (X—1)Q; +R; & Py = (X —1)Qy + Ry anec deg(R;) < 1 o deg(Ry) < 1 (ie. Ry eb Ry nonk
consbonts).
On o AP, + P, = (X —1)(AQ; + Qy) + (AR, + Ry).
@»LAR1+R2mem@mww%memﬁm
PmX—l.
On en déduib ¢(AP; 4+ Py) = AR, + Ry = AG(P,) + ¢(Py) : ¢ esk linsaine.
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Peckerg < ¢(P)=0 < X— 1P < P e (X—1)R,[X]
[ker ¢ = (X — 1)Ry[X].|

Imqs%t@gmﬁ@ed%wwmmm

C@meggeb,uPEImqﬁofwwdog(P)<letPebtmbamh

%WWMP%MPZO(X—D+PMPZ¢(P) . Pelmg.

Exercice 3 : Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 1 et f un endomorphisme nilpotent
non nul de E.

Soit p le plus petit entier tel que f? = 0.
[1] Montrer qu’il existe « € E tel que la famille (z, f(x), f*(z), ..., fP~"(x)) soit libre.
En déduire que f™ = 0.
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