Planche d, exencices

Fichiers Alglin-Famille a8,® et ¢ |

EXERCICES FACILES :

Exercice | : Soit E=€>(R,R). On pose f, : t > el et fy :t+> e L.
Montrer que vect (f;, f3) = vect (ch,sh).

Exercice 2 : Soit E = R3.

On considére u = (2,3,—1), v =(1,—1,—-2), w = (3,7,0), x = (5,0, —7).
Montrer que vect (u,v) = vect (w, ).

Exercice 3 : Soit E le sous-espace vectoriel de R? engendré par les vecteurs v; = (2,3, —1) et
vy = (1,—1,—2) et F celui engendré par w; = (3,7,0) et wy = (5,0,—7).

Montrer que E et F sont égaux.

Correction : ﬂkmd'aﬂwchF.Gnmd'qﬂmmwvleFetuzeF.

Cout d'abord v, € F = v, € Vect{w,,w,} < I\, pn v, = Awy + paw,.
@o&a@maemmmAuw@ gcmt WWWMWWWQ@@‘MB@%

on trowse lo ndlation 7(2,3,—1) = 3(3,7,0) — (5,0, 7)oec1umdom/ne(2@’wﬂoham 3

v € F.

7w29td0’n/0

@efmé/me 7v2:—w1+2w2 domc v, cF.

jmya/i/nt@rmltvl etvzmdanw@wmeﬂF,dmwmmnﬂmm&/WdevleLUQW
cenb-d-dine : P,owbtout /\,M,Oﬂua)\vl—‘y-/LUzEF.eecruLi/mTfAﬂMeE
WWGWMFCE.%@IQ%&LM@IW& wy (I\Awb w2)%@o¢wblmd,e vy ek vy, @frubum/wewl = 20; —y
etw2=vl+3v2.@na>’wumego&00£@embwﬁnwwlEEetw2€EdmwGUedJ{w1,w2}CEd/louFCE.

QO./"L/ douj&pe t/ruo&xmmp on a montrné E =F.

Exercice 4 : Peut-on déterminer des réels x, y pour que le vecteur v = (—2, z, y, 3) appartienne
au s.e.v. engendré dans R* par le systéme (e;,e,) ott e = (1,—1,1,2) et ey = (—1,2,3,1)?
Correction : ve CUQACJJ(el,GQ) enb ec}u/mafynﬁ & Peccintence de dewco néels A belles que v = \e; + [iey.
Mors (=2, 2,y,3) = A(1,-1,1,2) + u(—1,2,3,1) etk W@ &

-2 =XA—pu A =1/3
r  ==A+2u w =7/3
1 =A+3u r =13/3
3 =22+u y =22/3

Le m?@@ qui conients esb done () = (13/3,22/3).

Exercice S : Montrer que toute suite de polynémes non nuls de degrés deux a deux distincts
est libre.

Montrer que toute suite de polynémes non nuls de valuations deux a deux distinctes est libre.
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Correction : SOMRWQMWWMQMPL", P, nroﬁdmmm«lmm&dewan%
W@%@dl <...<d,.

Soit (Al,...,An)e[K”tpﬂo[ueA1P1+...+AnPn:O.SOWWQ‘MWQm A; me soient pas tous
MetPobmwkZJﬂam{iE[[l;n]]/)\i#O}‘GnmPMwmkZloa)z/Pl#OP/um

APy 4+ AP, =0= NP+ L+ NP =0= P =—> AP,

n n
i<k

%etbedenmm%a&begab<m1wobm%em)\P esb un de degns dy. (can Ay, # 0) o AP, esb
wm‘xo&d/néﬂﬂ@dede,%néwfpuudk,1<dk‘@mm&u)\k bom.tfnup/a,
&WMM%W&WWWM&m&MdQ@WWMM
Exercice [ : On considére les vecteurs de K3 : ¢ = (1,2,1), b = (1,3,2), ¢ = (1,1,0),
d = (3,8,5).

Soient F = vect(d,b) et G = vect(¢,d).

Comparer F et G.

Correction : F=C.

Exercice T : Soit RN le R-espace vectoriel des suites réelles (muni des opérations usuelles).

On considere les trois éléments de E suivants : u = (cos(nf)),cn, v = (cos(nf + a)),cn €t
w = (cos(nf + b)), ol 0, a et b sont des réels donnés.

Montrer que (u,v,w) est une famille liée.

Correction : %t v = (sin(nd)),,cn- On o u=1u+0u, it v = COSaU — sina.v/, it

wzcosb.u—sinb.u’.f%mmu v eb w vonk done combinaisons linéaines den deuss secteuns
u&u/dMMWWWM&@(p+1mMMb&mM®pUMWMW

fomille bse)

EXERCICE DE DIFFICULTE MOYENNE :

Exercice | : Soit E=R3 et u = (1,2,—1), v = (—6,0,2).
Déterminer a, b, c € R tels que vect (u,v) = {(z,y,2) € R*,azx + by + cz = 0}.
Exercice 2= : Soient dans R* les vecteurs v; = (1,2,3,4) et vy, = (1,—2,3,—4).

Peut-on déterminer x et y pour que (z,1,y,1) € Vect{v,v,} 7

Correction :

(2,1,5,1) € Vect{v,, 05} <= INpeR  (2,1,5,1) = A(1,2,3,4) + pu(1,—2,3,—4)

— I\ peR (z, l,y, 1) = (A, 20,30, 4N) + (p, —2u, 3, —4p)
— I\pueR (2, 1,9,1) = (N4 1, 2X — 20, 3N + 3, 4\ — 4p)
= d\peR 1=2\— u)el:l—él()\ 1)

1
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Exercice 3 : Soient dans R?* les vecteurs v; = (1,2,3,4) et vy =

(1,-2,3,—4).

Peut-on déterminer x et y pour que (z,1,1,y) € Vect{v, vy} 7

Correction :

(z,1,1,y) 6%9;)3{1}1702} <= I\ peER (x,1,1,y) = (A + p, 21 — 2, 3X + 3, 4\ —
T =A+pu
1 =2\—2
— d\peR H
1 =3\+3u
y =4\—A4p
5
ST
e
<~ INpeR " 112.
xr :g
y =2

@m@ew&m(x,l,l,y) Wmfrvwvneebt (1

,1,1,2).
3 )

Exercice 4 : Soit o € R et soit f,, : R — R la fonction définie par
folx)=1 siz=a«a
fo)=0 siz#a

Montrer que la famille (f,),cg est libre.

Correction : 4 pontin de lo

Soowntal,...,a den néelle dinbind, wwdmpm&x@am%(gmue :

needs Mg, A ZAf fO%WWWMxGRMZAf

.....

Wmﬂmwm—a Qecaaﬂbedpjwnb)\ =0 con f, (a )MOmz#jetlm,z_j &QWLTUMJZ
n.@m?a@amﬂa

anmadmwj—lwmj—nmoﬂw A=07=1,.
Wgam?fe%w

Exercice S : Soit a € Ret f, : R — R, x> e**.

Montrer que la famille (f,),cr est libre.

Correction : 4 de o,
Foient ap >y >

?W%ﬂmd%%Al7..

.....

xGR,ofmeAifai(x):O,awmgnbdxtwbouthR :

i=1

A eT 4 Xpe®2T 4 X\ e = 0.
Lo terme cT/u/v domime et €217 (can g > ary > ---). Focboninons, e en®

e ()\1 + )\26(0‘2*041”5 + -+ )\ne(an,*al)fﬁ) = 0.

4p)

) =0; en

o

(fa)aE[R noub conbidérons uwne co'mermAbom QA/WQQA}“U@ (C1AM/ e

>arbdmn@&m%emmnmwmm%gcmm(w>:
,)\nfe&mo[ue;)\ifaizo.%b&%mbgiew%e%uew
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J“[x:utb e” 75 0 donc :
A+ )\26(0‘2*061)90 R )\ne(an70‘1>x = 0.

z — +00 dons el@iman)e ao(ww@zmai—al<0>AEDWPWL@>2,/\ie<ara1>w—>o
&%M@%WW&W@—MMM:
A =0.

&WW%WW@%W@%WW%»%WW&A fotFA, [, =0
et%owzlﬂuomt wmm@wdm@mwwmmm)\l—)\gz-—)\ = 0. Donc o

Exercice & : Montrer que (1, V2, \/§) est une famille libre du Q-espace vectoriel R.
Correction : %it (a,b,c) € Q.
a+bV2+V3=0= (a+bV2)2 = (—cV3)? = a® + 2b% + 2abV2 = 3¢® = 2abV2 € Q.

Mocinn V2 ent innationnel done ab = 0.
S%bzo,wwaﬂ:oetwﬁwwmmmwc:o(m\/ﬁmmmd)

Iwma:()etgxmﬁwmnta:b:c:().

%azO,iﬂmbeZbQ:ScQ.M:ow \/gwummmi(m@emmiﬂdempretq
'nmv'nkipb,beQaC}ue,?)qQ:QpQ&FMM\%QIWM«M&@WQWIQW?@WWM
Q%dmmmmfymde@é%amwwwmwﬂ@)Qthzc:oMmmgma:bzc:o.
@%a/'rrwmbléﬂ,ueV(a,b,C)EQ?’, (a+b\/§+\/§:0:>a=b:c:()).@o«m@@@om2@e(1,\/5,\/§)%L
wne@umdfﬂedenée@w@—&fm&

Exercice T : Soit f(z) = In(14 ) pour z réel positif. Soient f; = f, fo = fofet fo = fofof.
Etudier la liberté de (f1, fa, f3) dans [0, —I—oo[[o s+oo[

Correction : feugomwmafl, fo et f4 m&%dé%mmﬂ%f
Soownba,betcbmné%te&»wafl—&-bfz—i—cﬁzo,
WW%Q%WM%WGfl+be+Cf3WW@%W@—F%@
alnxetmreutdomoébwé%oﬁed?@@om&mw.@mazo.g}u,{bb,{/b%bmmmz?@ i

afy+bfy+cfs =bfy+cfy %twoﬂy@ablnanx) &mw&wé%ofedgmgomwwmmu%@. Done b = 0.

Rin ¢ =0.

MW@%%WWW@%WW@Q@Waf1+bf2+cf3
W$@ndm0:

2 28
filx) =In(1 + ) :Ox—?—kf—&-O(x?’) i

z— 3

f2(33>:1n(1+f1(x))zjoln<l+x—x22+a;3+0(x3)> = (m—mQ-i-m?)) 1 (x_SUQ>2_~_

7
=z—2%+ 6&03 +o(z?)
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[w}\b
f3(z) =In(1 + fo(z)) = In (1 +z—22+ gx3 + 0(353)) = (Jc —z% + gx?’) - % (z— 1;2)2 + =23 + o(z?)
=z — §x2 + §x3 +o(z?).

2 2

P suite, afy(x) + bfy(x) + cfs(x) = (a+b+c)x+ (—g—b—%) x? + (%—&—%b—l—%) 23 + o(z?).

fléxaa@;béaf1+bf2+cfszowwwwﬂ%wﬂmdmww%u&@mdmdé@e&ﬁwmm&mmd

Q'mm%»ﬁ@w:

a b 30_0 a+b+c=0
757 757 ou encohe a+2b+3c=0

E+Lb @ 2a+7b+ 15¢ =0
376 2
11 1 100
Comme |1 2 3 |=|1 1 1|=3#0o0onadonca=b=c=0.
2 7 15 2 5 8

Exercice & : Soit f,(z) = |z — a| pour a et z réels.

Etudier la liberté de la famille (f,) cg-

Correction : ?Mnm%mmrmﬁmm&mal,., a,, n néedls dewcs & dewco diskinds b Ay,

/\nnmée&».

Sowmlobanb Alfa]+...+/\nf%=0. Soo‘tbzwme@e/men,tde[[l,nﬂ @mo,/\ifaiz—z:/\jfaj etmmr;wba/uo{)v
y

AZ#OMOM%WW®MMWWWMM%%G7%W&W&B®W

Q'%t.ﬂ’mmm@wAimmﬁaam@@%wﬁl@(fa)l@@e&wm

GWQWWWM%WA%@W@Q@W(fa)aekat%@&m%gwwg(fa)aewat&ﬂne.

Exercice 9 : On pose f,(x) = e pour a et z réels.

Etudier la liberté de la famille de fonctions (f,),cg-

Correction : fient a, < ... < a,, n néels dewco & dewsw distincts e Ay, A,an%%WiAifaizo
(%)
WW&WM&W%WWM@(*)MGfG"IMW@Q@WW
2 tend, wens +00, on obtient A, = 0. &n néibsnant, on obtient done A, = A, | =... = A, = 0.

f=0=VEke[0;n—1], f®(0)=0
=Vke[0;n—1], \a} + ...+ A,ak =0.

&WW&'WAplgn,MWWWWdeW&nW.

?mmmw&mmwﬂmmmai&wmmwﬁmaimmwwm
W.&W@ama@m&m@'wm(ow,o).
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Mmm&m(m@emwmwm@m%%@@@&mg@m&(x|—>em)new )
?Mnl <o, pmm%m@mm?wwwmmﬂxmw

Z/\P”I—O @%%d@du&wrwﬁbm&h@&b&@wnﬁpoﬁ&%f Ofn/cuZ/\tn —Oetdamgero%/nmw

ZAX”%JW@%W@W%W%@@%«W P%WZAX”ZQW

@%A sont tous, nuls.
quabwe'mebo?uliom W@%nedmﬁ?a/r% fwwwafd@&Wngowwmmm

W@@meww%MC“mR@MMR ?owuaneeﬂdmvne
tp(fa :afaet@o,@mmfﬂe aaem%bmwm%deumrmrmdew(@wfammmﬂ%)

ammwmamm.Gnm%'m%w%z%m.

Exercice [O : Soit E un espace vectoriel, (Z;,...,Z,) une famille libre de vecteurs de E, et
Qq, ..., 0, des scalaires.

n
On pose y = Zalxl, et & =2, + .
i1

Etudier & quelle condition la famille (Z7,...,7, ) est libre.

Correction : Clf: <> o, # -1
1=1

EXERCICES PLUS ARDUS :

Exercice | :

Calculer pour p et ¢ entiers naturels donnés les intégrales suivantes :

27 27
J(p,q) = / cos(px) cos(qz) dz, K(p,q) = / cos(px) sin(qz) dx et
0 . 0
= / sin(px) sin(qx) dx.
0

Montrer que la famille de fonctions (cos(px))peNno U (sin(gz)) gen:, , st libre.

Correction :

2T
Run p &b q enlieny npl)ob@a,, ebons I(p,q) = / etp—a)z g
. 0

So'up#q,l(p,q): [e@q)w] O?W&ogonbp&qdmmmmme&}

1
i(p—q)
Done . p # 4 I(p,0) 5 Re1(p,0) + 16, ) = 0 usie Klpy) = 5Fnllp,—0) — 1(p,0)) = 0 pun
L(p.q) = %%e(l(p, —q) —1(p,q)) = 0.

%p*q,J(p,)zZWpr:OetﬂMp#OMKpp:OM (p,p)=7oip#0e 0nip=0.
.?MQWEMMWWRQMMR@2W QGMQAWW
fg)JZe/rmJ;deE?W/ ft) dt%zo&m?wmmt Wm&m&gam%de
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Exercice 2 :
[1] Soient v, = (2,1,4), vy = (1,—1,2) et vy = (3,3,6) des vecteurs de R?, trouver trois réels
non tous nuls «, 3,y tels que av; + fvy + yv3 = 0.
On consideére deux plans vectoriels
Py ={(z,9,2) eR’ |z —y+2=0}

Py ={(z,y,2) R’ |2 —y =0}

trouver un vecteur directeur de la droite D = P; N P, ainsi qu'une équation paramétrée.

Correction :
1]

awy + Py + vy =0
<= «(2,1,4) + 6(1,—1,2) +~(3,3,6) = (0,0,0)

- (20z+5+3’y,a—ﬂ+3’y,4o¢+25+6’y> = (0,0,0)

20+ B+3y =0
= sa—[F+ 3y =0
da+28+6y =0

= a=-2t0=ty=t teR

S%Q'mwdtzlwmw&aﬂmwaz—z5:1,7:1m&m—2vl+v2+v3:0.
gmmmlwrmwumm%mwmm%(O&Z—Qt,ﬁ:t,’yzt)

Fou)btoubteﬂ?.
‘ %b/'o?hdmpdebwwu@bmmU:(I,y,z>dumbPletPQetdmwctubdoibué/w@imw*y+Z:0
drx—y=0:

v=(z,y,2) € P, NP,
—=zr—y+z=0dr—y=0

N r—y—2=0
r—y=20

= (r=t,y=t,z=0) teR

@mu@'m%mww&t:l,oﬂmvz(l,l,o)%tmmmwmw@@mmuﬂe
DJWWWW@MD:{(t,t,O)|tER}.

Exercice 3 : Soit f : [0,400[x[0,27] — R?
(z,y) = (zcosy,xsiny)

‘ f est-elle injective 7 surjective ?
Soient a, b, o et 8 quatre réels.

Montrer qu'il existe (c,v) € R% tel que : V2 € R, acos(x — )+ bcos(z — ) = ccos(z —7).
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Soit E le R-espace vectoriel des applications de R dans R.
Soit F = {u € E/ I(a,b,a, B) € R* tel que Vz € R, u(z) = acos(z — a) + bcos(2z — 3)}.
Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

Déterminer {cos r,sin z, cos(2z),sin(2z), 1, cos? z,sin? z} N F.

Montrer que (cos z,sin z, cos(2x),sin(2x)) est une famille libre de F.

Correction :

Foun tout (y,y') dlement de [0,2n%, £((0,9)) = F((0,)) e | nient: pon injecine.

Joontrons que f ool sunjectine,
$oib (X,Y) € R

- EX=Y=0 £((0,0) = (0,0).

SR X=0eY >0 f(Y, g)) = (0,Y) awec (Y, g) doment de [0, +o0[x[0, 27].
3

25 ) =1(0,Y) awec (—Y%T) dement de [0, +00[x [0, 27].

SR X>0e Y20, f((\/m,arctani)) =(X,Y) avec (\/W,&H:‘L&H%) doment de
[0, +o0[x]0, 27].
SR X<0eLY 20 f((\/W,WJrarctan%)) = (X,Y) awec (\/W,TF‘F&I‘CYJ&H%)
doment de [0, +00[x[0, 2],
S EX>0eLY<0, f((\/m, 27 —l—arctan;)) =(X,Y) anec (\/m, 27 + arctan%)
doment: de. [0, +00[x[0, 2],
SR X<0eL£Y<O f((\/m,ﬂ—l—arctan%)) = (X,Y) awec (\/m,w—i—arctan%)
doment de [0, +00[x[0, 27].
Rur tout ned z, on o acos(x —a) +beos(xz — ) = (acosa + beos ) cosz + (asina + bsin 3) sin z.

R X=0e Y <0 f(-Y,

@o/[vm 1) febbw/laezﬂ/u@ettﬂmbte (¢, 7) dloment de [0,+oo[x[0,27r[te2c1ueacosa—i—bcosﬁ = ccosy

ef asina + bsin f = csin~y. gDom,o,

(e, ) € [0,400[x][0,27]/ V2 € R, acos(x—a)+bcos(z—pF) = c(cos zcosy+sinxsiny) = ccos(x—7).

memmmg'w&mﬁmmﬂe&e&MME@ewrmxn@ﬂ

acos(x —a) +bceos(2z — 5) + a’ cos(x — o) + b cos(2x — B')
=acos(x — a) + a’ cos(x — ) + beos(2z — ) + b cos(2z — )

=a"cos(x —a”) +b” cos(2x — B”),
pown un centain, (a’,b", 0", 5) (oL'W 2). F esb un boub-ebpace voctoniel de E.

Rur tout ned 2, cosz = 1.cos(x —0) +0.cos(22 —0) & = — cosz oth dloment de F.
R touk nédd 2, sinz = 1. cos(z — g) +0.cos(2z — 0) e z -+ sinz esb dloment de F.
PRun tout ned 2, cos(2z) = 0. cos(z — 0) + 1. cos(2z — 0) eb > cos(2z) est doment de F.
Rur tout need , sin(2z) = 0. cos(z — 0) + 1. cos(2z — g) o 2 i sin(2z) esk oment de F.

@aubwvu/ﬂ; WMneeE z, cos(2z) = 2cos?x — 1 =1 —2sin’z eb dong,

rleFercoslreFersin’eeF.
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J\ﬂzm@wnbafofwcru& 1¢F.
@mw%£m (a,b,a,ﬂ)€R4 te(),cTue

Va €R, acos(x —a) + beos(2x — §) = 1.

Vo €R, —acos(z —a) —4bcos(2x — ) =0,

b done en addibionnant

Vo eR, —3bcos(2z — ) =1,

ww%tmm&%(wrzg+§,mbmo>@mmd@bbwbd@vm@wb@owaﬂmw«ﬂ%t
dans F.

On o wu que (x > cosz, x> sinz, ¢ > cos(2z), x > sin(2x)) el wne gmm%@ ddlements de F.
J\ﬂgmww&e@mﬂem%@
%oib (a,b,c,d) € R4

\v/ . s 3 = 0. s, - . .
Sou/[v[\mmww x €R, acosx + bsinz + ccos(2z) + dsin(2z) = 0 &bde)wuwntdmm%cw@, on olitient

Va € R, —acosxz—bsinz—4ccos(2x)—4dsin(2z) = 0 eb en addibionnant : V2 € R, —3ccos(2z)—3d sin(2x) = 0.
@Ofﬂo,

acosx +bsinxz =0

vz eR, { ccos(2z) + dsin(2z) =0

x:O@o«m&a:c:Oszgwb:d:O.@m (x> cosz, x> sinx, x> cos(2x), x > sin(2x))

Exercice 4 : On pose fi, fa, f3, f4 : [0,27] — R les fonctions définies par :
fi(x) =cosz, fy(x) =xcosz, fy(x) =sinz et f,(z) = xsinz.

Montrer que la famille (fy, f5, f3, f4) est libre.

—1 1
Exercice S : Montrer que les vecteurs 1{,] 11,10 forment une base de R3. Cal-
0 —1
1 1 0
culer les coordonnées respectives des vecteurs | 0|, | 0|, | 0 | dans cette base.
0 1 1
1 -1 1 1 —1
Correction : det |1 1 0 =3#omug£m®2@za= 1.1 ].]lo ot wne
1 0 -1 1 0 —1
Base de R3.
(N ()
of=3l1]-35|1|+5]0 . $erv coondonmées dams B sont done (1/3,—1/3,1/3).
0 1 0 —1
0 1 1 1 —1 9 1
of=z|t|-35|1 ]3]0 . $er coondonmées dans B sont done (1/3,—1/3,—2/3).
1 1 0 —1
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1 1 0
Of=(01+1]0 .@mmcoohdmmé%domﬁmb(?/&—?/&—l/?)).
1 0 1
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