
Planche d’exercices

Fichiers Primitives a, b et c

EXERCICES FACILES :

Exercice 1 : Déterminer ∫
𝑥

cos(𝑥)√1 + sin(𝑥) d𝑥 sur un intervalle à préciser.

Exercice 2 : Calculer ∫
𝑥 sin(𝑥)

1 + cos2(𝑥)
d𝑥 sur un intervalle à préciser.

Exercice 3 : Déterminer ∫
𝑥 cos(ln(𝑥))

𝑥
d𝑥 sur un intervalle à préciser.

Exercice 4 : Déterminer ∫
𝑥 d𝑥

√
𝑥 + 1 +

√
𝑥 − 1

sur un intervalle à préciser.

Exercice 5 : Déterminer ∫
𝑥 d𝑥

25 + 9𝑥2 sur un intervalle à préciser.

Exercice 6 : ∫
𝑥 d𝑥√

25 − 9𝑥2
sur un intervalle à préciser.

Exercice 7 : Calculer ∫
1

0

3𝑥 + 1
(𝑥 + 1)2 d𝑥.

Correction : ∫
1

0

3𝑥 + 1
(𝑥 + 1)2 𝑑𝑥 = 3 ln 2 − 1 (décomposition en éléments simples).

Exercice 8 : Calculer une primitive de ∫ d𝑥
𝑥2 + 𝑥 + 1

en précisant le ou les intervalles considé-
rés.

Correction : ∫ 𝑥 d𝑥
1 + 𝑥 + 𝑥2 = 1

2
ln(𝑥2 + 𝑥 + 1) + 1√

3
arctan 2𝑥 + 1√

3
.

Exercice 9 : Calculer une primitive de ∫ 𝑥
𝑥4 − 1

d𝑥 en précisant le ou les intervalles considérés.

Correction : ∫ 𝑥
𝑥4 − 1

d𝑥 = 1
4

ln
∣𝑥2 − 1∣
𝑥2 + 1

.

Exercice 10 : Calculer une primitive de ∫ 𝑥3 − 2
𝑥3 − 𝑥2 d𝑥 en précisant le ou les intervalles consi-

dérés.

Correction : ∫ 𝑥3 − 2
𝑥3 − 𝑥2 d𝑥 = 𝑥 − 2

𝑥
+ ln 𝑥2

|𝑥 − 1|

Exercice 11 : Calculer une primitive de ∫ d𝑥
𝑥2 + 𝑥 − 2

en précisant le ou les intervalles considérés.

Correction : ∫ d𝑥
𝑥2 + 𝑥 − 2

= 1
3

ln ∣𝑥 − 1
𝑥 + 2

∣.
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EXERCICE DE DIFFICULTÉ MOYENNE :

Exercice 1 : Calculer ∫
𝑥

cos(𝑥)ch 3(𝑥) d𝑥 sur un intervalle à préciser.

Exercice 2 : Calculer ∫
𝑥

sin(𝑥) sin(2𝑥) sin(3𝑥) d𝑥 sur un intervalle à préciser.

Exercice 3 : Calculer ∫
𝑥

tan2(𝑥) d𝑥 sur un intervalle à préciser.

Exercice 4 : Déterminer ∫
𝑥 cos(𝑥) + 2 sin(𝑥)

cos(𝑥) + sin(𝑥)
d𝑥 sur un intervalle à préciser.

Correction : ∫ cos(𝑥) + 2 sin(𝑥)
cos(𝑥) + sin(𝑥)

d𝑥 = ∫ 5(cos(𝑥) + sin(𝑥)) + B(cos(𝑥) − sin(𝑥))
cos(𝑥) + sin(𝑥)

d𝑥 = ∫ (3
2

− 1
2

cos(𝑥) − sin(𝑥)
cos(𝑥) + sin(𝑥)

) d𝑥

= 3
2

𝑥 − 1
2 ln (cos(𝑥) + sin(𝑥))

.

Exercice 5 : Soit
⎧{
⎨{⎩

K = ∫ ch (𝑚𝑥) cos(𝑛𝑥) d𝑥

L = ∫ sh (𝑚𝑥) cos(𝑛𝑥) d𝑥
.

Calculer K et L.

Correction : K + L = ∫
𝑥

𝑒𝑚𝑥 cos(𝑛𝑥) d𝑥 et K − L = ∫
𝑥

𝑒−𝑚𝑥 cos(𝑛𝑥) d𝑥.

— Lorsque (𝑚, 𝑛) = (0, 0), alors {K = 𝑥
L = 0

.

— Lorsque (𝑚, 𝑛) ≠ (0, 0), alors ∫
𝑥

𝑒±𝑚𝑥𝑒𝑖𝑛𝑥 d𝑥 = [𝑒(±𝑚+𝑖𝑛)𝑥

±𝑚 + 𝑖𝑛
] = 𝑒±𝑚𝑥

𝑚2 + 𝑛2 𝑒𝑖𝑛𝑥(±𝑚 − 𝑖𝑛).

Donc
⎧{
⎨{⎩

∫
𝑥

𝑒𝑚𝑥 cos 𝑛𝑥 d𝑥 = 𝑒𝑚𝑥

𝑚2 + 𝑛2 (𝑚 cos 𝑛𝑥 + 𝑛 sin 𝑛𝑥)

∫
𝑥

𝑒−𝑚𝑥 cos 𝑛𝑥 d𝑥 = 𝑒−𝑚𝑥

𝑚2 + 𝑛2 (−𝑚 cos 𝑛𝑥 + 𝑛 sin 𝑛𝑥)
.

On en déduit :
⎧{
⎨{⎩

K = 𝑚sh (𝑚𝑥) cos 𝑛𝑥 + 𝑛ch (𝑚𝑥) sin 𝑛𝑥
𝑚2 + 𝑛2

L = 𝑚ch (𝑚𝑥) cos 𝑛𝑥 + 𝑛sh (𝑚𝑥) sin 𝑛𝑥
𝑚2 + 𝑛2

.

Exercice 6 : Soient I = ∫
𝜋

0
𝑥 cos2 𝑥𝑑𝑥 et J = ∫

𝜋

0
𝑥 sin2 𝑥𝑑𝑥.

1 Calculer I et I + J.
2 En déduire J.

Exercice 7 :

⎧{
⎨{⎩

K = ∫ ch 𝑚𝑥 cos 𝑛𝑥 d𝑥

L = ∫ sh 𝑚𝑥 cos 𝑛𝑥 d𝑥
.

Calculer K et L.

Correction : K + L = ∫ 𝑒𝑚𝑥 cos 𝑛𝑥 d𝑥 et K − L = ∫ 𝑒−𝑚𝑥 cos 𝑛𝑥 d𝑥 .

— Lorsque (𝑚, 𝑛) = (0, 0), alors {K = 𝑥
L = 0

.
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— Lorsque (𝑚, 𝑛) ≠ (0, 0), alors ∫ 𝑒𝑚𝑥𝑒𝑖𝑛𝑥 d𝑥 = [𝑒(𝑚+𝑖𝑛)𝑥

𝑚 + 𝑖𝑛
] = 𝑒−𝑚𝑥

𝑚2 + 𝑛2 𝑒𝑖𝑛𝑥(𝑚 − 𝑖𝑛).

Donc
⎧{
⎨{⎩

∫ 𝑒𝑚𝑥 cos 𝑛𝑥 d𝑥 = 𝑒𝑚𝑥

𝑚2 + 𝑛2 (𝑚 cos 𝑛𝑥 + 𝑛 sin 𝑛𝑥)

∫ 𝑒−𝑚𝑥 cos 𝑛𝑥 d𝑥 = 𝑒−𝑚𝑥

𝑚2 + 𝑛2 (−𝑚 cos 𝑛𝑥 + 𝑛 sin 𝑛𝑥)
.

On en déduit :
⎧{
⎨{⎩

K = 𝑚sh (𝑚𝑥) cos 𝑛𝑥 + 𝑛ch (𝑚𝑥) sin 𝑛𝑥
𝑚2 + 𝑛2

L = 𝑚ch (𝑚𝑥) cos 𝑛𝑥 + 𝑛sh (𝑚𝑥) sin 𝑛𝑥
𝑚2 + 𝑛2

.

Exercice 8 : Calculer une primitive de 𝑥5

𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 + 1
en précisant le ou les intervalles consi-

dérés.

Correction : X3−X2−X+1 = X2(X−1)−(X−1) = (X2−1)(X−1) = (X−1)2(X+1). Donc, la décompo-

sition en éléments simples de 𝑓 = X5

X3 − X2 − X + 1
est de la forme 𝑎X2 +𝑏X+𝑐+ 𝑑1

X − 1
+ 𝑑2

(X − 1)2 + 𝑒
X + 1

.

— Détermination de 𝑎, 𝑏 et 𝑐 :
La division euclidienne de X5 par X3 − X2 − X + 1 s'écrit

X5 = (X2 + X + 2)(X3 − X2 − X + 1) + 2X2 + X − 2.

On a donc 𝑎 = 1, 𝑏 = 1 et 𝑐 = 2.
— 𝑒 = lim

𝑥→−1
(𝑥 + 1)𝑓(𝑥) = (−1)5

(−1 − 1)2 = −1
4
.

— Puis, 𝑑2 = lim
𝑥→1

(𝑥 − 1)2𝑓(𝑥) = 15

1 + 1
= 1

2
.

— Enfin, 𝑥 = 0 fournit 0 = 𝑐 − 𝑑1 + 𝑑2 + 𝑒 et donc, 𝑑1 = −2 − 1
2

+ 1
4

= −9
4
.

Finalement,
X5

X3 − X2 − X + 1
= X2 + X + 2 − 9

4
1

X − 1
+ 1

2
1

(X − 1)2 − 1
4

1
X + 1

,

et donc, I désignant l'un des trois intervalles ] − ∞, −1[, ] − 1, 1[ ou ]1, +∞[, on a sur I

∫ 𝑥5

𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 + 1
d𝑥 = 𝑥3

3
+ 𝑥2

2
+ 2𝑥 − 1

2(𝑥 − 1)
− 1

4
ln |𝑥 + 1| + C.

EXERCICES PLUS ARDUS :

Exercice 1 : Déterminer lim
𝑥→0

1
𝑥

∫
𝑥

0

d𝑡
1 + 𝑡2 sur un intervalle à préciser.

Correction : lim
𝑥→0

1
𝑥

∫
𝑥

0

d𝑡
1 + 𝑡2 = lim

𝑥→0

∫
𝑥

0

d𝑡
1 + 𝑡2 − ∫

0

0

d𝑡
1 + 𝑡2

𝑥 − 0
= 1

1 + 02 = 0.

Exercice 2 : Étude complète de la fonction 𝑓(𝑥) = 1
𝑥 − 1

∫
𝑥

1

𝑡2
√

1 + 𝑡8
d𝑡.
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Correction : Pour 𝑡 réel, posons 𝑔(𝑡) = 𝑡2
√

1 + 𝑡8
puis, pour 𝑥 réel, G(𝑥) = ∫

𝑥

1
𝑔(𝑡) d𝑡.

Puisque 𝑔 est définie et continue sur ℝ, G est définie sur ℝ et de classe C 1 et G′ = 𝑔 (G est la primitive
de 𝑔 sur ℝ qui s'annule en 1).

Plus précisément, 𝑔 est de classe C ∞ sur ℝ et donc G est de classe C ∞ sur ℝ.

Finalement, 𝑓 est définie et de classe C ∞ sur ] − ∞, 1[∪]1, +∞[.

Étude en 1 : Pour 𝑥 ≠ 1,

𝑓(𝑥) = G(𝑥)
𝑥 − 1

=
G(1) + G′(1)(𝑥 − 1) + G″(1)

2 (𝑥 − 1)2 + 𝑜((𝑥 − 1)2)
𝑥 − 1

= 𝑔(1) + 𝑔′(1)(𝑥 − 1) + 𝑜((𝑥 − 1)).

Donc, 𝑓 admet en 1 un développement limité d'ordre 1.

Par suite, 𝑓 se prolonge par continuité en 1 en posant 𝑓(1) = 𝑔(1) = 1√
2

puis le prolongement est

dérivable en 1 et 𝑓 ′(1) = 1
2

𝑔′(1).

Or, pour tout réel 𝑥, 𝑔′(𝑥) = 2𝑥 1√
1 + 𝑥8

+ 𝑥2 × (− 4𝑥7

(1 + 𝑥8)
√

1 + 𝑥8
) = 2𝑥 1 − 𝑥8

(1 + 𝑥8)
√

1 + 𝑥8
et

𝑔′(1) = 0.
Donc, 𝑓 ′(1) = 0.

Variations : Pour 𝑥 ≠ 1, 𝑓 ′(𝑥) = G′(𝑥)(𝑥 − 1) − G(𝑥)
(𝑥 − 1)2 .

𝑓 ′(𝑥) est du signe de ℎ(𝑥) = G′(𝑥)(𝑥 − 1) − G(𝑥) dont la dérivée est

ℎ′(𝑥) = G″(𝑥)(𝑥 − 1) + G′(𝑥) − G′(𝑥) = (𝑥 − 1)𝑔′(𝑥).

ℎ′ est du signe de 2𝑥(1 − 𝑥8)(𝑥 − 1) ou encore du signe de −2𝑥(1 + 𝑥).
ℎ est donc décroissante sur ] − ∞, −1] et sur [0, +∞[ et croissante sur [−1, 0].
Maintenant, quand 𝑥 tend vers +∞ (ou −∞),

G′(𝑥)(𝑥 − 1) = 𝑔(𝑥)(𝑥 − 1) ∼ 𝑥 1
𝑥2 = 1

𝑥
et donc G′(𝑥)(𝑥 − 1) tend vers 0.
Ensuite, pour 𝑥 ⩾ 1

0 ⩽ G(𝑥) ⩽ ∫
𝑥

1

𝑡2
√

𝑡8
d𝑡 = 1 − 1

𝑥
⩽ 1,

et G est bornée au voisinage de +∞ (ou de −∞).

Comme G est croissante sur ℝ, G a une limite réelle en +∞ et en −∞.
Cette limite est strictement positive en +∞ et strictement négative en −∞.

Par suite, ℎ a une limite strictement positive en −∞ et une limite strictement négative en +∞. Sur
[0, +∞[, ℎ est décroissante et s'annule en 1.
Donc, ℎ est positive sur [0, 1] et négative sur [1, +∞[.

Ensuite,

ℎ(−1) = ∫
1

−1

𝑡2
√

1 + 𝑡8
d𝑡 −

√
2 = 2 ∫

1

0

𝑡2
√

1 + 𝑡8
d𝑡 −

√
2 < 2 ∫

1

0

1√
2

d𝑡 −
√

2 = 0,

F. PUCCI Lycée Jules Garnier 4 PTSI Vinci - 2024



Planche d’exercices

et ℎ(−1) < 0.
ℎ s'annule donc, une et une seule fois sur ] − ∞, −1[ en un certain réel 𝛼 et une et une seule fois
sur ] − 1, 0[ en un certain réel 𝛽.
De plus, ℎ est strictement positive sur ] − ∞, 𝛼[, strictement négative sur ]𝛼, 𝛽[, strictement positive sur
]𝛽, 1[ et strictement négative sur ]1, +∞[.
𝑓 est strictement croissante sur ] − ∞, 𝛼], strictement décroissante sur [𝛼, 𝛽], strictement croissante sur
[𝛽, 1] et strictement décroissante sur [1, +∞[.

Étude en l’infini : En +∞ ou −∞, G a une limite réelle et donc 𝑓 tend vers 0.

Exercice 3 : Déterminer lim
𝑛→+∞

∫
𝜋
2

0
sin𝑛(𝑥) d𝑥.

Correction : avec 𝜖.

Exercice 4 : Soit 𝑓 ∶ ℝ ⟼ ℝ continue en 0.

Déterminer lim
𝑢→0

∫
𝑢

0

𝑢
𝑢2 + 𝑥2 𝑓(𝑥) d𝑥.

Correction : Poser ℎ = 𝑥
𝑢
. La réponse est 𝑓(0)𝜋

4
.

Exercice 5 : Déterminer ∫
𝑥

sin(ln(𝑥)) d𝑥 sur un intervalle à préciser.

Correction : ∫ sin(ln(𝑥)) d𝑥 = 𝑥
2

(sin ln(𝑥) − cos ln(𝑥)).

Exercice 6 : Calculer ∫
𝑥

𝑥𝑒𝑥 cos(𝑥) d𝑥.

Exercice 7 : Déterminer I𝑛 = ∫
𝜋

0
cos(𝑛𝑥) cos𝑛 𝑥 d𝑥 et J𝑛 = ∫

𝜋

0
sin(𝑛𝑥) cos𝑛 𝑥 d𝑥.

Correction :

A𝑛 = I𝑛 + 𝑖J𝑛 = ∫
𝜋

0
𝑒𝑖𝑛𝑥 cos𝑛 𝑥 d𝑥

= ∫
𝜋

0
(𝑒2𝑖𝑥 + 1

2
)

𝑛

d𝑥

= ∫
𝜋

0
(𝑒2𝑖𝑥 + 1

2
)

𝑛−1 𝑒2𝑖𝑥

2
d𝑥 + ∫

𝜋

0
(𝑒2𝑖𝑥 + 1

2
)

𝑛−1 d𝑥
2

= [ 1
2𝑛

(𝑒2𝑖𝑥 + 1
2

)
𝑛

]
𝜋

0
+ 1

2
I𝑛−1 = 1

2
I𝑛−1

On en déduit A𝑛 = 1
2𝑛 A0 et donc I𝑛 = 𝜋

2𝑛 et J𝑛 = 0.
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