lest n°31 G

Séries numériques

(Démr\i'tiOn |+ Soit (u,,),ecy une suite réelle ou complexe. \
e On appelle série de tevme ca@/rue)lap/ u,, , notée Zuw Z“n ou Zun , la suite
n=0 neN

(S,,)nen définie par :
VnE D\I, Sn:u0+ul++unzzuk
k=0

Vocaeulaire : Pour tout entier n € N,

o S, s’appelle la somme partielle de rang n.

e On dit que la série Z u,, converge lorsque bo suite des sommes the&m (Sr)nen

n=>0
OO’TVUP)‘L%@.

Vocearulaire :Dans le cas de convergence,

o On appelle reste de rang n I’élément R, défini par :

+o0
R,=8-8,= ) u.

k=n+1

\ e Lorsque la série ne converge pas, on dit qu’elle ch/wuae . )

Remaraues et commentaires :

+00
— Ecrire la somme infinie Z u,, suppose vaﬂ«uL@mgnJ; que lo sénie converge.
n=0

— Enfin, remarquez que Sy, = uy et Vne N, u, =S, —S,,_;.

( )

Exemple 2. : Les séries géométriques de la forme Z z™ ou z est un nombre complexes sont convergentes
neN
si, et seulement si |2/ <1 etona:

+oo
1
YneN, S :E b= .
" " k:oz 1—z]

Dans ce cas, R,, =

L 1—2z
r 2
Proposition S : Soient Zun et Zvn deux séries & levme WD%
neN neN
(i) SiVneN, u, T O (v,,) alors %vn conenge = %un conenge.
n n
(i) Siu, W Vno alors %un et %vn sonk de méme mature.
n n
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Exercice | © Etudier la série de terme général In (1 + —) et donner sa limite.
n

1
VneN, u, =In (1 + 7> =1In(n+ 1) —In(n).
n

o srie S In (1+%), de méme natune que (In(n), ., ook done divengente vors +oc.

neN*

Théoréme L -
Si f:[0;4o00[ —> R, est une fonction conbinue , Wue et décwoinbante

alors Q@me(n) et ?o,m</nf(t)dt> sont  de méme mature .
0

nelN

e N
Méthode 2. (Encadrement d'une aire par des sommes) :
SOOWnJJ ng €Neb f: [no;-l-oo[l—)ﬂ?wmbi/mebfrwwfofrw.

Hlona,

Si f est croissante : Yk >ng e t € [k;k+1]

(fj f(k)>—f(n) < / fitydt < (Z f(k)>—f(no)~

k=ng k=ng

e a
Méthode 3 (Encadrement d'une somme par des aires) :
Sooient ng € N et f: [no;—i—oo[l—}[Roomﬂmue&momobome.

Fllona,

Si f est décroissante : Vk > ng+1,

n+1 .
/ fae < Y7 fk) < f(no>+/ £(b) dt.

Détinition 2 : Soit o € R.

. 1
On appelle série de Riemann la série  de levme géné —

ne’

: Inn
Exercice 2. ¢ Déterminer la nature de la série de terme général u,, = ——

n2n’
ﬂjouh,ne[]\l*, un%bcohnecb@mmbde%md}[\obm%
De jlnin—>0d0/n,o<h17n) enl une buike bornse umo@zboimhé@ﬂro&h’%AeJ&ma:
F‘QN/@ neN PM

n n—-+oo n

1 A
VneNt 0 o ¢ 2
n2m AL

W%t?e@vmdlwwm%mmmwwoﬂ?@ﬂ@
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Inn

@W@%medemz[wmm@@mnezwnzn ocyn/m@i%e

~

Alors,

m Sil=1, %TIB[\BLJLT\D/&/COMCQAJJIB

m Sif>1, la série Zun dwsmje cjmwemwmt

u
Proposition & : Soit Zun une série d terme  shuictement positif tel que —4L —— £
un

n——+oo

Théoreme 9 (CV < CA) : Soit (u,,),cy une suite d’éléments de K.

SiZun %J:aﬁm&ymm,toozn/m%mre alors efﬂewn/u@xae

Exercice 3 : Sans justification, complétez le tableau avec les séries ci-dessous :

Z(—D"n 3 Z_T

cos(n)
Zsin (%) Z

nt

1
@Zm

1
@ > %

Séries convergentes

Séries divergentes

][] [e]
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Test n°31 D
Séries numériques
/Déﬁir\i'tiOn | - Soit (u,,),ecy une suite réelle ou complexe. \
e On appelle sénie de tevme %e/nma@ u,, , notée Zuw Z“n ou Zun , la suite
n=0 neN
(S,,) nen définie par :
n
VnE D\I, S’I’L :U0+ul+...+un :Zuk
k=0
Vocearulaire :Pour tout entier n € N,
o u,, s’appelle le tervme %ynenaf de rang n.
e On dit que la série Zun converge lorsque b suite des sommes ra/bbegze@ (Sr)nen
n=>0
Vocaerulaire :Dans le cas de convergence,
400
o la limite de (S,,),,c) est notée Zun et appelée  somme de lo sénie :
n=0
+o00
2t =l S
e Déterminer la nature d’une série revient & se oder lo Wm de ba conergence.
En particulier, deux séries sont dites de méme nature si Mot sont toukes,  les dewco
Remarques et commentaires :
— Dans le cas de convergence, on peut remarquer que la suite (R”)neN fend wern 0 :
lim R, = lim S-S, =0.
n—-+00 n—-+00
Le reste d’ordre n représente  lerrewn commise Qohbﬂue Con wwfaw lo somme S
Exemple | : Les séries arithmétiques de la forme na ou a est une constante sont i i
2 Pofouns dinengentzs
dés que a # 0.
( )
Proposition | (Série télescopique) : La suite  (u,).oy €t la série Z (un g = un> sont
eN
de méme mabune et on a : "
n
VneN,S, = Z (uk+1 —uk) = Uy, 1 — Y-
k=0
\
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Test n°31 D
Exercice | © Etudier la série de terme général ————— et donner sa limite.
k(k+1)
S B SIS
PEE IR TRk YD) Tk k4l
1 1
L . 1 lim 1—
Lo TLEZN* k(k+1) de e (n)new*' enk notee 41
Proposition 3 : nglfoo u, =0 ;e%un converge .
-
Proposition S : Soient Z u,, et Z v, deux séries & levme Pomh{%
neN neN
u, <,
(i) SiVneN, q ou alors Zun dme)uae = Zvn dmmae.
u = O (Un) neN neN
n—-+0oo
\
-
Méthode 2 (Encadrement d'une aire par des sommes) :
SOOL@nb nyg € Neb f: [n0;+m[l—>anh/nueet¢wwbom.
Mo,
Si f est décroissante : Vk>ny et t € [k;k+1]
n n n
(Z f(k)> —f(no) < / fydt < (Z f(k)) — f(n) .
k=ng ng k=ng
.
e
Méthode 3 (Encadrement d'une somme par des aires) :
Soow/nt nyg € Neb f: [no;—i-oo[l—)ﬂ?wnbixmeeb'nmotow&
Mo,
Si f est croissante : Vk >ng+1,
o n n+1
fow)+ [ < 3 fw) < [ o
ng k:no no
\.
— 1 . .
Proposition 7 : Z — converge si, et seulement si o> 1
neN*
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(
U
Proposition & : Soit Zun une série d terme  shrictement positif tel que —4L —— ¢
Uy, N+
Alors,

m Sif <1, la série Zun conenge.
mSif=1, mmwrmmw}&m

n2

Exercice 7. . Déterminer la nature de la série de terme général u, = W
n—1)!

?mn}l,un%bwmedj@mm&dé%iﬁwgtromb;%
EDeFJZW,

2 1\ 2
TL2 ?’l' ’I’L3 n—+o0o 1N, n—+oo

@‘W%@%Qeded'%nﬁ%%wmde@m%énédunw.

Définition + : Soit (u,,),cy une suite d’éléments de K.

On dit que la série Zun converge absolument si bo sénie Z [, conuenge.

Exercice 3 : Sans justification, complétez le tableau avec les séries ci-dessous :

sin(n)

1 !
Zﬁ Zg_n Zn4

1

—_1)" 1 in | —

> > QX ()
Yo

Séries convergentes Séries divergentes

1131 el
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