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Dans tout ce chapitre (£2;P) représente un espace probabilisé fini et E désigne un ensemble
quelconque.

Q VARIABLES ALEATOIRES

Définition

Définition | : On appelle variable aléatoire sur  a valeurs dans E toute application X de
Q) dans E.
X:Q+— E.
Si E C R, on parle de variable aléatoire réelle raccourci en v.a.r .
Remaraues :

— une variable aléatoire est une fonction!
— Comme 2 est fini, une variable aléatoire X : {2 — E prend un nombre fini de valeurs.

L’ensemble de ces valeurs peut s’écrire X(Q) = {z{,...,x,} oun € N* et Vk € [1;n],
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Exemnmple | : On tire au hasard une carte d’un jeu de 32 cartes.
L’univers est Q = {79, 7¢,74,7&,89,-- AV A¢ AN Ad}.
On gagne :

10 euros si la carte tirée est ’as de coeur;

5 euros si la carte tirée est un autre as;

2 euros si la carte tirée est un valet, une dame ou un roi;
e —1 euro sinon. On perd donc!

On peut modéliser le gain par une variable aléatoire

Q — R
AY — 10
X A — 5
-
R - -1
KEn particulier, X(2) = {—1,2,5,10} et X7 1(5) = {A®, A, Ad}. y

Image d’une variable aléatoire, Image réciproque

N\

Dérinition 2. : Soit X une variable aléatoire sur 2.

= L’ensemble X(Q2), image directe de 2 par X, est appelé support de la variable aléatoire.

m Soit A une partie de E.
o L’événement X 1(A) = {w € Q/X(w) € A}, image réciproque de A par X, est
habituellement et abusivement noté (X € A).

Dans le cas ou A est un singleton {z} ot « € E, on emploie plutdt les notations
(X = x) au lieu de (X € {z}).

o La probabilité P(X~(A)) de I’événement (X € A) est notée P(X € A), celle de
X=2z), PX=xz).

Dans le cas de v.a.r , on note P(X < z) au lieu de P(X € |—o0; z]).

. .

Exemple 2~ : Dans I’ exemple (1),

o le support de la variable aléatoire X est X(2) = {—1,2,5,10}.
o (X < 12) est ’événement certain et (X = 7) est I’événement impossible.
e (X =5) désigne ’événement : {A¢, AN, Ad}.
3

On peut aussi le lire : « Gagner 5 euros », et on a P(X =5) = P({A¢%, AN, Ad}) = 33"

Exemple 3 : On lance deux fois un dé bien équilibré a 6 faces.

= L’univers de cette expérience aléatoire est 'ensemble des couples de [1 ;6] donc Q = [1;6]°.
= Le dé étant bien équilibré, la probabilité sur €2 est uniforme.
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= On peut définir la fonction S sur 2 qui donne la somme des valeurs obtenues lors des deux lancers.

S est une v.a.r sur Q de support S(Q2) = [2;12].

Ainsi,
S: [1;6]° — [2;12] .
(455) = i+J
o (5=2)={(1;1)}.
e (5=3)={(1;2),(2;1)}

e (S=17)={(1;6),(2;5),(3;4),(4;3),(5;2),(6;1)}.

. (5=12) = {(6;6)).

On peut alors remarquer que les événements (S = k), ;<10 forment un systéme complet d’événements

\_ de Q. y

s N
Théoreme | - Soit X : Q + E une variable aléatoire de support X(2) = {z4,...,x,} ou
neN et Vke[l;n], z, € E.

Les événements (X = z;), (X = z5), .., (X = x,,) forment un systéme complet d’événements
de Q appelé le systeme complet d’événements associé a X.

En particulier, si on pose pour tout entier k € [1;n], p, = P(X = x;,) alors :

|— Preuve : CJ(X =) = Lnj X (z,)) = %1 (U {xk}> =X R(Q) = Q & & eth dain
k=1 k=1
C1Me

= k=1
R=z)N(R=a;) =D vi i +j.

Fonction d’une variable aléatoire
Une variable aléatoire réelle est une fonction.

m On peut donc, grace a deux variables aléatoires réelles X, Y, définir leur somme X + Y, leur
produit XY, le produit par un scalaire AX qui sont de nouvelles variables aléatoires.

Par exemple,

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXX : Variables aléatsires ﬂ
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Dérfinition 3 (Somme de variakles aléatoires) :  Soient X et Y deux variables aléa-
toires définies sur 'univers Q et A € R.

e On appelle somme des variables aléatoires, notée Z = X + Y, la variable aléatoire
définie sur €2 par :
Vwe Q, Z(w) = A(w) + Y(w).

e On appelle produit des variables aléatoires, notée Z = XY, la variable aléatoire
définie sur 2 par :
VweQ, Z(w) = X(w) x Y(w).

e Pour une v.a.r X, on appelle produit par un scalaire, notée Z = A\X, la variable
aléatoire définie sur  par :

VweQ, Z(w) = Mk (w).
N 4

Exemple 4 :
e On lance cinq dés équilibrés et on compte la somme des nombres obtenus.
Soit X la variable aléatoire correspondant a cette somme.

Alors, on peut écrire X sous la forme X = X, + ... + X5 ou, pour tout k € [1;5], X, correspond
au résultat du dé numéro k.

X # 5 x X;. L’ensemble des valeurs prises par X est {5; 6; 7; 8; 9;...; 30} (somme
ATTENTION possible des 5 dés) alors que 5 x X; ne peut prendre que les valeurs 5, 10, 15, 20, 25
et 30.

e On lance 20 fois une piece de monnaie et on note X la variable aléatoire comptant le nombre de
pile obtenu.

On peut écrire la variable aléatoire X sous la forme X = X, + X, ...4+X%, ou, pour tout k € [1;20],
X, =1 si on a obtenu pile au k™€ lancer et X, = 0 sinon.

\ v

Exercice | : Lors d’une soirée au casino, Nadege décide de tester différents jeux : une fois la
roulette et deux fois les machines & sous.

Elle note X la variable aléatoire correspondant au gain total remporté.

Pour faciliter I’étude, elle écrit X = X; + Xy + Xs.

A quoi les variables aléatoires X, Xy et X5 peuvent-elles alors correspondre ?
E Yvann souhaite écrire X sous la forme X = X, + 2X,.

A-t-il raison 7 Justifier.

m On peut également composer la variable aléatoire réelle X : 2 — R par une fonction réelle
f: R+— R. On obtient alors une nouvelle variable aléatoire

foX:QrH—R.

Exenple S © Soit f : ® > ax + b une fonction affine. Alors f(X) :  — R notée

w +— aw+t+b
f(X) =aX+b.

ATTENTION Cette variable aléatoire est généralement notée f(X) mais il faudra bien com-
prendre f o X.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXX : Variables aléatsires
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Loi d’une variable aléatoire

Une variable X aléatoire étant donnée, on cherche a déterminer la probabilité d’obtenir un élément
de X(Q).

Dans 1" exenple (1) :

€T —11] 2 5 10

1 3] 3|1

P(X = S22 =
E=2) 5 15|35

1
Mais on peut aussi définir P(X € {2,5,10}) = 7

La loi de probabilité de X, notée Py associe a toute partie A de X(2) la probabilité P(X € A).

e h
Définition 4 : Soit X : © +— E une variable aléatoire sur un espace probabilisé fini
(Q,P).

On appelle loi de probabilité de X, notée Py, Papplication

Py: X(Q) — [0;1]
xr +— PX=uz).

Exercice 2 : Un sac contient 6 jetons : deux numérotés 1, trois numérotés 2 et un numéroté 3.
Chaque jeton apparait avec la méme probabilité. On tire simultanément trois jetons. On note X
la somme des numéros portés sur les trois jetons.

Déterminer la loi de X.

( )

Proposition 2.« Soit X: Q +— E une variable aléatoire de loi de probabilité Py.
L’application Py, définit une probabilité sur 2 et on a :
VAEP(R(Q), P(ReA)= ) PX=xz)= ) Pya).

zeX(Q) zeX(Q)
TEA TEA

Preuve ZEE@ théoréme (1) qbbu/wdea,oaﬁue Py %bwnerfuogofw&b@ ?mbmmwnvmebbmoub
Fe@lmomrubwetmombwm—@edmmgnb:

— On o bien VA CX(Q), Py(A)e[0;1] puisque Py(A) =P(X € A).
- Py(R(Q) =P(X e X(Q2)) =P(Q) =1
~ Soient A, B vont deucs anties disjointens de X (€2). On o P,(AUB) =P(X € AUB).
On, (X € AUB) =X H(AUB) = X1(A) UX}(B).
De [sz X7H(A) N X (B) = XHANB) = X7(0) = 0 enbraine que les susmements X1(A)

et X71(B) sonk wwmh%
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C)m Q/Oﬁyu):

=Py (A) +Py(B)
[ cofru:?u)bwm Py ent bien une [Vu)ﬂu&,@vte
éxemple [ : Reprenons I’ exenple (3) \
card (S = 2) 1 card(S=7) 1
* PG=2) card (2) 36 * PE=17) card (2) 6
card (S = 3) 1 ° ..
P — = - = .
* P(5=3) card (2) 18 e P(S=12) = card(§=12) 1
¢ N T card(Q) 36
L’application Pg: [2;12] — [0;1] est la loi de probabilité de S.
k — P(S=k)
On peut regrouper les résultats dans un tableau :
k 2 3 4 |5 6 | 7| 8 | 9|10 | 11 | 12
po—m | L | L[ L[|zt
36 18 12 |1 9|36 | 6| 36 |9 12 18 | 36

On peut aussi représenter la loi de S par un diagramme en batons :

|
5 6 7 8 9 10 11 12 %X

12
1 —
36
3 2 - D1t b b y B 3 0 1 21013
I
4

Pour toute partie A de S5(€2) = [2;12], on peut alors calculer la probabilité de I'événement (S € A).
Par exemple, P(S € {4,6,11}) =P(5=4)+P(S=6)+P(S=11)

1 5 1 10 5 ‘
\ = Po(4) + Ps(6) + Ps(11) = 75 + g5 + 72 = 36 = 1g- /

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXX : Variables aléatsires ﬂ
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Q ESPERANCE D’UNE VARIABLE ALEATOIRE REELLE

Définition

( )
Détinition S : Soit X : €@ +— R une variable aléatoire réelle de support
X(Q) = {xl,---,xp} oup €N etVke][l;p], z, €R.

= On appelle espérance de X, notée E(X), le réel définit par :

E(X) = Z:cip(x =z)= > 2P(X=az).

zeX(Q)

= On dit que X est une variable centrée si E(X) = 0.

Remaraues :
Dans les démonstrations et les résultats plus théoriques, on reviendra souvent a
=D X@)P{w}).
we

@ L’espérance correspond a la moyenne des valeurs prises par X, pondérée par leur probabilité.
C’est donc un indicateur de position.

( A
Exenple T : Reprenons 'exemple 1’ exenple (1)

T -1 2 5 10
1 3 3 1
PX=2ll 3 |5 |% | =
.y 1 3 3 133
L’espérance de X est E(X) = (1)><§+2><§+5><3—2+10><§ 3—2—1,03euros.

C’est la somme qu’on peut espérer gagner par partie en moyenne, en jouant de nombreuses fois.

Exemnple & : Et si nous reprenons 1’ exemple (3)

1 1 1 1 1L
Linéarité
s N
Proposition 2 © Soient X: Q +— Ret Y: Q — R deux variables aléatoires réelles sur 2

fini.

Linéarité : Vo, 8 € R, E(aX + BY) = aE(X) + BE(Y).
En particulier, E(aX + 8) = oE(X) +

Positivité : Si X > 0, alors E(X) > 0.

Croissance : Si X <Y, alors E(X) < E(Y).

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXX : Variables aléatsires u
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Inégalité triangulaire : |[E(X)| < E(|X)).

La notation X > 0 est un tantinet abusive et signifie que la fonction X prend des valeurs

ATTENTION positives sur Q i.e. Vw € Q, X(w) > 0.

De méme X <Y <= Vwe D, A(w) < Y(w).

Preuve :
|_Linéarité : Joient a,BER.

E(aX+ 5Y) = Z P({w})(aX + BY)(w)

weN

=Y P{wh)(aX(w) + BY(w)

weN

=a) PH{wh)X(w) +8) PHuhY(w)

we we
= aE(X) 4+ SE(Y).
Positivité : £ % >0, alons E(X) ek wne somme de nombres, W@o donc ..
Croissance : X <Y <= Y—-X>0 = EXY—-X) >0
= EY)4+E(-X) >0 = E(Y)—E(X)>0.

Inégalité triangulaire : Jan d,e%mmm, de lo waleur albsolue, Vw € O, — [X(w)| < X(w) < [X(w)|.

?M@Wﬂmd&m@oﬂ&éd@@eﬂmo«v@m:

—B(X) < B(X) < B(X)).
—1

Exercice 3 : Un forain a construit un appareil de jeu contenant six boules blanches et trois
boules rouges. Lorsqu’on introduit un jeton dans l'appareil, trois boules prises au hasard tombent
dans un panier. Si les trois boules sont rouges, le joueur gagne 100 €; si deux des boules sont
rouges, il gagne 15€, si une seule est rouge, il gagne un lot de 5 €. Le prix du jeton est fixé a 8 €.

‘ Soit X la variable aléatoire désignant la somme gagnée par le joueur.

Déterminer la loi de X, et calculer son espérance. En déduire le gain moyen du forain.

‘ L’appareil ne s’avérant pas suffisamment rentable, le forain envisage deux solutions : aug-
menter de 1 euro le pris du jeton ou bien ajouter une boule blanche dans I'urne. Quelle est
la solution la plus rentable pour le forain?

Formule de transfert

s

Théoréme H+ : Soit X : 2 — R une variable aléatoire réelle de support X(§2) = {xl, e zp}
oupeNetVke([l;p], z, €R.

Soit f: X(Q2) — R une application a valeurs réelles définie sur X(2).

Alors :

E(f(X)) = E(fX) ZZP = ) f(z)-

p
k=1

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXX : Variables aléatsires ﬂ
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|_ Prewve : Bon ddnition, E(F(X)) = 3 P({uh) F(X(w)
9

weN

mne%hou/[w?%wb%,o[weX( =z, %PmamLQ {w/ RK(w )—xl}fgebglgohm,@nﬁazo)wum
WW@'MM@Q&maP(Xz@)zP(U {w}) = > P({w}).

we; we;

=) PHwH(feX)(w) =D PHwhf(

weN weN

p
O 0= (J 9 (humson, dsnénaments dipint)
n, 1:le RO

( )

Exemple 9 © On reprend I’ exenple (3) ot S est la variable aléatoire qui donne la somme des valeurs
obtenues lors des deux lancers.

Par exemple, on a alors :

12
1 1 1 329
2):232><P(S:s):22><%+32><ﬁ+ 122X =

@ VARIANCE ET ECART-TYPE D’UNE VARIABLE ALEATOIRE REELLE

I11.1§ Définitions

r

Détinition & (Variance) : Soit X : Q — R une variable aléatoire réelle.

On appelle variance de X, notée V(X), le réel :

V(X) = E((X - E(X))2>.

Proposition S (Formule de Ko nia—Huyzens) @ Soit X @ Q — R une variable aléatoire
réelle.
Alors :

V(X) = E(X?) — E(X)2.

r Preuve : Rsons m = E(X).

F. P&CCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXX : Variables aléatsires
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Pomme (X—m)2 = X% —2mX +m? lons
E((X —m)?) = BE(X? — 2mX + m?) = E(X?) — 2mE(X) + m? = E(X?) — m2.

—

Proposition 5 : Va,5 €R, V(aX + ) = a?V(X).

|— Preuvei%negmam'%brabmﬂumeﬁ&w‘%ﬁdedéueﬂomvem:

V(aX + ) = E((aX + § — E(aX + §))°)

= E( ozX—i—X aE(X X )
— B(a2(X — E(X))?)

o’E((X —E(X))?)
= a?V(X).

—

Comme (X —m)? > 0, la variance V(X) = E((X —m)?) est positive. Ce qui permet la définition

suivante :
( N\

Définition T (E cart—type) :  Soit X une variable aléatoire réelle.

On appelle écart-type de X, noté o(X), le réel :

\,

Remaraue : Une v.a.r Z: Q+— R est dite centrée si E(Z) = 0 et réduite si o(Z) = 1.
X — E(X)

=0 est centrée

Par exemple, si X : Q — R est une v.a.r telle que o(X) > 0 alors Z =

réduite

Inégalité de Markov et Bienaymé-Tchebychev

e A

Théoréme 1 (INéaalité de Markov 1)) : Soit Z : Q — R une variable aléatoire réelle po-
sitive.

Alors :

|— Preuve:ﬁoth:QHRumummﬂﬁeomm%weta>O.
E(Z)= Y PZ=2= > zPZ=z2+ Y zP(Z=2x)

2€Z(Q) zEZ>(Q) ZEZZ<((§Z)
zza

O, Z ek positive ie. ¥z € Z(Q), 2 > 0.
Done, Y 2P(Z=2) >0

z€Z(Q2)
z<a

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXX : Variables aléatsires m
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s, B(2)> Y~ P(Z2=2> > aP(Z=2)=a Y P(Z=2)>dP(Z>a)

z€Z(QY) z€Z(Q) z€Z(Q2)
zza zza zza

P(Z>a)
ﬂ)'w@ew&a%m@%mm&mma>o.
1

L’inégalité de Markov donne une majoration de la probabilité quune variable aléatoire réelle a
valeurs positives soit supérieure ou égale a une constante positive.

( )
Théoréme 8 (Inéaalité de Bienaymé-Tcherychev) :  Soit X une variable aléatoire réelle
d’espérance m et d’écart-type o.

Ve>0, P(|[X—m|>2¢e)< =

Preuve :?ﬁmem%mw%d'Wm@deWV(X)zaz
|_5004L€>0.©npobeb1@>mhmp£@@mmLZ:(X—m)2 quir ool une wan posilive of @ = €.
ED'W le théoréme (7),

P(Z>a) < EEIZ) = P((X—m)2 > 52> < E((X;m)2>
O X=m)2>e? <= [X—m|>¢ o E((X—m)2> = V(X) = o2 wade%/mm
@oxn/o, emn ,
Pl —m| > ) < 5.

—

Remaraue : Cette formule fournit un majorant de 'erreur quand on estime que X €lm—e, m+e¢|.

Pour tout € > 0, P(|X —m| > €) est la probabilité pour que X prenne des valeurs éloignées de
E(X) d’au moins e. Cette probabilité est faible dés que V(X) est petit et que € est grand.

L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev vise donc & montrer que la variable aléatoire X prend des
valeurs proches de E(X) avec une grande probabilité, mais elle donne, en général une majoration
assez grossiere.

|1]. Andrei Andreievitch Markov (1856-1922) est un mathématicien russe.
Il est considéré comme le fondateur de la théorie des processus stochastiques.

Un peu dhistoire : En 1874, il entra a la faculté de physique et de mathématiques de ['université impériale
de Saint-Pétersbourg. Il participa au séminaire dirigé par Korkine et Zolotarev, et assista a des conférences de
Tchebychev, le directeur du département de mathématiques. Celles-ci étaient particuliérement stimulantes pour
Markov, car Tchebychev encourageait souvent une atmosphére de recherche en posant de nouvelles questions et
problémes pour que ses étudiants y réfiéchissent.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXX : Variables aléatsires 11 |
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Q LOIS USUELLES

IV.1” Loi uniforme

( )
Détinition & :  Soient X : Q +— R une variable aléatoire réelle et A = {z,-,z,} ou
n €N et Vk € [1;n], z;, € R, un sous-ensemble fini non vide de R.

On dit que X suit la loi uniforme sur A et on note X ~» U(A) lorsque :
= X(Q2) =A.
1
m Vke[l;n], P(X:ka):ﬁ-

Remarques :
— Cest en fait la loi d’équiprobabilité sur A.

x Ty | Ty z,
1] 1 1
PX=2x) || — | — —
n|n n

— On retrouve souvent dans les exercices la loi uniforme sur [1,n] :

T 1] 2 n
111 1

PX=z)| - | = —
n|n n

Par exemple, le résultat d’un lancer de dé supposé honnéte suit la loi U ([1, 6]).

Proposition 9 : Si X ~» U([1,n]) alors :

n+1 n?—1

E(X) = —

|— Preuve
E(X):-><1—|——><2+..._|__Xn:_(1+2+m+n):_Xn(n+ ):n+ .
n n n n

V(X) = BE(X?) — E(X)Q

(lxl2 Zx 22 4. +lxn)—(n+1>2
n 2

1

n’

n

n+1)(2n+ 1) (n+1)?

6 4
21
12
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‘ Loi de Bernoulli

( )

Définition 9 : Soient X : > R une variable aléatoire réelle et p € [0;1].

On dit que X suit la loi de Bernoulli de paramétre p et on note X ~» B(p) lorsque :

n X(Q2) ={0,1}
n PX=1)=pet P(X=0)=1—p.

On pose souvent g =1 — p.

Remaraues :

— En résumé :

x 0
PX=z)|[1-p|p

— Cette loi modélise le succes (X = 1) ou I’échec (X = 0) a une expérience aléatoire donnée.
p est la probabilité de succes.

On dira donc qu’une expérience aléatoire est une épreuve de Bernoulli lorsq’elle admet
seulement deux issues possibles, moralement appelées échec et succes.

— L’arbre correspondant s’appelle une épreuve de Bernoulli.

4 N\
Exemple IO :

= Le jeu du pile ou face : On considére par exemple comme succeés « obtenir pile » et comme échec

« obtenir face ». 1
p= 3

= On lance un dé et on considére par exemple comme succes « obtenir un six » et comme échec « ne pas

obtenir un six ». 1

p=g-

= Interroger une personne dans la rue et lui demander si elle est gauchére est une épreuve de Bernoulli
de succes S « la personne est gauchere ».

p=~0,13.

Proposition IO : Si X ~» B(p) alors :

E(X)=p et V(X) =p(1 —p).

|— Preuve:%w%xbd'onfyymwe@dégmth:
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_EMX) =1xP(X=1)+0xP(X=0)
=1xp+0x(1l—p)
— .

~ V(X)) =P(X =1)(1—EX))* +P(X =0) x (0—E(X))”
=px (1=p)*+ (1 —p) xp?
=p(1—p)((1=X)+X)

=p(1—p).

Loi binomiale

Définition IO : Soit n € N*.

On appelle schéma de Bernoulli (d’ordre n) toute répétition de n épreuves de Bernoulli
identiques et indépendantes.

\

P _

S/ 1, S

B R
I

S

I\

9]

%)/
/ \"6
/
hN]
»n U

~
kN
v
/ 3
IS

/

v

Figure XXX.1 — Schéma de Bernoulli d’ordre 3.

Exemple | :
» Soit n un entier naturel non nul.
Répéter n fois chacune des expériences de I’ exensple (10) est un schéma de Bernoulli (d’ordre n).

= On peut aussi considérer une urne opaque dans laquelle ont été placées une boule verte et deux boules
bleues, toutes indiscernables au toucher.

On préleve alors une boule dans cette urne, on note sa couleur, puis on remet la boule dans
P'urne.
‘ On répéte ainsi dix fois ’expérience et on s’intéresse aux boules bleues obtenues.

Chaque tirage est une épreuve de Bernoulli de succes S : « La boule est bleue » dont la probabilité

o2
es = —.
P=3

‘ Comme les dix tirages se font avec remise, les tirages sont identiques et indépendants : on a bien

un schéma de Bernoulli (d’ordre n = 10).

.

v

La variable aléatoire X comptant les succes peut prendre toutes les valeurs entre 0 et n donc

X(Q2) =[0;n].
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Soit k € [0;n]. L’événement (X = k) est réalisé si on obtient exactement k succes et n— k échecs.
La probabilité de chacune de ces branches est p*q™*.

Enfin, lors de ces n épreuves, il y autant de maniéres d’obtenir k succes (et donc n — k échecs)
que d’anagrammes d’un mot de n lettres contenant k lettres S (pour succes) et n — k lettres E

|
(pour échec) i.e. m = (Z)

Finalement, Vk € [0;n], P(X =k) = (Z) pr(1—p)" .

4 )
Définition || Soient X : € > R une variable aléatoire réelle, n € N tel que n > 2 et
p€[0;1].

On dit que X suit la loi binomiale de paramétres n et p et on note X ~» B(n,p) lorsque :
m X(Q) =[0;n].

s Vke[0;n], PXK=k)= (n)pk(l —p)n k.

X 0 1 2 3 1 5 6 7 8
P(X =Fk) | 0,004 | 0,031 | 0,109 | 0,219 | 0,273 | 0,219 | 0,109 | 0,031 | 0,004

Figure XXX.2 — Représentation (symétrique) de B(8; 0, 5).

Remarque : On peut vérifier que :

S Px=k =3 (Z) prL—p)

k=0 k=0
=p+1-p]"
=1.
Exemple 2 (Classi@ue) :  Une urne contient des boules blanches et noires avec une proportion p de

boules blanches.

On pioche n boules avec remise et on note X la variable aléatoire donnant le nombre de boules blanches tirées
apres les n tirages.
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PX=k)+
’=~
0,3 1T " ~\
, N
v *
0,2 + ’ \
\
’ \
0,1 1T ', \
’ ‘\~
| L I~

X 0 1 2 3 4 ) 6
P(X=k) | 0,046 0,187 | 0,311 0,276 0,138 0,037 | 0,004

Figure XXX.3 — Représentation (asymétrique) de B(6; 0,4).

X suit une loi B(n,p).

Exercice 4 : Une personne sur 1500 est daltonienne. Combien de personnes doit-on choisir
pour étre sir a 95% d’avoir au moins un daltonien ?

Proposition | : Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de parameétres n et
p. Alors,

E(X) = np.

|— Preuve:?memwuuﬁﬁeaféoWwme@oa&mmﬂederammn&p.
C

alcul direct :

k=

n—1 n—1
=n ( ) pk+1(1 _p)n—k—l
k=0 k

-
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%o«bhecamnoﬁ?@ed.éwe?oﬁmﬁd&<p+<1*p))n71:1n71:1:

Done, E(X) = np.
X vue comme une somme de v.a.r : JU(;M,@QMW Xy, Ky, ., K, bt wanialles alsatoines ansocisen

@wr}ve@@o, , On Qo

EX)=EX,+%,+ ..+ X,) =EX)+EX,)+...+EX,)=p+p+..+p=np.

—

Exercice S : On considére qu’a un concours, un candidat a 20% de chances de réussir. On
prend un groupe de 25 candidats au hasard.

Quelle est la probabilité qu’au moins un candidat réussisse ?
‘ Quelle est la probabilité qu’au plus deux candidats réussissent ?
‘ Quelle est la probabilité que dix candidats réussissent ?

‘ Calculer le nombre moyen de candidats qui réussissent sur 25 qui passent le concours.

@ COUPLE DE VARIABLES ALEATOIRES

Introduction

Une urne contient 6 boules numérotées de 1 a 6.

— On en tire une et on note son numéro X.
— On retire alors toutes les boules dont le numéro est strictement supérieur a X.

— On tire une nouvelle boule dont le numéro est Y.

Le support de chacune de ces variables aléatoires réelles est X(2) = Y(£2) = [1;6]. © désignant
I’ensemble des tirages sans remise de 1'urne.

Q) est donc I'ensemble des 2-arrangements de I’ensemble formé des 6 boules de I'urne.
Le couple (X,Y) est une nouvelle variable aléatoire de support [1;6] x [1;6].
On veut déterminer la loi de (X,Y).

Cela revient a chercher, pour tout couple (i;j) € [1; 6]]2,
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ANY 1 2 3 4 5 6 Total
1 ! 0 0 0 0 0 !
6 6
1 1 1
2 — — et
12 12 0 0 0 0 6
1 1 1 1
3 18 18 18 0 0 0 s
4 1 1 1 1 0 0 1
24 24 24 24 6
1 1 1 1 1
5 - = = = = 0 =
30 30 30 30 30 6
6 | L 1 11111
36 36 36 36 36 36 6
T | A2 20 19 37 11 1 [
120 120 120 360 180 36

Commenttaires :

— Ce tableau donne la loi, dite conjointe, du couple (X,Y).

— Les marges (obtenues en sommant les valeurs) comportent les lois de X et de Y. On les
appellera donc les lois marginales.

Lois conjointe et marginale

( )
Définition [ : Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un univers fini  a
valeurs, respectivement, dans des ensembles E et F quelconques.

= Le couple (X,Y) est également une variable aléatoire définie sur 2 a valeurs dans E x F.
= La loi de probabilité du couple (X,Y) est appelée loi conjointe de X et Y.
= Les lois de X et Y sont appelées lois marginales du couple (X, Y).

e )
Proposition 2 (Lois marainales et loi conjointe) : Soient X: Q+— E et Y: Q+— F
deux variables aléatoires sur des ensembles E et F' quelconques.

VzeX(Q), PX=z)= > P(X=z)n(Y=y)).
YEY(L2)

Vyev(®), PY=y) = Y P((XR=z)n(Y=y)).
TER(Y)

Moralité : Si on connait la loi conjointe d'un couple de variables aléatoires (X,Y), on peut
déterminer les lois marginales.

Remarque : En revanche, la réciproque est fausse : si on connait les lois marginales, on ne peut
déterminer la loi conjointe.

Preuve:SDoU:X:QHE umew.@o@E%bum@anﬂQ@ﬂueﬂam%&
|_5004'J3Y! Q—F mwu.@deWY(Q):{yl,...,yn}o@nED\J*et,Vke[[l;n]], Y, €F.

VyEY(Q),@euéuéjn,eﬂnenfb(Y:y)@wwnmim%mem?ﬂetd'@wmnmbdeﬁ.
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VwEX(Q),mWéw;w

(sz)z(sz)ﬁQz(sz)ﬂ( U (Y:y)): U ((nggm(v:y)).

YEY(Q) yeY(Q)

M%M(sz)ﬂ(yzy)mmddm&%m”@ma@@ohb:

P(sz)zP( U <(X:x)ﬂ(Y:y)>>: 3" P((X=2)n(Y=y)).

YEY(2)

EE@WWW%LM%WWP(Y:y).

On représente souvent la loi de (X, Y) sous la forme d’un tableau a deux entrées donnant P((X = z)N(Y =
en fonction des valeurs possibles de x € X(Q2) et y € Y(Q2).

Le tableau ci-dessous illustre le calcul des lois marginales. On note :
e X: Q+— E une v.a de support X(Q) = {zq,...,z,,} oum €N et, Vk € [1;m], z,, € E.
e X: Q+—= F une v.a de support Y(Q) = {y;,...,y,} oun € N*et, Vk € [1;n], y, € F.

] X\ Y H v Ys ‘ ‘ v, H Total \
Ty P11 P12 Pin P(X=x,) :ZPLJ‘
=1
Lo P21 P22 P2.n PX==z,) = sz,j
=1
Lom pm,l pm,Z pm,n P(X:mm)zzpm,j
=1
Total || P(Y=1y,)=> pis | POV=02) =D pio | ~ | PV =5,) =D pirn 1
i—1 i=1 i=1

Loi conditionnelle

Vs N\
Définition I3 : Soient E et F deux ensembles quelconques.

Soient X: Q+—E et Y: Q+— F deux variables aléatoires. Soit x € X(£2).

On appelle loi conditionnelle sachant que (X = x) la loi définie par :

\ v

Exercice £ : On considére une urne contenant 4 boules blanches et 3 boules noires. On tire
successivement 2 boules. On note X la variable aléatoire définie par X = 0 si la premiére boule
est noire et X =1 si elle est blanche. On définit Y de la méme facon pour la deuxiéme boule.
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‘ On effectue les tirages avec remise. Déterminer la loi de probabilité du couple (X,Y) ainsi
que les lois marginales de X et Y. Déterminer la loi de X conditionnée par Y ainsi que la loi
de Y conditionnée par X.

‘ Mémes questions pour un tirage sans remise.

@ VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES

' )
Définition 4 : Soit (£2,P) un espace probabilisé et X, Y deux variables aléatoires sur (2.
On dit que les deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes si et seulement si :

VeeX(Q),VyeY(), P(X=z)n(Y=y)) =PX=2z)xP(Y=y)
\.
/ Exemple 3 : \
A\Y 1 2 3 5 6 | Total A\NY |1 2 3 4 5 6 | Total
1 1 1 1 1 1 1 1
1 | = = = = = = = 1 | = =
36 36 36 36 36 36 6 6 0 0 0 00 6
9 1 1 1 1 1 1 9 0 1 00 0 0 1
36 36 36 36 36 36 6 6 6
1 1 1 1 1 1 1 1 1
13 3 36 36 36 36| 6 510 0 g 00 01 g
1 1 1 1 1 1 1 1
4 | = = = = = =| = 4 = =
36 36 36 36 36 36 6 0 00 6 0 0 6
5 1 1 1 1 1 1 5 00 0 0 1 0 1
36 36 36 36 36 36 6 6 6
1 1 1 1 1 1 1 1 1
O 13 3 3 36 36 36| 6 6 10 00 0 5| &
) IR S R R PO O R R R Y
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
X et Y sont indépendantes
X et Y ne sont pas indépendantes

o

v,

Exercice T : Soient deux variables aléatoires X et Y dont les tableaux des lois conjointes sont

donnés ci-dessous. Lequel correspond & des variables indépendantes 7

ANY 1 2 Total ANY 1 2 Total
1 1 2 1 1 1
1 3 3 P<X:1):§ 1 i vl P(X:1):5
1 1 1 1 1
2 3 0 P(X=2)=3 2 3 3 P(X=2)=
2 1 1
Total | P(Y=1)=% | P(Y=2)=3 1 Total | P(Y=1)=3 | P(¥=2)= 1
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Caractérisation

Proposition [3 : Soient (£2,P) un espace probabilisé et X, Y deux variables aléatoires sur €2.

X et Y sont indépendantes si, et seulement si

VA C X(Q),¥B C Y(Q), P((X € A)m(YeB)) = P(X € A) x P(Y € B)

Preuve :
F@):jmé&atmwammmA:{x}etB:{y}.

(=) : ?WWW&@WWE@%WX,YWMMM
Bonsidénons dewss ensemles A = {z1, 29, ,2,} & B={y1,Y9,,Ys}

i=1j=1
@m@mgwnmn,@nm (Xle)m(Y_yJ)>ze[[l~r]] sont deuce & deuocc , donc
je[tss]
= P (R =) N (Y =y;))
i=1 j=1

Il
=
X
|
&
X
sl
=
|
<
&
X
&
=

=PXe€A)xP(YeB)

Corollaire 3] : Si X,Y sont deux variables aléatoires indépendantes, et f, g sont deux ap-
plications définies respectivement sur X(€2) et Y(2), alors les variables aléatoires f(X) et g(Y)
sont indépendantes.

|— Preuve : foient f: X(Q) —E, g: Y(Q) +—F, z€E £ yeF.

IP(X c f*l({x})mveyl({yﬂ)
IP(X c f’l({x})> X P(Yeg’l({y}ﬁ
IP(f(X) = x)) X lP((g(Y) :y)>-

Ona: P(fX) =2)N (g(V) =)

Fimsi, F(X) & g(Y) sont indépendantes.
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‘ Variables aléatoires mutuellement indépendantes

( )
Définition IS :  Les variables aléatoires X, X,,---X,, sont dites mutuellement indépen-
dantes si, pour toute famille (z,zq,-,x,) € X1 () x Xy(2) x -+ x X, () les événements
(Ky =), (Xy = 25),, (X, = x,) sont mutuellement indépendants, i.e. si, et seulement si

n n n
V (21, Tgs 0 Tp,) € HX@'(Q)7 P (ﬂ(xz = %)) = HIP(Xi = ;).
i=1 i=1 i=1
\
Exemples I+
» Dans le cas d’un tirage avec remise dans une urne, si X; est le numéro de la i®Mme houle tirée, X4, ...,
X,, sont mutuellement indépendantes.
» De maniére plus générale, si on effectue n fois la méme expérience, de maniere indépendante, et si X,
est le résultat de la ¢*™€, X,, .., X,, sont mutuellement indépendantes.

( \

Proposition |4 © Soient Xy, .., X,, des variables mutuellement indépendantes.
n
V(A Ay, Ay) € [T 2(%:(9), les événements (X, € Ay), (X, € Ay), -+, (%, € A,,)
i=1
sont mutuellement indépendants i.e.
n n
P (ﬂ(xi € Ai)> =[P, €A,
i=1 i=1
Toute sous-famille de Xy, .., X,, est indépendante.
J‘

Preuve :
| @

e (e 0)

i=1

(1, (Ue)
ie[L;n] \z;€A;

(o)
(T150y)EA X XA, \i€[1;n]
= Z IP( ﬂ {Xi:wi})

(15T ) EA] X XA, ie[[1;n]

= Z H P ({X; = z;})

(T1,00sxy)EA] X XA, i€][1in]

= Z Z H P ({%X;, = z;})

z1€A;  w,€A, ice[lin]

- (Z P ({%, =m1})) ( > P(x, =9«“n}>)

x €A, T, €A,

n

=[[P%, € A,).

i=1

‘ Quwre & néordomnern (Xq, ..., %,,), on be downe wne bou.b;—gwm},%@ (Xy5 .y X)) ansec p < 1.
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Bun (T1,05mp) € K () X oo X X, (Q), on fobe A, ={z;}siie€[l;p] & A, =Q vinon
@o/lmeb, Qlomlhomrna,edmfe, O/TI/Q/@QO)‘LD :

]P((Xl — )N (R, = xp)>

]P((Xl eANN..N(K, € An))
P(X, € Ay)...P(X, €A,)
PXy =zy)...P(X, =z,) x 1....

Donc Ky, ..., R, vonk indépendantes.
1

Corollaire 4| : Toute famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes sont deux
a deux indépendantes.

ATTENTION I Comme dans le cas des événements, la réciproque est fausse.

Proposition IS (Lemme des coalitions) :  Soit n € N tel que n =2 et p € [1;n —1].
Soient X, ..., X,, une famille de n variables aléatoires mutuellement indépendantes sur €.

Pour toutes application f: RP > Ret g: R" P +— R, f(Xq,...,X,) et g(X, 1, ..., X,) sont
indépendantes.

Preuve : bdmis.
[ _1

“ Application a la loi binomiale

Théoréme |6 : Soient X, .., X,, des variables aléatoires mutuellement indépendantes d’un
espace probabilisé (£2,P) suivant la méme loi de Bernoulli de parametre p € [0;1].

Alors X, + ... + X,, suit la loi binomiale de parametres n et p.

Comme X; comptabilise le succes ou ’échec a la i®me épreuve de Bernoulli, la variable aléatoire
X, + ...+ X,, représente le nombre de succes de n expériences indépendantes ayant probabilité p
de réussir. Une telle variable suit une loi binomiale de parametre n et p.

On vérifie ici cela par le calcul.

Preuve : Roons Y =%, + ... + X%,..
Rour tout i € [1;n], %;(Q) = {0,1} & Y(Q) = [0;n].
$oit k € [0;n], notons

A, ={(zq,...,z,) €{0,1}" /2y + .2, = k}.
A, oo de candinal (Z) sl s s da 2, s . i on: b s, 1 s
W&%WO)WWWW@A,C
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T oot alons, facile do constaten, que ((xlle)m...n(xn:xn)) awec (2, ..., 1,) € A, sont dewcc
@dmmmTob,@Qm

Joins,

P(Y:k):IP( U (ﬂ {Xi:xi}))
(T150y)EAL \i€[1;n]
= Z P ( ﬂ {%X; = 931}>
JEA

(‘Tla“'7wn 7’6[[17n]]

= Z H P({X; =w}).

(T, EAL 1€[1;m]

R les ;) k wallent 1 done k des P(X; = ;) walent p, eb n — k walenk 0 done les 1 — k autres
P(X, = z;) wvalenk 1—p.

Kinsi, Y~ B(n, p).

\ Espérance d’un produit de variables aléatoires indépendantes

Théoréme 1 : Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles indépendantes, alors

E(XY) = E(X)E(Y).

Preuve : Roons R(Q) = {a1,...,z,}, len 2; étant tous distindn o Y(Q) = {y1,...,y,}, len
|_yj gtank tous distincts.

(%Pm@zzxv

On o Z(Q) = {29, (6,5) € [L,p] % [Lal} = {21, 2}, bev 2, ot toun distincts.
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I
.
2
5]
-
=<
I
s&?
D
=
I
&
=
| E— |
&

k=1 iYi=Zk
_3 P(X = z,)P(Y = can les wa. vonk

S| e orer-) e
= Z r,y;P(X = 2,)P(Y = y;)

k=1z;y;=2y
=> ZwiyJP(X =z;)P(Y=1y;)
=D =P(x= IE¢)> (Z yP(Y = yj)> = E(XOE(Y)

=1 Jj=1

R.emarque :@n Fmb aubbi ol ce *w@uﬁb@b comme  umne OTT,&LOIAM\/ du théoréme (4) de
mamgyiwu&ﬂuédf:(x;y)nyd;anumgﬂQeZ:(X;Y).
1

La réciproque est fausse en général comme le montre I'exemple suivant :

Contre-Exemple IS : Soient U et V deux urnes, que Pon remplit, de maniére aléatoire avec
deux boules.

On note X la variable aléatoire qui compte le nombre de boules dans U, Y la variable aléatoire
qui compte le nombre d’urnes vides.

[ [e=o]e=0]x=2] T

’ 2 ‘ P(XY = 2)

1 1
(Y =0) 0 5 0 5 0 1
ATTENTION 1 1 1 2
(Y=1) - 0 - - 1
4 4 2 1 —
2

1 1 1

- - - 2 0

Total 1 5 1 1

Alors P(X = 0) = P(X = 2) = i,lP(X:l): % et P(Y=0)=P(Y=1) = %
On calcule E(X) = 1, E(Y) = % dou E(XY) = % = EMX)E(Y) mais
P(X=0)N(Y=0) =0 # % = P((X = 0))P((Y = 0)). Les variables X et Y ne sont pas
\indépendantes. )
Corollaire [Tl : Si Xy, ..., X,, sont des variables mutuellement indépendantes, alors

E(Xy,...,%,) = E(%,)...E(X,).
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P(‘euve:@mmombw[mnméw)mmmneml*?@F/mrm&éfp(n)wmdambd@énmoé.
r(l)%tmmﬁammbm.
Sooaxn>2teﬁc1msv<n)etmxl, o K, Xn+1dm,mhA02Q%a2éafommmdédeamfeb.

Mons %, esb indépendante de Xy, -, xwmwwéwdemw:
E(Xy . XXy 1) = By X)E(K ) = E(Xy) - BE(X,)E(X, ).

&, on a P(n+1).
En condlusion, ¥ n € N*, P(n).

@ COVARIANCE DE DEUX VARIABLES ALEATOIRES

( \
Définition |6 Soient X et Y des variables aléatoires réelles.

On appelle covariance de X et Y, notée Cov(X,Y), le réel
Cou(%,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
=E((X—E(0)(Y —E(Y))).

On dit que X et Y sont décorrélées si Cov(X,Y) = 0.

\§

La covariance est donc la moyenne des produits des écarts des valeurs a la moyenne de chaque
série. Elle évalue la dépendance linéaire entre X et Y. D’aprés le théoréme (17), si X et Y sont
indépendantes alors Cov(X,Y) = 0.

ATTENTION I La réciproque est fausse.

Proposition |& : Soient X et Y des variables aléatoires réelles.

Alors,
V(X +Y) =V(X)+ V(YY) + 2Cov(X,Y).

Si, X et Y sont décorrélées alors V(X 4 Y) = V(X) + V(Y).

\,

|— Preuve : I w@%«b de dmerWm o d'uiliser bo proposition (5) :

VX +Y) = (x+v EX+Y))>
%2) + E(Y?) + 2B(XY) — E(X)? — 2B(X)E(Y) — E(Y)?

(
(%) + V(¥) + 2(E(XY) — EQOE(Y))
(X) 4+ V(Y) + 2Cov(X, Y).

(
(Z+Y) =2 X+Y)E(X+Y)+E(X+Y)2>
(

X +Y) ) E(X + V)2

E
E
E
v
\Y
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—

Corollaire 18] : Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles indépendantes alors

V(X +Y) = V(X) + V(Y).

—

Le corollaire (18.1) se généralise aisément au cas de n variables aléatoires mutuellement
indépendantes :

|— Preuve : fo théoréme (17) donne le nénultal.

Proposition 19 : Si Ay, .., X
dantes alors

», sont des variables aléatoires réelles mutuellement indépen-

V(& 4 o+ X)) = V(%) + ... + V(X,).

« La variance d’une somme de variables aléatoires indépendantes est la somme de leur variance. »

Preuve : Jm&mmd@@w (X 4 ...+ %,) = E(X,) + ... + B(X,)

V& 4+ %) = E(( + . +X)>2—<E(X1)+...+E(Xn))2

E(ix2+22xx> E(%,)?—2) E(X,)E(X
Z;(

()

3

E(%)?) +23 " (EX%X,) — BK)E(X)) )
=V(Xi) g

X

J =0 pan indépendance

RL
=1

—

Corollaire 91 : Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de parametres n et
p. Alors,
V(X) = np(1—p).

P(euve'GmhedememQ@@mmgd'ummmdenmmﬂp%mmdﬁmm
|_X Und;@fnmdﬂmﬁeb @fn,cx, :
V(R) = V(%) + V(&) + ... + V(X,) =p(1 =p) +p(1 —p) + ... + p(1 —p) = np(1 — p).

—

Exercice & : Soit U et V deux variables aléatoires indépendantes de méme loi, & valeurs dans
{1,...,N}. On pose A =U—-Vet Y=U+V.

Déterminer la covariance entre X et V.
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