]_ Semaines 24 et 25

Intéaration et Applications linéaires |

Question de cours : Enoncer la formule de Taylor avec reste intégral (admis) et montrer ’in-
égalité de Taylor-Lagrange.

Exercice | : Soit E un K-ev et A, B deux sev de E.
On considére C un supplémentaire de A N B dans B. Montrer que A+ B =A@ C.

1
Exercice 2 : Déterminer hm n Z Pt
n—1 n—1
) 1
Correction : %t u, nzk“rnQ:*Z &“]m&f 1+a:2 vemens

1+ (%

am@@mdewmma/mmmwwwmwmz
0
/1 fdt = /1 11722 = [arctanx]; = g

0

™
weh

1

Exercice 3 : Soit f: R? — R?

Déterminer une base du noyau et de I'image de f et en déduire si f est injective, surjective, bijective.
Correction :

Cullllors. b mogas -
(x,y)eker(f) g f(x7y):(0’0) — (2x—|—y,x—y):(0,0)

2 =
= { rty=0 <= (x,y) =(0,0)
z—y=0
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]_ Semaines 24 et 25

Jbinsi ker (f) = {(0,0)} & dono f etk injective. On, sail, déjar %JQ@ %t?»«aeob\me d'wﬁe

Clewlons Q'vmaxae QUJA dements (X,Y) Pewwnb véonine f(x,y) 7
f(.%‘,y):(X,Y> — (2x+y,x—y):(X,Y)
) < X+Y
rty= T =
= {x—yyzY = { _X§2Y
T

X+Y X-2Y
‘E’(%y):(T7 3 )

Done pown niimponte sz (X,Y) € R? on browse wn antécédent (z,y) = (%X_;Y)

qui uwgw done f(z,y) = (X, Y).
Done Im (f) = R2 Finsi f et tm)la@cb\/ue

Remarque :%mmmaﬂm%zd'mm@amdgﬁ'm%@ dune base (o base
cononiqis, e exomple) o f
ﬁm&m:fﬁwawmw.
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2 Semaines 24 et 25

Intéaration et Applications linéaires

Question de cours : L'ensemble des applications linéaires de E dans F est un espace vectoriel.

Exercice | : On pose A = —b2 et B= 2 -1 )
1 -2 4 =2

Soient F = {M € M4(R),AM =05} et G = {M € M,(R),BM = 0,}.

Montrer que F et G sont des sev de M, (R).
Montrer que A 4+ B est inversible. En déduire que F et G sont en somme directe.

Sont-ils supplémentaires dans M, (R) ?

n—+oo

1o (@2n) 1 k !
fb@om,,sn:lnp":—m(n) :—Zln(l+—>—> In(l+xz)de=2In2—1.
0

n—-+oo

4
Done  lim P, = —
(§

n—+oo

Exercice 3 : Soit f: RyX] — R3
p — (P(_l))P(O>’P(1>>

Déterminer une base du noyau et de 'image de f et en déduire si f est injective, surjective, bijective.
Correction : f:R3[X]H|R3wd/IWW%deBWWD4U%MDWd@WﬂWW

WWW@Mfmwmw.

P(X) = aX? + bX? + X + d.
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2 Semaines 24 et 25

Mo P(0) =d P(1)=a+b+c+d P(—1) =—a+b—c+d

0),P(1)) = (0,0,0)

P(X) € ker (f) <= (P(—1
(—a+ b—c+dda+b+c+d) (0,0,0)

—

—aer—chd*O

— — .
a+b+c+d—0

= {bo

<= (a,b,c,d) = —t,0) teR

ébomb de dimension 1.

Jhutrement dit 1+ dimIm (f) = 4.
Done dimIm (f) = 3.

MQ@Wker(f):{tX3—tX|tE[R}=VeCt{X3—X}f%'ebt[\abl/na'ecﬁmem'notdm
&MMWW £ Ry[X] — R3 s'éonit dimker (f) + dimIm (f) = dim Ry[4].

JU(vi/rwi,Im(f)%mewdedymm3do/mﬂ33dofmlm(f)=ﬂ33.€wmﬁumf@bt
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3 Semaines 24 et 25

Intéaration et Applications linéaires

Question de cours : Caractérisation de linjectivité et de la surjectivité pour les applications
linéaires. linéaire.

Exercice | : Soit F = {(z,y,2,t) ERY, x—2y+2z—1t=0}.
On considere G = vect (u, Uy, ug) avec u; = (1,2,—1,0), uy = (3,0,—1,1) et ug = (—1,4,—1,—1).

Calculer dim F, dim G, dim (F N G), dim (F + G).
F et G sont-ils supplémentaires dans R*?

n
Exercice 2 : Déterminer hm Z
-1

. 1 & n)2 Lo g2 1 L' 1n3
Correction : n= — tend, /701 :{—1 83 1} = —.
rr Un nz 8(k/n)3 R AT 24n|x—|—|0 12

8k3+n3.

Exercice 3 : Soit f: R? — R*
(sc,y) i (Z/:Oax—7y733+y)

Déterminer une base du noyau et de 'image de f et en déduire si f est injective, surjective, bijective.

Correction : ?mmMmWf:RQHR4mM%WmQIWd‘M
m@mm&wa@wd@w.
%&W:

(z,y) € ker (f) <= f(z,y) =(0,0,0,0)
A (yaoax_7yax+y):(070a070)

y=0
0=0
r—"Ty=0
r+y=0

— (l‘,y) = (070>

Jhinsi ker (f) = {(0,0)} e done  enk injectine.
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3 Semaines 24 et 25

&me QML&WQ f:R2 = R* séonit dimker (f) + dimIm (f) = dim R2.
Done dimIm (f) = 2.
Jinsi Tm () ebbwm%muecbohie@dedj%m?bnc&mdmnb R3, J ienks pan sunedtine,
Pin déovine Im (f) m@%mmmmmwmwlm(f).

%«jammmxﬁnem%‘mdecﬂm:WWWulzf(l,O):(O,O,l,l).
?mvzmcﬂewge(m?mdb&b’m)mm&méoﬂwnbmdérym@devl.

ﬁmw vy = £(0,1) = (1,0,—7,1).
?mwmvl,UQEIm(f);&mwwmwm&m
dimIm (f) = 2 alow {vy,0,} eth wne base de Im (f).

Fimsi Tm (f) = vect {vy,v,} = {A(0,0,1,1) + p(1,0,—7,1) | A\, u € R}.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier il PTSI



4: Semaines 24 et 25

Intéaration et Applications linéaires

Question de cours : Le noyau et l'image d’une application linéaire sont des sous-espaces vecto-
riels.

Exercice | : Soit E ’ensemble des fonctions f : R — R telles qu’il existe a, b, ¢ € R pour lesquels :
Vz eR, f(z) = (ax® 4+ bz + ¢) cos z.

Montrer que E est sous-espace vectoriel de F (R, R).

Déterminer une base de E et sa dimension.

n—1
. ’ . 3 —1
Exercice 2 : Déterminer nggloon; 2t n2
Correction : %t
n—1 n—1 1

1 1
=D = X

1+ (5

1

&Wf(x)—mmwmdm@@mde%mmmw&a/ f(z)dz.
0

1 1
. dx 17w
/0 j(t)dt/o ek [arctanx]o =T
1

0

™
wehL .

4

Exercice 3 : Soit E un espace vectoriel et soient E; et E, deux sous-espaces vectoriels de
dimension finie de E, on définit 'application f: E; x E, — E par f(z;,25) = x; + .

Montrer que f est linéaire.
Déterminer le noyau et 'image de f.
Que donne le théoreme du rang?

F. PUCCI Lycée Jules Garnier ﬂ PTSI



4: Semaines 24 et 25

Correction :

?w&@m@fadaw%'%t@@m@mmfwm&@ww

Im (f) = {f(2y,25) | 7y € By, 2y € By} = {2y + 25 |2 €Ej 29 € Ep} = E; +Ey.

g}ou)bgefno«daul :
ker f = {(21,25) | f(z1,25) =0} = {(21,25) | 7y + 25 = 0}
M%Wu%umr&bwm.&ue%etmw(xl,.rQ)Ekerﬁuén,{gA@leEL

xQEEQet.Tl:—:CQA@m xlGEQ.@M@xlEElﬂEQ.%WMM:CGEIQEZ
lons, (x,—x) € ker f. Done

ker f = {(z,—z) |z € E; NE,}.

@er@q@@lo,ﬁm&mblmx)ﬁ(x,—x)anbleﬂuekerf%tmwﬁ@dElﬁEz.

&&mwwum
dimker f 4+ dimIm (f) = dim (E; x E,).
WW@@'MMTMWMkerf&ElﬂEQ on otient :
dim (B, N E,) + dim (E; + E,) = dim (E; x E,).

Jmpoumdim(ElXEQ)ZdimEl—FdimEQ,dmmhebwwueoew@mowe%@ﬁeﬁﬁéo’v@mde@
Wdimwnbiom:

dim (E; + E;) = dim E; 4+ dim E, — dim (E; N E,).
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5 Semaines 24 et 25

Intéaration et Applications linéaires

Question de cours : Enoncer la formule de Taylor avec reste intégral (admis) et montrer ’in-
égalité de Taylor-Lagrange.

Exercice | : Soit E=Ry[X], F={P € E,P(1) =P'(2) =0} et G = {P € E,P(2) = P'(1) = 0}.

Montrer que F et G sont deux plans vectoriels
|z| Montrer que F & G = Ry[X].

. 1 & km
Exercice 2. : Déterminer lim — E k2 sin —.
n—+0oo M, Pt n

Correction : Bunn > 1,

un:iik2sink£:li(ﬁ)251nk£: lif(§>7

3
n°ia =1 —l

o«lf(m)szSin(W:L').un%tdmmmammde%mdrmwnm@qmé@dugmvﬂm

1
w@nwfm[o,l}.qmnbm@m+oo,@ermEtyndm@etmbwﬂueunb@r@um

b 1, Lot 1201 oot
x?sin(nzx) de = {—fx cos(wx)} +— | zcos(mz)dx = f—i—f({fxsm(mc)} — — | sin(nz) dx)
b T o T P o T
1 271 12,1 1
—r = [‘WCOSW”)L—W‘#HW)
14
O

Exercice 3 : Onpose f: R2 = R2, fi(z,y) = 22 +y, 2 —y)
Déterminer ker f et Im (f). En déduire si f est injective, surjective, bijective.

Correction : %ﬂm@ewmammwwawﬁwﬂm@wm.
@anmwb)ubKQAAe “d/?u/'mm/ruu.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier il

PTSI



5 Semaines 24 et 25

dimker f + dimIm (f) = dim E

r;owufE—>F
m@d@mde@m%&
flwww(@m&a@ﬁm)
(r.y) €ker fy > fi(r,y) = (0,0) <> (24,2 —y) = (0,0)

2 =
= {xﬂ/ ' s e =00
r—y=20

Jbinsi ker f, = {(0,0)} & donc f; est injeciive.

filz,y) = (X)Y) &= 2o +y,x—y) = (X7Y>

X+Y
= 2rty=X = T3
r—y=Y y:X—QY
3
X+Y X-2Y
<:>(x,y):< T3 )

@WWWWM (X,Y) € R? on trouse un ankécédent; (axy) = (Xi—?":Yv,X_BQY) CT/UA/
m%em fi(2,y) = (X, Y). Done Im (f), = R2 Rimsi £, esb sunjectine.

W:flwwawmw.
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6 Semaines 24 et 25

Intéaration et Applications linéaires

Question de cours : Caractérisation des projecteurs.

Exercice | :
Soit E = R,,[X] I'espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal & n. Montrer que
toute famille de polynémes {Py,P;,...,P,,} avec degP, =i (pour ¢ = 0,1,...,n) forme une
base de E.

E Ecrire le polynéme F = 3X — X2 4-8X? sous la forme F = a4b(1—X) +¢(X —X?)+d(X?—X3)
(a,b,c,d € R) puis sous la forme F = o+ B(1 + X) +v(1 + X + X?) + §(1 + X + X2 + X3)

(a, B,7,9 € R).
Correction :

M&'M%M{PO,PDPQ,.“,PH}mMn+1ue&%mm@'%TmE:ﬂ?n[X]
dedﬂmen+1.?@mue&am%tmro&amm:P0%th0®d/n&wwwm&hmtmnuz

P, %bmpo@j/nmdedeﬁ)wm@nwnbl Www&mmﬂhedem

WW&MWWW
J\roub, %d@mmﬂh@uw {PO,Pl,...,Pn} ebbwne@axm;.%e&@h@ Sooabu/n,eco/mzunof.bmu

MoPo+ APy 4+ AP, =0.

Tntroduisons QIW@@ concennant leb d,@xaﬁ% : degPy = 0, degP; =1, ., degP,, =
@e%mm;o’m le POQA_J/W P(X) = APy + APy + -+ A\, P,

J\rwbo&ombmwm&uwm@nb)\ —Or/um)\ —,,)\020.

Por Vabounde bupnobonL A, # 0 &b éovwons P, (X) = a, X" +a,, X"+ +a,; X +ag comme
dean(X):naﬂmaﬂéo.ﬂﬂmmbtP(X)mmmm%@m@@?@mm
TI,CTAMLb/IéUvit

P(X):/\n'an-X”ere}vmdeW@obdﬂané
erm%&dw%d@wwxnmo@t{ynb)\n~an: @no@fm@r\l} n=00u A, =0 eeﬁ,wu%l?ume
conbradiction. Gondusion, A, = 0.
Mocinterant o combinaison linéaine mulle sécrit APo + MNPy + -+ X, P, =0 Ron
nécwnence descendante on thouve A,,_; =0, ...,d'ubﬂu,ld/)\o:().
Bilan - Ay =0, ., An:om@@gw%@{PO,Pl,...,Pn}%L%@J%MW?@nm@;
aintic {Py, Py, ..., P, } ent une base de E =R,[X].
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6 Semaines 24 et 25

que nous anons wtilins e quill est neut-gbne ubile de détailler enk le suinant : i un
WWW&WMMM%W%M@@WM&
%jmmdfth%wﬁm:équombaan+an71X7L_l—‘r---—l-alX—‘raO20d:d,{/mmmba[wh/X":

Ay g Qpy_o aq ag
a, + §< + ;(2 tot gty =0

W@m@u&b@n&me+moﬂdeet@vmdeMWman&oJukdedm
momwmw@awanzo.%@mmmmmw
[vwwu@uanfle,,, ag = 0.

&ngowmjamm%zd@mwﬂ,x,x%..,xn}%J;W@amdeuen[xy

On trowse a = 10,b = —10,¢ = —7,d = —8. Rus o= —3, =4,y = —9,6 = &

. n k
Exercice 2 : Déterminer lim E n;_
n—+oo - n —+ k

Correction : MW@W@%%%WWW@W@%W%W&
omga&m%;ezvmnlék<n

n+k n+k n+k
< < .
n2+n n2+k n?

&WMW@JZW

1 ((n+1)+2n)n 1 ((n+1)+2n)
X u < 9
n2+4+n 2 nT 2 2
3n+1 3n+1 3n+1 3n+1
of gAmermemt <u, < 0 of tendent tous dewss vern . Done,
Cont 1) SIS T 2n+1) < 2n Yn
3

Exercice 3 : Onpose f:R3 = R3 fo(z,y,2) = x+y+z,y—2,2+Yy)
Déterminer ker f et Im (f). En déduire si f est injective, surjective, bijective.

Correction : %&Wmammwﬁmw&wﬁuﬂmﬁwm.
@%“'\Mdo’n@toub@dm “d/?,o/'rn,o/i/ruu.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier 12 I PTSI



6 Semaines 24 et 25

dimker f + dimIm (f) = dim E

r;owufE—>F
m@d@mde@'m%&

%daﬂw&w

(%yvz)Ekerfz — fg(.ﬁ,Q,Z)Z(O,O,O)
= 2z+y+z,y—z2z+y)=(0,00)

20 +y+2=0
= Sy—z=0

-
~()-()
= ()bl

Jinsi ker f, = Vect(—1,1,1) eb done f, nest oo injecine.
Jvtwmm@%mbw&mwker@:%&(—1,1,1),mmwdimkerfzzl.ﬁﬂa
gymﬂe du nang, aﬁb@ﬂw & f,  R® > R® véout dimker f, + dimIm (f), = dim R%. Done
dimIm (f), = 2. Jous oflons trowser une base de Im(f),. T w@x donc de trowsen dewco
m%mwm ?memepevl:fz(l,O,O):(Q,O,l)EIm(f)2
o vy = £,(0,1,0) = (1,1,1) € Im (f),, Tmmmmme'Wde f
a&w%m?@'&m&,mmm@mm. Done {vy,v,} est une base de Im (f),.

f WIMMWMW@<M@®W@)

F. PUCCI Lycée Jules Garnier 13 I PTSI



7 Semaines 24 et 25

Intéaration et Applications linéaires

Question de cours : Enoncer la formule de Taylor avec reste intégral (admis) et montrer ’in-
éqalité de Taylor-Lagrange.

Exercice | : Soit E = R¥. Pour tout n € N, on pose f, : x > 2"
Montrer que (fg, ..., f,,) est libre.
En déduire dim E.

Exercice 2 : Déterminer lim

1
ot ooz Neopmyoh
Correction : Cout d'aflord,

a 1 1< 1 1< k
un—kz::l n2—k2_ﬁ; /71(}’@)2_”;_:1]"(”)’

n

N 1 . . N
owf(l‘)zﬁWzE[O,l[.un%tdmo@%%WW\bwnemmde%wmarmwmnb
Wd%@wﬁmuf%ww&wﬁ%mw@%%&n&mnl%trmmmm,ﬂ,wm

sun [0, 1].

1 1 (k?+1)/ 1
?Wf%tommambem[o,l[jwlgkgn—meﬁié/ — dx,
2 k

1— (%) /n V1—a?
k/n
o 1<k<n—1 - d En sommank on obbient
Iuou)b n g n / xZ. c,@b,vne,%affie@
1n n— 1/k/n /ln 1 1
u, = — dr = ———— dx = arcsin(1 — —),
" nkz; 1— 1_'T2 0 \/1—3]2 ( n)
ek
1 1 | 1
——dr + ——
n = 1\/1_ E \/712 (n—1)2 1 V1—2a2 V2n —
(1— =) — arcsin ~ + ——
= arcsin(l — —) — arcsin — + ———.
n no 2n—1

F. PUCCI Lycée Jules Garnier 14 I PTSI



7 Semaines 24 et 25

Qum\dntertd/m+m,@e@dm¢wnﬁnmdeceb%mdhe/mmbbemdgnbmarcsin1:gjd?dom

Exercice 3 : On pose f3: R? = R, f3(z,y) = (y,0,7 — Ty, + 9)

Déterminer ker f et Im (f). En déduire si f est injective, surjective, bijective.
@m?mbdofnoboub@om “a b main.

dimker f 4+ dimIm (f) = dimE

Fw)be—>F

auba/nbde,@e&e,«mde@{/mocde.

WWW@Q’WdeW.
%QE“‘“&““’

(z,y) € ker f3 <= f3(z,y) = (0,0,0,0)
<~ (y,0,2 —Ty,z +y) = (0,0,0,0)

y=0
0=0
—
r—Ty=20
r+y=0
<:>...
<= (x,y) =(0,0)

Jinsi ker f5 = {(0,0)} e donc fy eth injectise.

oo surjective

dimIm (f), =2 aorns {01, v,} st une base de Im (f),-
“JU(’V“M Im (f)3 - (U@d‘_/{vlvv2} = {/\(0,0, 1a 1) + M(l,O,*?, 1) | )‘711’ € [R}

Correction : %@m@ewmammwﬂmamﬁqﬁmﬁwm.

Soaﬁ\bauwmcawmwthZRQ%Rzlmwmw%@cﬂ/u@m@%md'wmée%tdedymm

%mewﬂu@ag:[@aw séont dimker f; +dim Im (f), = dim R2 Done
dimIm(f)3:2.J0(o‘vn/aA;Im(f)3%tmwumue@dedpmmmeQmo@mdmnbﬂ?3, fy mienk

mmxﬁhew%mdecﬁmm memxbro)bm,rﬁevl (0011) g)mvzmcpwjmﬁe(ww
rm@bu)b«w)mum&nmbwdﬁwndambdevl €mj&mv2 1) =(1,0,—7,1).

memvl,UQEIm();&WWWMM&W

F. PUCCI Lycée Jules Garnier 15 I
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7 Semaines 24 et 25
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8

Semaines 24 et 25

Intéaration et Applications linéaires

Question de cours : Sommes de Riemann.

Exercice | : Projection et symétrie dans K3

H={X= t =
Dans K2, on donne les sous espaces : { _(,x’ y2) tazty+z =0}
K = vect(U = (1,1, 2)).

Déterminer dim H et en donner une base.
Démontrer que H® K = K?3.
Donner les expressions analytiques des projection et symétrie associées : mp et sy

Correction :

lil Ty :

42" = 3z -y — =z
4/ = —x + 3y — =z
42 = 20 — 2y + 2z

SH :

2r" = x Y z
2y = —x + y — =z
22 = —2x — 2.

2n—1

. 1
Exercice 2 : Déterminer nl_l)r&o kz CTRL

n—1 n—1
. 1 12 1
Correction : Un = Zk:() 2k+n)+1  2n ;:0 2y Zd tend  wenn

1 /%1 1
- dr=-(In4—1n2)=1n2.
2/0 it T 2(n n2) n

Exercice 3 : On pose f,: Ry[X] = R3, £,(P) = (P(—1),P(0),P(1))

Déterminer ker f et Im (f). En déduire si f est injective, surjective, bijective.

Correction : Q@WW@@W%WW&@&MQ@D@WW
@anmwb)ubKQAAe “d?@frmi/ruu.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier 17 I PTSI



8 Semaines 24 et 25

dimker f + dimIm (f) = dim E
IuowufE—>F
mntdemde@'m%&
f41[R3[X]—>[Rgmd‘mwdedvmmm4mm%1mdedbmmmm@nbww
P(X) = aX® +bX2 + X +d Mow P(0)=d, P(1)=a+b+c+d P(—1) = —a+b—c+d.

P(X) € ker f, < (P(—1),P(0),P(1)) = (0,0,0)
= (—a+b—c+d,d;a+b+c+d)=1(0,0,0)

—a+b—c+d=0
<~ <d=0

a+b+c+d=0

I

M&Wkerf4:{tx3—tx\teﬂ%}:‘Ue(L{XS—X}. J4 nienl pas injectine son noyau
ébank de dimension 1.
Lo gon/mupe, du namg pown fy @ Ry[X] = R® weout dimker f; + dimIm (f), = dim Ry[4]
dit 1+ dimIm (f), = 4. Donc dimIm (f), = 3. Sbinsi Tm (f), st un espace de
dymeﬂwimb3damb,R3dmalm(f)4=ﬂ33.emw&mimuf4ebtwhaﬁdWw&

F. PUCCI Lycée Jules Garnier 18 I
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9 Semaines 24 et 25

Intéaration et Applications linéaires

Question de cours : Caractérisation de l'injectivité et de la surjectivité pour les applications
linéaires. linéaire.

Exercice | : ** Polynémes d’interpolation de Lagrange

Soient ay,..., a,, n+1 nombres complexes deux a deux distincts et by,..., b,, n+1 nombres complexes.

Montrer qu’il existe une unique famille de n + 1 polynoémes a coefficients complexes de degré
n exactement vérifiant V (i, ) € [0;n], L;(a;) = 1 si i = j et 0 sinon.
Montrer que la famille (L;)o<;<,, est une base de ¢, [X].
Montrer qu'’il existe un unique polynéme P de degré inférieur ou égal & n vérifiant Vi € [0;n],
P(a;) = b,;. Expliciter P puis déterminer tous les polyndmes vérifiant les égalités précédentes.
Correction :
Uonicits. Joit i € [0;n]. L; doit admettne les n nacines deucs & deuco distincten a; ob j esb

d»%enywtdezd:dme %Edmmﬂv@erm@ero&d/wn —ay). L; doib éhre de deqné n
et dono il ecoivte un néel mon MQ/\QC}WL—AH —a;). Goin Ly(a;) = 1 Jounnit

J#i

1 X —a.

A= hinsi nécessainement L, = | 1,
I1;,;(a; — ;) i 14

JULMDWMCTA@Q@@O/W,%@ O<l<n%t%m

SDoignL)\@.., )\nn+1MW%WAOLO+...+AHLRZO.&WW
mmide[[o;n]}WZAL( )—Oetdmw)\i:Omwdmécaa&bébd.éKvmmmb

De Pﬁq@@% L, sont tous dams €, [X] e WW(L,.)M@ =n+1=dim%,[X] < +0.
@m@a@anmfﬂ@ 0<1<n%tume@obede%ﬂ[]

?MPMWWW@WWM%Ean

On scnit P dans lo base (L)< ey « P = Z/\ &W%W%a}imm

[0;n], on obtient A, = P(a )@WQWWEQCLWWW@WWL@@W ecaaﬂ

mnm&»@m( Jo<i<n
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9 Semaines 24 et 25

VP e %,X] P=P(ay)Ly+ ... + P(a,)L

n-

Moain alons : (Vi€ [0;n], Pla;) =b;) = P =byLy + ... + b, L,,.

%WM%PWPZbOLO+...+annmém;@ie@&embﬁn?e@é%a&b%dmwndée@et
ebtdedecanevn%ehmwec&aﬂmn
M&Wm@mwiwﬂf&mgdewwwéﬁaﬁan%@vmﬂoml

P(a;) = b; & sawoin Py =Y b,L,.
=0

Foient P € €[X] & R = (X —ag)...(X —a,) (deg(R) =n + 1),

(Vi€ [0;n] Pla;) =b;) = (Vi€ [0;n] Pla;) =Py(a;))
& P — Py admet lon 1 + 1 nacimen dewcs & dewo distincten ag, ..., a,,
@P—PoebtdmmﬁﬁeWR@EQG%[X]/P:POJrQR.

S%WMMCRWR@MQ%PwQRo@QM%[X].

. 1 1
Exercice 2 : Trouver lim + —— 4 -4+ — pour k entier supérieur ou égal a 2 fixé.
nsoon+1 mn+2 kn

Exercice 3 : Soient (e;);<;c4 la base canonique de R* et f I'endomorphisme de R* défini

<

par : f(e) = 2e; +eg, fleg) = —ey ey, fleg) =€ +2e5 et fley) = ey —ey.
Déterminer ker f et Im f.
Correction : %ot u= (z,y,2,t) = ze, + ye, + ze5 + te, € RE Mo,

flu)=af(e) +yfles) +zf(eg) +tf(eq) = x(2e; +e3) +y(—ey +e4) + 2(eg + 2e3) +t(ey —ey)
=2z + 2)e; + (—y +t)ey + (x +22)eg + (y — t)ey.

?a)ubmbe,
20 +2=0
—y+t=0 r=2z=0
uegmf@) 92— 0 {yt
y—t=0

Done, Ren f=1{(0,4,0,y), y € R} = Veck((0,1,0,1)).

Rer f=Vect((0,1,0,1)).
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Joib w' = (a',y', 2", t') € R*

204 z=2a v =522 —2)

w = (2,2 ) €Tm fe I,y 2t) €RY —ytt=y < 3(z,y,2,t) ERY/ { 2= (=2’ +22)
) b b ) ) ) x+2Z:Zl ) ) ) 3 ,
y—t=t t=y+y
Y+t =0

Sy =t
iy # —t, le wd)hfmn,e ci~desbun,  dinconnues T, Yy oz & t, ma e de no-
Qubion, o o0 Y —t/, b md)bbwm@ ci-dessus  admeb  aw  moins  wne  solu-
1 1
bion  comme Tuo)v o/xemmrﬂe (x,y,2,t) = <§(2x —z ),0,5(—$ + 22 ),y)) S’Dorruo,

(j’m f - { x,y,z,t) € [R4/ y+t = O} = {(x,y,z,—y)/(%y,z) € [Rg} = {$61+y(62—64)+263, (:L‘7y7z) € [R4} = %&(61762—64‘
I f=={(@y.2.~)/(2..2) € R} = Vectler, e — 4, 5).

Mzm&ﬁomw@@deb@vmmmwjm f I /= (Uect(f(el),f(eQ),f(e3),f(e4)) = cU@cb(Qel—Fe?,,—62—1-64,61—4I2e3,62—e4)
JULmd,'auwamL, d‘w&&mww dim Jn f) = 4—-1 = 3. Dong
(2e; + e3,61 +2e3,69 —€y) etk wne base de Tm, f
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Intéaration et Applications linéaires

Question de cours : Sommes de Riemann.

Exercice | : Soit p € N* et E 'ensemble des suites réelles p périodiques i.e. ensemble des suites

réelles (u,,) telles que Vn € N,  w, ., = u,.

Montrer que E est un R-espace vectoriel de dimension finie et déterminer sa dimension.

Exercice 2 : Trouver lim %(\/l(n — 1D +V2n—2)+++(n— 1)1).
n—oo N
Correction : Ink

Exercice 3 : Soit f: C — C ol a est un nombre complexe donné non nul.
z = z+az

Montrer que f est un endomorphisme du R-espace vectoriel C. f est-il un endomorphisme du C-
espace vectoriel C?

Déterminer le noyau et 'image de f.
Correction : fient (z,2/) € C2 & (A, p) € R2.

fOz+pz') = e+ pz') +a(Az + p2’) = Mz +a2) + p(2’ +a2’) = Mf(2) + pf(2).
f ent done R_&W. On note que f(ia) = i(a—|al?) & que if(a) = i(a+ af?). Comme a % 0, on
o flia) +if(a mtrmq:&m

5%&26@\{0}.?0@0%221‘62 o r €RL L HER

zeﬁ,mf@z—&—aZ—O@ele—i—aei =0<e? = —q.
1mm50{,\a|7é1aﬂonawtoubnee@9 62‘9#—a@mwm9wa {0}@&0@@@&%@1@
du'lwn,cagf}‘mf—@. 2@mem5%\a|—1,roooma

o+

20 = g e —ilotm) o9 c a4 217 <0 € + 2.

@a/nboecoblgxmf (U@CL(ZO‘HT/Q) @'W%&mwwﬁmf%bmmme%&
Wd&@wnM%jmﬁ&w%&Ldm@&m%menu&mme@@f(l):1+a.
Done, si a# =1, I f=Vect(1+a). K a=—1 VzeC, fz)=2—2=2iImn (2) & In f=iR
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Intéaration et Applications linéaires

Question de cours : Enoncer la formule de Taylor avec reste intégral (admis) et montrer ’in-
égalité de Taylor-Lagrange.

Exercice | : Dans R* on considére les quatre vecteurs
v =(1,0,-1,1), v, =1(2,1,0,1), vs=(1,1,1,0), v, =(3,1,-1,2).

Soit V = Vect(vy, vy, 3, 0,).
De plus, soit
H={(z,y,2,t) ER' /| —3x+y+2z—t=0}
Montrer que dim V = 2. Le systéme (vy, vy, v3,v,) est-il libre ? Est-il générateur de R* ?
Donner une base de V, la compléter en une base de R*.
Calculer des équations cartésiennes pour V.
Montrer que H est un sous-espace vectoriel de R%.
Trouver une représentation paramétrique de H, et en déduire une base de H. Que vaut dim H?
Montrer que v5 € H et que v; ¢ H. En déduire dim (VN H) et dim (V + H).
Donner une base de V N H.

= =] = =] =] s =

Correction :

On obserse que U3 =y — 1, o que vy = U1+ 0 done V = Vect(vy, vy, v3,v,) = Vect(vy,vy).
m@wvletuzm&mmmwm (vy,05) est wne base de V. Donc
dim(V):2.&Wmm'%tw%emrmmyev3:v2—vl eth une nelabion, de
memw.&%men'%mﬂamde R* can dim (V) =2 < 4

donc Vect(vy,vq,v5,v,) = V # RL
WW@WWWQ@W 1, (Ul,vz)%bww&omdeV.OWécﬁpﬂmvmgwmofhm
M&»&?mm@%mvl o v

10_11%10_11
21 0 1 o1 2 -1

WMMWQIWWWQ@@O@(vl,v2)%m®obedek4%oémﬁwn59e®
wsecteuns (0,0,1,0) e (0,0,0,1) con la mabuice

10 -1 1
01 2 -1
0 0 1 0
00 0 1
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V = Vect(vy,vy). Mocimbenant soib (2,y,2,t) € RL (2,9, 2,t) €V vi o seuement si I peER
tefza,cTAw (2,y,2,t) = Ay + v, %Ww%bdmwdemwﬂue%uw&umade (x,y,2,t)

me@de@mM&ﬂmfﬁeWbm
1 2|z 1 2 x 1 2 T
0 1|y 0 1 Y 0 1 Y
10|z |70 2|zt |70 0]|ztra—2y
1 1|t 0 —-1|t—=x 0 0| t—z+y

g@bfjﬁ&m@admmbo&iﬂmuﬁh@jmypmmmZ+£E—2y—0d'/t—x+y—00e’a,cmtdm
WMWVQMQWW
V={(z,y,2,t) ER* | 2—2y+2=0 et —ax+y+t=0}
mem—wwwﬁ4molwglmm%mm¢'mww

&WA

H = {(z,y,2,t)eR* /] —3x4+y+22z—1t=0}

{(z,y,2,t) ER* | y=3z—22+1t}

= {(z,3x—2z+1t,21t) /| x,2tER}
{x(1,3,0,0) + 2(0,—2,1,0) + ¢(0,1,0,1) / =z, 2,t € R}

On o done H = Vect((1,3,0,0),(0,—2,1,0),(0,1,0,1)) P@w le ypleme
((1,3,0,0), (0,—2,1,0),(0,1,0,1)) et une base de H car
) .

1 3 00 1
rang| 0 1 0 1 =rang| O
0 —2 1 0 0
6] vs € H con 3 x14+1x1+2x1-1x0 = 0 Join v, ¢ H cn

& done dim (H) = 3.

“3x14+1x0+2x—1—1x1=—6%0.
ﬁwmu3evasw@cmma@mwvgeﬂ,mmmwvse\/m}lexm
que Vect(vs) C VN H. GWQMOQMMWdim(VmH»L emaerfm\mHgV
mmwdim(VmH)gzﬂl}mm%mdim(VmH)zmiamTﬂﬂumw
VmH:V&mWVgH,wwwgowmvleval¢H.®%o@u~mm
dim (VN H) =1

dim (V+H) =dim (V) +dim (H) —dim(VNH) =2+3—-1=4.

O = W
= o O
o= O

Om,wwdim(VmH):ld;wvm(vg)eVmHmmoﬂuw;Vect(vg):VnHeL
domnc (’U3> ebtume@abedeVﬂH.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier 24 I PTSI



11

Semaines 24 et 25

3=

. ) i . (2n)!
Exercice 2. : Déterminer lim
n—+oo \ nlnn

Correction : p, = ((Qn)!>".

nlnm

1o (@2n) 1¢ k !
sn:lnpn:ﬁln(n) ——Zln(1+—)—> In(1+2z)de=2In2—1.
0

n n—+0oo

lim =
n—+o00 Pn

Exercice 3 : Soit E un K-ev de dimension n.
On considere u,v € Z(E) et on suppose que E = Im (u) 4+ Im (v) = ker (u) + ker (v).

Montrer que ces sommes sont directes.
Correction :

m dim (Im (u) + Im (v)) = dimIm (u) + dim Im (v) — dim Im (v) N Im (v) = dim (E).
dim (ker (u) + ker (v)) = dimker (u) + dim ker (v) — dim ker (u) N ker (v) = dim (E).
En addibionnant, dapas lo Reonsme du nang
dimIm (u) N Im (v) + dimker (u) N ker (v) = 0.

Done Im (w) N Im (v) = {0} e ker (u) Nker (v) = {0}.

m dim (E) = dim (Im f + Im g)

< dim (Im f) + dim (Im g)
= 2dim (E) — dimker f — dimker g
< 2dim (E) — dim (ker f + ker g) = dim (E) .

@mmmme%ﬁmmme%aﬁma@%mmm
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Intéaration et Applications linéaires

Question de cours : Caractérisation des projecteurs.

Exercice | : On considére p et ¢ deux projecteurs de E.

Montrer que p + ¢ est un projecteur <= poqg=gqop =0.
E Comparer ker (p + ¢) et ker p N ker ¢ lorsque p + ¢ est un projecteur.
Comparer Im (p + ¢) et Imp + Im g lorsque p + ¢ est un projecteur.

Correction :

= opetqébwnbdmvwa‘ecbeww,ofmo,p—i—qeﬁ(E).

e (pt+q)elp+q) =pelp+q)+qelp+aq) :p2+p°q+qop+q2:p+q1m
@mp—Fq%bumrmoa}ecfeu)b.
= SowmmwwprunmPh%mm @n@(p+q)2:p+qdmuopoq+qop:0(1)

peq+pegqop=0

ar\/ , oL QU JQL wmbwd]m og = (o 2

Wmaﬂ\,t {qopoq—l—qopzo I\M peq=gq p( )
@'W(’I)&(Z)m@%poq:qu:O.

Jutwnbwfnbwker(p—|—q)zkerpﬁkerq?oma?uep—i—q%tumrno&'mm

D immédiab
c J ueker (p+q), dorws p(u)+q(u) = 0.En wanJS par p, on ollbient p(u)+pog(u) = 0.

@mmawwpoqzo.@omp(u)ZOetuekerp.@eméme,uEkel“q.@omo
u € kerp Nkergq.

NLMM%@IIH(}?—FQ):Imp+IIanonbﬂu@p+q%Lumrzma'ed§e¢w.

C immédi
> %ot u € Imp +Imgq. @m[\g@dﬂmmu:p(a)—}—q(b).

&Wmﬁ\bvmnwxﬂmnbwpoq:qmo@bmwp(u):p(a).

De mme, q(u) = g(a).

Fnalement, u = p(u) + q(u) = (p + q)(u) € Im (p + q).

. n k
Exercice 2 : Déterminer lim Z n

5 .
n—-+oo —=n +k
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Correction : g@ nenk I\m uwne bomme de fﬁawmam/m

@nt@nfeu/n/eynmdhmwnb : 1<k<n
Clbb@)ﬁ I‘l,OU}"L/

n+k n+k n+k
< < .
n24+n n2+k n?

&Wn/nm&mvne%aﬁ«be@&m

1 ((n+1)+2n)n 1 ((n+1)+2n)n
U, S —5 9
n%+n 2 "2 2
3n+1 3n+1
o b
firalemen; 2n+1) S T
3 1 3 1 3
ool O dent tous dewe vors o
2(n+1) 2n 2
" n+k 3

Exercice 3 : On considére f: R? — R2

Déterminer ker (f) et Im (f). En déduire si f est injective, surjective, bijective.
Correction :

%dm&w:

(2,9, 2) € ker (f) <= [f(z,y,2) =(0,0,0)

20 +y+2=0 .
= Qy—2=0 <:>{ B

r+y=0 v
€T —z
=~ ()-()
z z
x —1 —1
= (y)EVECt 1 |=<4A] 1 ||XeR
z 1 1

Jhinsi ker (f) = vect (—1,1,1) e done f n'est pas injective.
Ntmmma%mmw ker (f) = vect (—1,1,1) , autrement dit dimker (f) = 1.
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&Www w&ﬂm@ f:R3 — R3 v'sonik dimker (f) + dim Im (f) = dim R3.

Done dimIm (f) = 2.
Nows allons browsen, wne base de Tm (f %m@xmwmmm&m@
indegndent
?mwmbrﬁe £(1,0,0) = (2,0,1) € Im (f) b v, = £(0,1,0) = (1,1,1) € Im (/).
%mmo%mmeWdefa£%mﬂm%‘&m&mm
Done {vy,v,} etk une base de Im ().

f«b%tmma@ch/uemwr%@chwe(dmrab@«a@b«w)
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Intéaration et Applications linéaires

Question de cours : Sommes de Riemann.

Exercice | : Soit p et ¢ deux projecteurs de E.

Montrer que : p + g est un projecteur <= pog=gop=0.
Correction :

= opa:qébamtd%wubeun@mapﬁ—qez(E).
. (p+Q)°(p+Q):p°(p+q)+q0(p+Q):p2+p°q+qop+q2:p+qmﬂw&0@w
@mwp-l—g%twmwm.
= T%waﬁqwtwwpmae@w Ona (p+q)? =p+qdonc pog+gop=0(1)

peq+peqep=0

&MTMHJ;W@ {qopqurqop—O ,etrwbboumpoq:qop<2).
@'W(T)eﬁ@)ma@imupoq:qop:o.

1
. 2n)\ "
Exercice 2 : Déterminer lim <( ) ) .

n—+oo

Correction : Bsons p, = ((%)!)n.

Lo@2n)! 1 !
Jo(gpxywsn:lnpn:—ln(m :—Zln(l—&—E)—) In(l+z)dex=2In2—1.
0

n n—-+oo

Exercice 3 : Soient K un sous-corps de € et E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions
finies sur K et u et v deux applications linéaires de E dans F.

Montrer que :
[rgu — rgv| < rg(u + v) < rgu + rgo.

Correction : B deKA/n/ﬂofm, g (u~+v) =dim (jm (u+v)>.

I (u+v) = {u(x) +v(x), € B} C {u(x) +v(y), (z,y) € E?} =Tn u+Tn v
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Don,

rg(u + v) = dim (jrm, (quv))
< dvm (?fm/ u-i—jm v) = dim (fIfm/ u) + dim (?m/ U)—d)vm/ (jm u N ?Ifmﬂ))
<dim Tm w) +dim (T v):»ua, u—l—m%, .

@namnbzéqﬂe :
V(u,v) € (L(E,F))?, g (u+v) <mca, U+ ng .

anb/uflfe,
g U= ng (u—i—v—v)é'ua,(u—kv)—l—'ua, (—v):'ua, (u—i—v)—l—'ua, v,
(&e&bcfam%e?m (—’U)Z(j'm’l))ebdmwmca,u—n%véh%(u+v).€%éaﬂum%eamt9@uh6€%deu

d:v,mo,aumn%v—n%u:n%(u+v)etgx/naﬂuﬂmub

V(u,v) € (L(E,F))?, \'ua, u—ng vl gn% (u +v).
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Intéaration et Applications linéaires

Question de cours : L'ensemble des applications linéaires de E dans F est un espace vectoriel.

Exercice | : Soit E un K-ev, et p, ¢ deux projecteurs de E tels que po g = qo p.
Montrer que p o g est un projecteur de E.

Déterminer son image et son noyau.
Correction :

m(pog)o(poq)=po(qgep)og=pe(peq)og=pogq

poqeba/nt&nmmtﬂaa%m&mdmmm

I o I
2 On o m(peg) C Imp done Im (peog) C ImpNImg.
Im (gop) C Img

%Wmnmt,wtxelmpﬁImq.ﬁ;@o’wp(a:)zxebq(a:)zm. @eoe@m;t,poq(x):xet

x € Im(poq).

Billar ’Im —ImpﬂImq‘

0 ker p C ker (g p)
|| die
ker g C ker (poq)

donc kerp + ker ¢ C ker (p o q).

%wwmmbwbxekerq D). @fn,cul’— )—I—x— ().@ma,dmwxekerp—i—kerq.

T\
Ekerq ckerp
Billam ’ker(po q) = kerp—f—kerq‘A
= 2 ST
xereice Déterminer un équivalent en +oo de
4 kz(:) nynd + k3
= (&

Correction : Rsons Z —ans

Z R ()

Do, L [ et S vi-
oA, nun N——400 b 3/1_"_;’3 xr = 2 J u?L n—+o0o 2

Exercice 3 : Soit E un K-ev de dimension n et f € £(E).

Montrer que ¢ < 1.
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i. E=ker f@lmf
iii. ker f = ker f?
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Intéaration et Applications linéaires

Question de cours : Caractérisation de l'injectivité et de la surjectivité pour les applications
linéaires. linéaire.

Exercice | : Soient E un K-ev, u € £(E) et p un projecteur de E.

Montrer que u et p commutent <= Imp et kerp sont stables par w.
Correction :

< On o E = ker ® Imp.
SooiJJJJEE.@nrobexle-i-x”O/u%CU/Ekerpd:{L‘//EImp.

Pon wgoe, u(z’) € kerp eb u(z”) € Imp.

Or u(z) = u(x’) + u(z”) dov

pou(r) = u(x’) +u(z")
=0+pu(z”)) con u(z’) € kerp

=u(z”) can u(z”) € Imp
= u(p(x))  per définition de p

@ompou:uop_
= OSDOiLxEImp.%mbbeaeEfchTuep(a)zm.

On o u(z) = u(p(a)) = wop(a) = poula) € Imp.
o ot z e kerp. On o done p(z) = Op.
On o p(u(z)) = poulz) = uop(z) = ulp(z)) = u(0p) = O con u esb linsairne. Done

u(x) € ker p.

. n k‘2 n
Exercice 2 : Déterminer lim H (1 + —2>
k=1 n

n—+oo

1
. 2 E\™
Correction : 50041? v, = H (1 + 2> , molfons
k=1 "

&Wg(m):ln(l+x2)mmmmm&»mw%mmmmdmwa

1= /01 g(z)da.
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eoﬁwﬂwnbodibwbe%/wﬂe
1 1
I= z)dx = In(1 + 22)dz
/Ogm / (1+2)
:[xln(1+x2)];—/o x%dm Pammwe%nahmrm[whhm

! 1
:1112—2/ 1— 2da:
A 1+

=In2—2[z— arctangﬁ](lJ

s
=In2—-2+ —.
n +2

™
J\Foubu@nmbder}wu;wjbwwnZIHUnm@%@m121n2—2+§,mvn—expwnmwl?e
wens, exp(ln2—2—|—§) =2¢52 Billon (v,) o,rowb&/mbe 2e372.

n

Exercice 3 : Soit E un K-ev de dimension n et f € £(E).
Montrer que 17 < 1.

ii. Im f = Im f?

iii. ker f = ker f2
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Intéaration et Applications linéaires

Question de cours : Le noyau et l’image d’une application linéaire sont des sous-espaces vecto-

riels.
Exercice | : Soit E un K-espace vectoriel et f un élément de £(E).
Montrer que [kerf = kerf? < kerf NImf = {0}] et [Imf = Imf? < E = kerf + Imf] (ou
fP=feof).

@‘ Par définition, un endomorphisme p de E est un projecteur si et seulement si p? = p.

Montrer que
[p projecteur < Id — p projecteur]

puis que
[p projecteur = Imp = ker(Id — p) et kerp = Im(Id — p) et E = kerp & Imp].

Soient p et ¢ deux projecteurs, montrer que : [kerp = kerg < p=poget ¢ =qop].

‘ p et q étant deux projecteurs vérifiant po g+ qop = 0, montrer que poq = gop = 0. Donner
une condition nécessaire et suffisante pour que p + ¢ soit un projecteur lorsque p et q le sont.
Dans ce cas, déterminer Im(p + ¢) et ker(p + ¢) en fonction de kerp, kerg, Imp et Img.
Correction :

@frvafx}ua’nyQOfCQ\me.
&wgg&t,wc%medeMﬁafm&f?(@:f(f(@):f(@):u(mf%t&nm)et
xmm&%ﬂ
J\!Lm@@morw; Renf = Rornf? < Renf N Imf = {0}]. ?me,fzwﬁ of
mmﬁwmwgwufﬂgmf:{O}

S%m:ceﬁpybfm%f&mcymwg(w) = Oetd'mwmc@mr@yéfmmoleE@Q
que @ = f(y). Sowins cors, () = f(2) = 0 b y €bons” =hens. Done, 2 = f(y) =0.On o
Wwwfzwa:wfm%f:{o}.
SoquﬂAmefﬂgmf:{O}etmmewggbf:ngfz

Boit z € benf?. Mons f(f(2)) =0 ef done f(z) € horf NImf = {0}. Done, flz) =0 b  etb
dambﬂ%f@%@wmﬂwnbwctueﬁmeCmed;ng@t@uap«mbgmfcamf%ma

Kilnafmnynh me :ijqu. On o montné que Q,@Lfm?m,f: {0} i&mf ZmeQ.
On o toujouns T g2 c Ing Gn egger cyeTnfi=30€E/y=f2z)=f(f(x)) =y € Inf

Souﬁwww%wjmf :j:me ebﬂm\bmbw[zybfﬁ-ﬂ’mf = E 500417 xz € E g)u/.bque
f(m)eﬂ’mfzﬁmf%&mmteme@wf(@:f?(ﬁ). Joit oo z = f(t) & y =z — f().
@n@@«';@ml‘:y-f-z&ze?mf@erzqaj Fy) = fx)— F(f(£)) =0 e y eth bion doment de
me @%@dmmmhéﬂu@E:me—F?mf.
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SOWWQ%mef:EQLWMW%f:%ﬂ
SooibeE.%mbre(y,z)Ggybfx‘j‘mfbegwx:y—&—z.ﬂbw:,qﬁo}wf(x):f(z)ejmecan
z%tmﬂ‘mf,ﬁmwwmdea f(x)%tmffmﬁwwmwww%fc%f?
ebowm/m;ewn,q,b(wa‘owwjmeC?mf,wmo,mofnbl.écTijmijme.

Id — p projecteun < (Id —p)> =1d —p & 1d = 2p +p* = 1d — p & p* = p & p projectewn.
Joit & un doment de E. z € Imp = 3y € B/ z = p(y). Mowin dlors p(z) = p2(y) = p(y) = .

Done, Va € E, (z € Tmp = p(z) = 2).
%anu@%p(x)zxaﬁohb@&mmx%tm%rmp.
%\a@@mut,wmmxdeﬂ vz €mp < pla)=2< Id—p)(z) =0 < z €lon(Id—p).
@na/mmbuéwﬂﬁmpiﬁmadfp).

aba,r,r.&w CTMA,P)I,eoede Id—pwwﬁéﬁapwaLmrhodmmoﬁﬂmb
Tn(1d — p) =Ren(Id — (Id — p)) = Renp.

&%@W}? :petdmno%WmﬂmerLp:Qmpzetjmp:jmp%ge 1)'m/ombw
WE:Qmp@jmp.

pzpoqd:qzqop@po(Id—q)=09qu(Id—p):0©jm(Id—q) CQmpoJ:?m(Id—p) CQ\mq
& Rorng  Rorp b hornp C Rorng (d%mm 2))
& Reonp = horng.
peq+qep =0= poq = (pop)oq = pe(peq) = —po(gop) e de méme, gop = gopep = —pogop.
awwwm peoq=qop el donc 0=p°q+qop=2p°q=2qoppuwpoq=q°p=0.
P+ g projecteun S (p+eP=p+aep’+pi+ep+ =p+qepi+agp=0<pg=qp=0

(d,'c»[wé,u ci-detbus). Ernouile, ?m(p—kq) = {p(x)+q(z), * € E} C {p(x)+q(y), (z,y) € E*} = jmp—i—jmq.

%@Wmm@wtzwméﬂémentdecjmp+?mq.%mbbedmumxetydeEbe&,ctua
2= p(@) + qy). Joain alorws, p(z) = p?(2) + pa(y) = p(z) & q(2) = qp(x) + ¢*(y) = q(y) &
domnc

z=p(x) +py) =p(2) +q(2) = (p+ 9)(2) € In(p + 9).
@oxmo ?mp—f—jchjmp—i—q g«mope/rmembjmp-f—q Tmp-ﬁ-j‘mq.
Q@vpﬂgma*{x€E/p( ) = q(z) =0} C {z € B/ p(x) + q(z) = 0} =Ren(p + q).

, 5L T %J&e@@mmxbde[z,@b(p—l-q) afonbp(x)—&—q(sc) = 0. Rrn suite,

p(x) = p*(x) + pa(x) = p(p(x) + g(x)) = p(0) = 0 & g(x) = gp(z) + ¢*(z) = ¢(0) = 0.
EDom/o, p(x):q(ac):Oetmeﬂpjbpﬂ&%q. gﬁ/nafem;@nb, Qm(p—i—q):[%pjupﬂﬂmq
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. 1 & km
Exercice 2. : Déterminer lim — E k2 sin —.
n—+00 M, — n

Correction : Bunn>1

un:iik%ink—wzli(ﬁ)%inkj: lflﬂg%

3
[t nooni4 =1

oaf(x):mQSin(mc).un%tdmwummde%md[\a@mmntméed&xgomm

1
cofnb’/mwfm[0,1]@%%@@%4—%,@9@Eb@r@%Oetmmithnb@ndm

b 1, oot 12,01 R
x*sin(rz) dr = [—fx cos(mc)} + = | xcos(mz) dx = f—|—f([fa:sm(7m:)} — — | sin(wz) dx)
b 77 o T T mlm o T
1 271 ! 2 1 1
=== {—7005(7733)} =-—=(=+2)
T ow P
_4
Corom

Exercice 3 : Soit E un K-ev de dimension n.
On considére u,v € £(E) et on suppose que E = Imu + Im v = ker u + ker v.

Montrer que ces sommes sont directes.
Correction :

p dim (Imu + Imv) = dimImu 4+ dimImv — dimImu N Im v = dim E.

dim (ker u + ker v) = dim ker u 4+ dim ker v — dim ker v Nker v = dim E.

dimIm v N Imv + dimker u N ker v = 0. Done Imu N Imv = {0} e keru Nkerv = {0}.
m dimE = dim (Im f+Im g) < dim (Im f)+dim (Im g) = 2dim E—dim ker f—dim ker g < 2dim E—dfm (ker f+ker g)

@WWQ%WMMMW&Q%WMW
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Intéaration et Applications linéaires

Question de cours : Enoncer la formule de Taylor avec reste intégral (admis) et montrer I’in-
égalité de Taylor-Lagrange.

Exercice | : Soit E un K-ev et p, g deux projecteurs de E.

Caractériser, a ’aide des noyaux et des images les relations suivantes :

peq=p;
qop=p-
Correction :

Jvtywwnbw[poq:p < kerg C kerp|
= OWQWkerqcker(poq). Dot ici ker g C ker p.
<= fﬁlﬁmozmwkerqckerp.
Joit u € E. pog(u) = plq(u)) = p(u+ q(u) —u) = p(u) + plg(u) — u) = p(u)
Jmmbwanue]qw:p = ImpCImq-\
= OWQWIm(qop)clan. Dot ici Imp C Imyg.

<= fﬁlﬁmb que Imp C Img.
Joit u € E. qop(u) = q(p(u)) = q(p(w)) = p(u)

— ——
clmp clmgq

Exercice 2. : Trouver lim 1 (1 + l) (1 + 2) (1 + 7—l>.

n—oo

Correction : g.

Exercice 3 : Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et f un endomorphisme de E.
Montrer I'équivalence : ker f = Imf < (f2 =0 et n = 2rg(f)).
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Intéaration et Applications linéaires

Question de cours : Sommes de Riemann.

Exercice | : Soit E un K-ev, et p,q deux projecteurs de E vérifiant po g = qop.

Montrer que p o g est un projecteur, et déterminer son image et son noyau en fonction des images
et des noyaux de p et q.
Correction :

m (peg)e(peq)=pogdonc pog est un pujedewn.
B Im(pog) Clmp ef Im(pog) =Im(gop) CImg donc Im(pog) CImpNImg
$oit 2 € Imp NIm g Mo z = p(z) = q(2).
?amoméqumpOQ(x) = p(q(z)) = p(x) = 2. Donc z € Im(poq),etllm(poq) =Impﬁ1mq\.

m ker g C ker (poq) b ker p C ker (gop) = ker (poq) donc ker ptker ¢ C ker (pogq). fﬁawmwmynt,
soit z € ker (p o q). Mons p(q(z)) = 0.

On oz = q(z) + (z — q(z)), awec e Vumwtpuwe, q(x) € kerp & x — g(x) € kergq. Done

xekerp—l—kerq&gvmfmwmt,

ker (pogq) = kerp—|—kerq‘.

Exercice 3 : Soit E un espace vectoriel de dimension 3, {e;,e,,e3} une base de E, et ¢ un
parametre réel.

ple;) = e t+ey
Démontrer que la donnée de { ¢(e;) = e, —ey, définit une application linéaire ¢ de E
ples) = e +iteg

dans E.

Ecrire le transformée du vecteur x = a;e; + ayeq + azes.
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Comment choisir ¢ pour que ¢ soit injective 7 surjective 7
Correction :
@mwdégxm¢wamd9@@dé@mmmm@%é2@mmmde@@@qm? Run 2 € E dors
z véonit dans o Base {e1,eq,e5), T = aye; + aney + ages. G ¢ esb degume sun B pan b

frmde

Bt ici

() = a19(e1) + arp(ey) + azd(es).

d(z) = () + ag +azle; + (o) — ay)ey + tages.

Oncﬂmﬂea,wqus%bw.%terw&sz):om

(ay + oy + az)e; + (o) — ag)ey + tages = 0. Gomme {e, ey, €5} etk wne base alons tous
o) +ay+a3=0, a—ay,=0, tag=0.

%t#OoM%hm@uwgeWnemowalzo,a2=0,a320.@m3;‘=09t([)%t
riochinso.
S%tzo,oﬁm¢m'%twmmmmoﬂuw@em@m%wmmo&w@d%m&mm
mmbumﬂe@ranmm?f@ozl:l,azzl,a3:—2.@mwx:el+62—2egmo@ww
¢(xz) =0.
m&em@@mm&m@www&m@em@wﬂmmu%mdelm(@méﬂa&a%
dunwnmmde@%zrawdahhyuee(mEdedwwnmom3>@mmmmwwdlmIm(d))

dimker ¢ + dim Im (¢) = dimE.

%t#:Ojgbeb);maecﬁmedomkerd):{()}ebbdedmwrmﬂfbmdimIm(d)):3et¢)ebJ:
SULtZOaEMb(bnl%b[mbmaszmedomker¢%td@dvammm1(%@0&1
e/mct@m,@nb),dmwdimlm(qﬁ)gz @mqﬁme&t[wbbuhae(b\me

®nww¢%ﬁwm@mﬂmmmﬂe%tww&wwmm
mmw&uwﬁmﬂ@w@wd@@@ma&md@mm(@m@)
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Intéaration et Applications linéaires

Question de cours : Enoncer la formule de Taylor avec reste intégral |, admis) et montrer l'in-
égalité de Taylor-Lagrange.

Exercice | : Soit E un K-ev, et p,q € £(E).
Montrer que p et ¢ sont deux projecteurs de méme noyau <= peg=pet gop=gq.

Déterminer une CNS pour que p et g soient des projecteurs de méme image.
Correction :

é?wmawpetqmwdmrmﬁmm%wkerp:kerq.
%ot z € E. x — p(x) Ekerpzkerqafmz} q(x) —qoplx) = Dios qgop = q. Mozrme
d@mmwwﬁmwpoq:p.

<= ?Wwpoqu“)etqw:ﬂz)-

Dapnen (2) on o pogop=pog Donc (pog)op=pog e en uiliwant (1) pop=p -
p%t&mmwgdm@q
Joit mainbenant z € kerp. On o q(z) = g o p(z) = q(0) = 0 done z € kerq. Jdem dans
Cautre sens, done ker p = ker g.

Mmmwpezqmmwmaemw < poq=peb qop=q

= ?Wwpetqmnbdm[moa‘e@m%wImp:Imq.
%t 7 € E. q(m)EImq:Impoﬂohbp(q(o:)):q(z). @'of»poq:q.JV[a@rnedémmWDum
powy qop =p.

< ?Wwpoqzq(W)ethPZPQ)
@'W(UWQQOpoq:qoq- Done (gop)oq=qoq ek en uilisank (1) pog=¢® &
dwdlw<1lq:q2 : q%t@mwwvnoamruﬂ‘deﬂmrmwp
@%@Im(poq>clmpdomd/'01m<1>, IquImp.at[wn,mjmébue, Img=1Imp.

J\EB:poq:q < pog—q=0 <= (p—Id)og=0 < Img C ker (p—1Id) < Imqg CImp

n—1 2
. k
Exercice 2. : Déterminer un équivalent en +oo de E

— nvnd + k3
n—1 k2 n—1 (E)2

Correction : = = .
i ;nxs/n3+k3 ; VAR (E)3

@om;o 7’LL dx =

n—+oo [ 1 +$3 B 2 n 2
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Exercice 3 : Soit E = R,[X], le R-espace vectoriel des polyndomes a coefficients réels
de degré inférieur ou égal & m (n entier naturel donné). Soit ¢ Dapplication définie
par: VP € E, p(P) =P(X + 1) — P(X).

Vérifier que ¢ est un endomorphisme de E.

E Déterminer kery et Imep.
Correction :

%P%buﬁv[no&jm&n@d&d&aﬂé%%éhmwéﬁaﬂdn,aQUWP(X+1)—P<X)ebtan,co)wu/m
P@&am&wwdede%néwgéhmwéﬁaﬂdn.?mw@watwmaﬁu&wﬂmdeEm

bwi-mame. Joient alons (P, Q) € E2 o (A, ) € R2.

@AP 4+ Q) = (AP + pQ)(X + 1) — (AP 4+ uQ)(X) = A(P(X + 1) = P(X)) + u(Q(X + 1) — Q(X))
= Ap(P) + pp(Q).

@%t&méamdeEww&JL—metdmwmmﬂxmdeE.
%JsPeEPeQWLw@VmGR P(z+1) = )MWWMWP%tM%J;

Q=P—-P(0 Q%tmng/nmwde%new%ymmm e%a@a,nb,wrvrwﬂomb on les enbions

mabufwfbo/]z (can P(0) =P )&@ommumm%/n@demwmdmm
MW.QMMQ@WWMMMVQCER P(z) = P(0). Bor suite, P est

WPWWM.WWQ%PWW@MWMM@&
donc

ben o = {P@jﬂm consbants} = Ry[X].

?vaWu?m@m«wbeMd@@d@me%thmd&d&?ww@eM&ﬂw
e%aﬂanoﬂono PX+1)— %tumro@amm&d&de%hevn%@/‘m e%,oﬂa,n—l

&%MP:%X"—&—Z%X’“ manW@W%@nMMQ)OM
k=0

<p(P):an((X—l—l)”—X")—i—b@umdedg%ném%@zmmé%aﬂdn—l
:an(X”—X”)+t@vmmdedg%némJém@m<méﬂaﬂan—l
:mdeou@%wm%@mmé%aﬁan—l.

@Mvo, jfm/ ((,0) C [Rnfl[X]- Jmacwb, d'o./[méj} @e tﬁeome/me du Wn%,

dim Im () = dim R,[X] —dim ken (9) = (n+1) =1 =n=dim R, ,[X] < 400,
o donc Im v =R, 1[X] (@%Mno@uﬁue?epﬂo%ﬂ@%ﬂf@ « soib QeER,_[X] Cocisbe-
bl P eR,[X] thZWP(X—&—l)—P(X):Q? >>@%MWWW%M@M
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Intéaration et Applications linéaires

Question de cours : L'ensemble des applications linéaires de E dans F est un espace vectoriel.

Exercice | :

Montrer que p + ¢ est un projecteu
Correction :

<~

@mwp—i—qebbwmwed&aw.

pog=qop (2).

Soit p et g deux projecteurs de E.
" p&qmmwmawqef(m
= (p+q)°(p+Q)=p°(p+q)+q0(p+Q)=p2+p°q+q°p+q2:p+qm%o%w

=>:Souwww%@p+qwtuﬁvrn%‘edeum®%@(p—l—q)zzp-‘rqdo/rwpoq-‘rqop:()(/])
&Wwpdwetqdmmm{

@'W(’I)&(Z)mw@&mpoqzqoz)z().

I < poq=gqop=0.

peq+peqop=0

, b sousbradion,
qepeq+tqep=0 [

Exercice 22 : Déterminer lim

En Pobcvn): g(x)
1= x)d.
/Og<>

n—-+0o0o
. n k2 %
Correction : %t v, = H (1 + 2) | mobons
k=1 n
4 AR &
wnzlnvn:kzm <1+112> :n;m(urnz).
=1 =1

ln(1+x2)mmmmmm&»mw%mmwmmwa

1
n ]{72 n
()"
k=1 n
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Coleullons celte intégnale -
1 1
Iz/o g(x)dac:/ In(1 + 2?)dx

2x

0
:[xln(1+x2)];—/o J;mda} Pamvnbe%nahmrm[wmm
1

1
=In2—2 1— d

=In2—2[z— arctanx];

s
=In2—-2+ —.
n +2

™
J\menmbderhmmww —lnv wwm%ewwI—ln2—2+§,donovn—eXpwnwnW
mexp(ln2—2—|— 2 ) =252 %o@a/m @I\,Ou)b&lm/bb@ 2e3

n

Exercice 3 : Soit E = R,[X], le R-espace vectoriel des polynomes a coefficients réels

de degré inférieur ou égal & n (n entier naturel donné). Soit ¢ Dapplication définie
ar: VP € E, p(P) =P(X+1) — P(X).

Vérifier que ¢ est un endomorphisme de E.

Déterminer kery et Imep.
Correction :

%PMWW@WWW%@B&HoQo’sz(X-i—l)—P(X)eht@rmewm
Po&d/nwdedg%ﬂew%mf‘m e%aﬁan?mmwebt&m wﬂde@Em

bui-mame. Joient alons (P, Q) € E2 e (A, u) € R

(AP +pQ) = (AP + pQ)(X + 1) — (AP + Q) (X) = A(P(X +1) = P(X)) + n(Q(X + 1) — Q(X)}
= Ap(P) + pp(Q).
gﬁeht&/néaihedeEm?ML—m@meetdmoummwTﬁwmdeE.

[2] S PeB Pebor g VaeR Pa+1) = ()MMOMWP%LM%L
Q=P—P(0 Qmmw@jﬁwwww e%oﬁo,nbwn/rwﬁomh on Dot enbiens,
natweds O, 1, 2,.. (can P(0) = )&ammmwne&m@km»tedemmdmm@
WW.QMM%WWMQWWV$GR,P($)Z (0). R suite, P et

Qm@:{“o@ﬁ,m constants} = Ry[X].
?mdéwvmmﬂﬁm%mmobewd'a@mdwupwmro&dm&n@dede%néw%&mnw
éﬂoﬂc‘»n,aﬁonbgo(P):P(X-i-l)—P(X)%twmvo@a«/mdede%ném%mmwé%ddn—L

&e%e@szanX"—krfakX’“ (a/ue,o an%e&mque,meﬁ@e%w&w)a&m@
k=0
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@(P)zan((X—Fl)"—X")—l—b@vmeudedeca)ué'un%ém’mnmé?oﬂd,n—l
:an(X"—X")+t@ummdede<anémgémmmé%aﬂdn—l
:te)vmm,ded.e%AéVngéMMMé%oﬂdn—l.

@Ofn.oj j'/m, (p) C [Rn—l[X]~ szcub, d/IO/[\)'L@J Qe tpueohé/rrw duw ham%,

dim Jm (@) = dim R, [X] —dim Ren (p) = (n+1)—1=n=dim R, ,[X] < 400,

d:dmw?m(pZRnil[X]. (@nwm%e@evho@%m%nﬂe « MQGRnil[X]. acoibfe—
tfiﬂPe[Rn[X]bchTwaP(X—l—l)—P(X):Q?»Q%MWW@&M@M

rang)
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Intéaration et Applications linéaires

Question de cours : Caractérisation de linjectivité et de la surjectivité pour les applications
linéaires. linéaire.

Exercice | : Soit E un K-ev, et p, ¢ deux projecteurs de E vérifiant po g = q o p.

Montrer que p o g est un projecteur, et déterminer son image et son noyau en fonction des images
et des noyaux de p et q.
Correction :

m (peg)e(peq)=poqdone pog est un puojecewn.

m Im(pog) CIm(p) & Im(pogq)=TIm(gep) CIm(q) donc Im(pogq) C Im (p) NIm (g).
$oit = € Im (p) NIm (g). Mo, z = p(z) = q(x).
Jon, conséquent, p o q(z) = plg(x)) = p(z) = .

@omoxelm(poq),et
Im (pog) =1Im(p) NIm(q).

m ker(q) C ker(pogq) ef ker(p) C ker(qop) = ker(peq) donc ker (p) + ker (q) C ker (p o q).
%W@m@nﬁ, soil € ker (p o q). Hons p(q(x)) =0.
On oz =q(2) + (2 — q(z) ,oxueormﬁ»?ﬂwdnge ) € ker (p) & @ — q(z) € ker (q).

Done z € ker (p) + ker (q) <& g«/mfwnwnt,

ker (p o q) = ker (p) + ker (q) .

Exercice 2 : En faisant apparaitre une somme de Riemann, déterminer un équivalent simple

de S, = Z Vk.
k=1
Correction : S, = = ny/n x ,Z \/>

k=

@mf t%f%twm@nuem[()l Dos = Z\/7—> Vitdt =

n—-+00 o 3

@Ofmo S, ~ gn\/ﬁ
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Exercice 3 : Soit E un espace vectoriel de dimension n et f une application linéaire de E dans
lui-méme.

Montrer que les deux assertions qui suivent sont équivalentes :
(i) ker(f) =Im(f).
(i) f2=0 et n=2-1rg(f).
Correction :
(i) = (ii) SOW ker (f) = Im ().
$oit x € F, alows f(z) € Im (f) done f(x) € ker (f), cdla entraine f(f(2)) =0 et done f2 = 0.
De P@w’ oL'a,F/v?w bo @o/mwge du nang dimker (f) 4+ rg(f) = n  mais
dimker (f) = dimIm (f) = rg (f), avai 2rg (f) = n.
(i) = (1) £ 2 =0 dlow T () € ker (f) con pown y € T (f) i ecsivte a tel que y = f(z) o
fly) = f*(x) =0.
De Pﬁw s 2rg(f) = n dow lo @cwmu@a du namg donne dimker (f) = rg(f) cesb-a-dire
dimker (f) = dim Im (f).
J\memﬁwlm(f) etb indlus dams ker ( f) mmwmd@mmmm
done sont égansco ker (f) = Im (f).
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