XXIX
Matrices et applications lindaires

La Matrice est universelle. Elle est omniprésente.

Elle est avec nous ici, en ce moment méme. Tu la vois chaque fois que
tu regardes par la fenétre, ou lorsque tu allumes la télévision.

Morpheus

|l est temps pour cet avant-dernier chapitre d’algebre linéaire de I'année de faire le lien
6\ Y. entre les espaces vectoriels et le calcul matriciel, qui constitue un puissant outil d’étude,
notamment pour les applications linéaires.
N

tel point d’ailleurs qu’une grande partie de votre programme d’algebre de deuxieme année
sera consacrée a la diagonalisation de matrices et a ses applications. Pour cette année, nous
nous contenterons de constater qu’une application linéaire entre espaces de dimension finie

peut étre représentée par une matrice, et que le calcul matriciel (puissances de matrices
notamment) s’interprete simplement dans ce cadre.

l%ne application linéaire de R™ dans RP étant caractérisée par les images des vecteurs de la

base canonique de R”, ou encore par les coordonnées de ces images dans la base canonique
de RP, on peut tout savoir d’une application linéaire en connaissant simplement n fois p
coordonnées.

‘est ce qui va permettre de créer un lien entre applications linéaires et matrices, et de

= justifier 'introduction du calcul matriciel effectuée dans un précédent chapitre, toutes les

opérations sur les matrices s’interprétant naturellement en termes d’applications linéaires.
Tout sera dit au théoréme (2).
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Dans tout le chapitre K désignera R ou C et E un K-espace vectoriel de dimension finie.
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Q REPRESENTATIONS MATRICIELLES

Matrice d’un vecteur

-

Déctinition | : Soient E et un K-ev B = (e, e,, ..., €,,) une base de E.
Soit x = z,e; + ... +z €, € E, un vecteur de E.

On appelle matrice de x dans la base B, notée Matz(x), la matrice colonne de .#,, ;(K)
constituée des coordonnées de x dans la base B :

Ly

Lo
Matg(l') =

.

ATTENTION I Les matrices dépendent de la base B choisie.

En pratique, on identifiera souvent une matrice colonne € M, 1(K) au n-uplet (vy,...,7,)

de ses éléments dans K.
-

~
Exemple | © Dans P’espace des vecteurs 673 muni d’une base B = ('Z, 7, k), si on considére @ = 3i + 25 — k,
alors
3
Matgz(u) = | 2
—1

D’une maniére générale, dans R® muni de sa base canonique B = (e;,e,,e3), pour tout vecteur

X
u(z;y;2) €R%, on a Maty(u) = (y)

z

Vs

Proposition | : Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et B une base de E.

Alors, I'application :
Op: B — M, (K)=K?

x +— Matg(z)

est un isomorphisme de K-espace vectoriel.

\,

|— Preuve : Notons, B = (e1,...,€,) wne base de E.
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Exercice | : Dans R;[X] muni de sa base canonique (1,X, ..., X?), déterminer Mat. ((X +1)° )

Méme question dans la base de Taylor centrée en —1 : (1, X + 1, (X +1)2, ..., (X + 1)%).

Matrice d’une famille de vecteurs

- N\
Détinition 22 : Soient E et un K-ev B = (e, €, ..., €, ) une base de E.
Soit F = (uy, ..., u,) € EP une famille de vecteurs de E.
On appelle  matrice de la  famille (uq,... ,up) dans la base B, mnotée

Matg(F) = Matg(uy, ..., u,), la matrice de ., ,(K) dont la 4™me colonne est Matg(u;) :

Ay Qi = G,y
a a -a
2,1 Q22 2.p .
Matz(uy, g, ... ,up) = . . . <= Vjel,p], Uj; = aq j€1 + -+ ay e,
Ap 1 Aupo an,p
N\ v
e )

Exemples 2 :

= Dans le plan vectoriel E’; muni d’une base B = (1, f),lgl oy congidere U = 247, 0=3i—jet wW=43

alors : :
|4)i
| .
LglJ

= Dans 53 muni de sa base canonique B, si on considére @ = (1;2;3) et ¥=(2;0;1) alors :

3

[
|
1
\_

A}
2
|
)

Mat, (@, ¥, W) = (1

1
|
|
J

1 2
Matg(u,v) =2 0
3 1

s SiB=(eq,..,e,) est une base de E alors B = Matz(B) =1,,. )

Exercice 2. : Ecrire la matrice des polynémes P;(X) = (X + a)? pour tout 0 < i < n dans la
base canonique (1,X,...,X") de K, [X] puis dans celle de Taylor centrée en —a.
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I. REPRESENTATIONS MATRICIELLES

=

' Matrice d’une application linéaire

Définition 3 : Soient deux K-espaces vectoriels :

)

= E de dimension p muni d’une base B = (eq, e, ...
= F de dimension n muni d’une base B" = (f, fo, ...

Soit u € Z (E;F).

e

p)
o)

On appelle matrice de lapplication linéaire u dans les bases B et B’, notée Mat 5 5 (u), la

matrice de la famille (u(e;),u(ey), ..., u(e,)) dans la base B’.
My Myo myp
Mat g 5 (u) = Mat 4 (u(eq),u(ey), ,u(ep)) = m.2,1 2,2 mlsz € M, ,(K).
My Mo m, , o
viell,pl, wule;) =my;ifi +mg;fo++my f,

\ A

Commenttaires :

ule;) uley)

— Comprenez bien que pour remplir la ma-

trice, on a calculé les images u(e;), u(ey), ,m1,1: :m1,2: comypN i
-, u(e,) des éléments de la base B de E et :m2,1: :m272: :m2,p: £,
que 'on a décomposé chacune d’elle dans la [ Iy ! I
base B’ de F (disposé en colonne dans la : | | : o 10
matrice). lmn,i: :mn,2' lmn,p' fn

— dim (E) = nombre de colonnes de la matrice, dim (F) = nombre de lignes de la matrice.

— Si u est un endomorphisme de E, on note Mat(u) au lieu de Mat g 5(u). C’est une matrice
carrée.

— Si u est une forme linéaire (F
élément de ., ,(K).

K), on a n = 1. La matrice de u est une matrice ligne,

\‘
1
3
0 4 5

0 2

Exenple 3 : Eerire « Soit f ’endomorphisme de R,[X] de matrice 1 4 | dans la base canonique »

signifie alors que :

f(1)=38X+1, f(X)=4X>+X et f(X?) =5X2+4X + 2.
m I Dans la base canonique de R,[X], les coordonnées de aX? + bX + ¢ sont (c;b;a)!
2 0 1

Exercice 3 : Pour A = 4 1 3 ) et fa : R —— R2, donner sans calcul, f5(1,0,0), fA(0,1,0)

et f4(0,0,1) et calculer f,(1,2,3) et fo(—1,3,2) en utilisant les colonnes de A.

Exemple 4 : Pour tout K-ev E de dimension finie n et pour toute base B de E, Matg(Idg) =1,,.
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I. REPRESENTATIONS MATRICIELLES

Exemple S (Forme linéaire) :
de E.

On prend (1) pour base de K.
En notant, Vj € [1;n], a; = ¢(e;), on a:

Matz(p) = (al

Soient ¢ € .Z (E;K) une forme linéaire et B = (eq, ..

.,€,) une base

n

\,
é(e.mpleb : \
B=(eq,e
Soit u:  R2 — R3 ol , (e, €2) sont les bases canoniques de R?
B :(f17f27f3)
(z,9)s +— (z+y,2z2—y,3y)p
et R3.
On a:
1 1
ou(el)z'u(() )= 2 =1f1+2f,+0f5
0
B 0 1 1
# = Matyg »(u)=|[2 -1
0 ! 3 ,
o u(ey) =u <1> =|-1| =1fi-1f+3f5 o
B 3
3/
. ’ 1 / -1
Soit € = | e] = 0 =e; +2ey;€e5 = 1 =—e; +ey|.
B B
Alors
0 3
.U(el):u<<2>>: O
6 - 3 O
= Mate gz (u)=10 -3
0 6 3
—1 e.B
ou(e2):u(<1>>: -3 :
3
B/
Soit C" = (f1 = f1 + fa;f5=Ffo— f3; 5= f3)-
Alors :
1
eule)=1f +2f,+0f; =2
0
B/
=fitfatfo—Tfs+ 15
1
Y / / _
= fl+ F 5 1 .
1 e = Matge(u)=]1 -2
1 1 1 56
sule,) =1f —1f, +3f; =]-1
3
3/
1
=fi—2fs+f3 =|-2
o : J
e’
F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXIX : M@M@éapp&wﬁﬂmx&nmw ﬂ
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4 )

Enfin,
3
e u(e]) =3f; +6f3 =10
6/,
3
=3f1—3f;+3f; =]-3
3) 30
¢ = Matg er(u) = | -3 -3
0 3 0
ou(es) =—3f,+3f; =|-3 o
3/,
0
—-3f3 =|-3
0o/,
La matrice d'une application linéaire dépend des bases choisies au départ E'T
\_a larrivée! y

Exercice 4 : On définit I'application u : R? —— R2, (z,y,2) — (v +y + 2,7 — y).
On note B = (e, ey, €3) la base canonique de R? et € = (f;, f,) la base canonique de R?.
[1] Déterminer Mate 5(u).
On consideére e] = (1,0,0), e;, = (1,1,0) et e5 = (1,1,1).
Justifier que B" = (e], €3, e3) est également une base de R?, et déterminer Mate 5 (u).
[8] On pose €’ = (f, f3) avec f] = (1,1) et f3 = (1,—1).
En admettant que €’ est une base de R?, déterminer Mate, 5(u).

Expliquer pourquoi les calculs sont plus compliqués quand on choisit une autre base que la
base canonique de R?.

Exemple T (Projecteur et sywétrie) :  Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires de E,
Bp =(eq,...,€e.), Bg =(e,yp1,---,€,) des bases respectives de F et G.

Notons B = (B ; B ) une base de E adaptée 4 E=F & G.

e Soit p le projecteur sur F parallelement & G. Alors :

Ir Or,nf'r
Matz(p) = .
3( ) On*"',’,‘ OTL*’I‘,TL*T

e Soit s la symétrie par rapport & F parallelement a G. Alors :
I’I’ 07’,’"/*7’
Matz(s) = .
? Onf'r,r _Inf'r

Remaraue : Dans la base B’ = (B ; By) ces endomorphismes ont pour matrices :

Onf'r,nfr Onf'r,'r 7In—'r‘ On—r,r
Matg (p) = et Maty (s)= .
»(P) 0 I »(8) 0 I

T,n—7 ™ T, n—7 ™

. .
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Isomorphisme structurel

( )
Théoréme 2. : Soient

m E un K-ev de dimension p muni d’une base 3 ;
m F un K-ev de dimension n muni d’une base B’.

Alors I'application @5 5 : Z(E,F) — 4, ,(K) est un isomorphisme.

u > Matg 5 (u)

|— Preuve : Jotons B = (e1,€9,.5€,) &b B = (g1,69,...,€,) dev Bases Wmm de E of F.

Ay1 Q12 - Q14
Qg1 Qg2 + Gg,

~ %ip A= € M, ,(K).
Ap1 Ap2 = Gpp

Vjiel;p] obons [;=ay ;&1 +ay 65+ +a, &, €F.
@'W&mem%&mmwﬂwﬂmuez(mm telle
ques Vj € [L5p) ule;) = f;
Rin consbruction, @(u):Aetq)@:L@aa'@che.
— Feste & montren que By 5 est binsaine.

Foient A € K o Vu,v e Z(E,F).
<I>2;,B/()\u+v)%tmnwbmwgo,jmwﬁmvw%tdé{%vmw&awmmde
(M +v)(e;) dams o base B'.
On, (Au+)(e;) = Aule;) + pvle;).
Done, By g (At + 0) = AB(1) + D(v) e By g € g(.z(E, F) ;///nﬁp(uo).

En condusion Z(E,F) =~ 4, ,(K).

En particulier, la linéarité de @54 5 s’écrit notamment sous la forme :

VAeK Vu,ve Z(E;F), Maty 5 (Au+v) = AMatyg 5 (u) + Matg 5 (v).

e )
A retenir | : Ce théoréme signifie que :

Unicité de la matrice associée :
Ve Z(E;F), 31A € 4, ,(K) tel que A = Matyg 5 (f).
Unicité de P’application linéaire associée :

VA e, ,(K), 3f e Z(E;F) tel que A =Maty 5 (f).

On pourra ainsi (souvent) raisonner indifféremment sur les matrices ou sur les applications

linéaires.
\§ 4
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ATTENTION I Cette isomorphisme est non canonique i.e. il dépend des bases B et B’ choisies.

L’isomorphisme de ® 5 5 nous permet de redémontrer un résultat connu :
2

Corollaire 2.1 : Si E et F sont deux K-ev de dimension finie alors .2 (E;F) aussi et on a :

dim (Z (E;F)) = dim (E) x dim (F).

Q MATRICE(S) D’UNE APPLICATION LINEAIRE

Image d’un vecteur par une application linéaire

3
Exercice S (Introduction) : Soitu € Z(E,F) tel que Maty z(u) = | 1 1| ouB = (e,ey)
-1 2
et B = (fy, fo, f3) sont respectivement des bases de E et F.
Soit x = 10e; — Tey. Déterminer u(x).
Correction : R linéanite de 4, on o
1 3 10x1—-7x3 11
u(z) = u(1l0e; — 7ey) = 10u(e;) —Tuley) =10 1 | =71 | = 10x1-7x1 =1 3
-1 2 10x (—=1)—7x2 —24

1 3 —11
10 10
&MX:<_7>10%W@@WMWAX: 11 ; (_7>= 3 |-

4 )
Théoréme 3 : Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie respectivement
rapportés aux bases B et B’ et u € L (E; F).

Alors :
Mat3/<u(x)> = Maty 5 (u) x Maty()

Y = A x X

Ou Y = Mat g (u(l‘)), A =Matyg 5 (u) et X =Matg(z).

La relation Y = AX est une généralisation de la fonction linéaire y = ax en dimension 1.

|— Preuve : Joient B = (e, €9, ..., €,) &b B = (f1, fos e’ fr)-

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXIX : Mabrices et applications lincaires 9|
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II. MATRICE(S) D'UNE APPLICATION LINEAIRE

ara ay ay

) 2J D
a Qs a
@moommd@“ue u: E,B,p — F, B n o«bm]\o@e A= 21 7 ap = Matzgyzg/(u)
—
v u(ac) an,l an,j an,p
Ty
Ty p
& X=]| 7| =Matg(x) ie. z= ijej.
=1
Lp
G'n, (o
p p p n n p
)= (3, ) =Sty = 3oy (s ) =3 (Sosm ) 5
=1 j=1 =1 i=1 i=1 \j=1

Ter coordonnées de u(x) sun o base B’ sonk done

P P p
(Z ay ;% ;, Z Qg %55 Z an,j%‘) = ((AX>17 (AX)g, ;- (AX)n)'
G=1 =1 j=1

p
D07
J=1
» (AX), a1 ay,j G1p\ [T
'8 Zaljxj (AX), 2,1 a2, @2,p Lo
Dot Mat g (u(2)) = | & = . = J=Ax
» : (AX)n an,l an,j an,p :Up
Z A5
7=1
4 \
Exemple & : Reprenons lapplication w : R? — R3 de I’ exemple (6) ou
(J:a y)ﬂ — ({II +y,2z —vy, By).’B'
1
Maty 5 (u) = | 2 —1 | dans les bases canoniques respectives de R? et R3.
0 3
On peut calculer I'image de (5;—2) de deux maniéres maintenant :
[} u((5;-2))=(3;12;-6).
1 1 . 3
2] u((5;-2))=]2 -1|x ( 2) =112
0 3 —6
s 4
Aretenir2Z : Si A € M, ,(K) est une matrice alors sa 4™ colonne C; s’obtient par le
produit matriciel C; = A -E; ot E; la 4°™e matrice de la base canonique de M, 1 (K).

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXIX : Matrices et applications linéaires



PTSI VINCI - 2024 II. MATRICE(S) D’UNE APPLICATION LINEAIRE

s N\
4 )
Exemple 9 :
0
2 1 3 = 1
4 5 6 “\s5
—_— O S——
£ —_— Cy
Ey
\
\,

‘ Matrice d’'une composée d’applications linéaires

Exercice [ (Introduction) :  On munit respectivement R?, R* et R? des bases B = (e, €5, €3),
6) = <f17f27f37f4)7 et Z) = (91792)'

On considere :

1 01

. 0 1 2

o uc.Z(R%;R?Y) telle que Matyg o(u) = A = L o1
0 1 2

e ve Z(R*;R?) telle que Matp 5 (v) = B = (; 2 i 481)

Déterminer Matg (v o u).

4 N\
Théoréme &+ :  Soient

m E un K-ev de dimension p muni d’une base 3 ;

m F un K-ev de dimension ¢ muni d’une base C;

m G un K-ev de dimension n muni d’une base D.

On considére deux applications linéaires u € Z(E,F) et v € Z(F,G).

Alors :
Matg p(vou) = Mate 5 (v) x Matg e(u).

|— Preuve :fo théoréme (3) démontns, celluici me se nésume Pﬁw qui utiisen Lansociatissite
du

Joit 2 € E. Rovons y = u(z) & 2 = v(y).

Gmm&wmw:

On note X = Maty(z), Y = Mate(y), Z = Mate(2), A = Maty o(u), B = Mate »(v).
ZD'W le théoréme (3), Y = AX & Z = BY.

Dot Z = B(AX) = (BA)X.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXIX : Mabrices et applications lincaires 11 |
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o, mabnice de vou dams les bases B b D enk done

Matg 5 (vou) = BA = Mate »(v) x Matg o(u).

Qqannartnue.:C)m Pyywﬂb qubbb@e démonkrer dinedtement sl mécensaine.
@fm{m@e@n,oo)w:
o B=(ey,re,) C=(fr,s f)) b D= (g1, e, gy,) deb bases de E, F et G nespectivement;

o A =Matge(u) = (a5;)1<k<e B = Mate 5(v) = (b; 1) 1<i<n & C = Mat g p(vou) = (CZJ)%§z<n

1<j<p 1<k<q
g)umefrth

Viel;pl, (vou)(e;) = Zci,jgi‘
=1

<
N\
3

o) = w(ute) = (Vonsh ) = 3w = 3oy (St
k=1 k=1 k=1 i=1
z”: (Z bi,kak,j) 9i = z”: (BALJ 9i
k=1 i=1

=1 7

?Mummbed%mohdmmmo«u@mmm
q
YV (i34) € [Lin] x [1:p], 5 =D bipap; < C=BxA,
k=1

—

Corollaire 4| : Soient u € Z(E), B une base de E de dimension finie n et A = Matz(u).
Alors,

m u est un projecteur si, et seulement si A% = A.
® u est une symétrie si, et seulement si A2 =1,.

Exercice 7 : Soit f € Z(R?) défini par f(x;y) = (3z + 6y; —z — 2y).

Ecrire la matrice M de f dans la base canonique de R2, et en déduire que f est un projecteur.

Correction : R bwa mf"&ﬂ“e
OWO”M<3 6>&MQM¢foff-

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXIX : Mabrices et applications lincaires 12|
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I1.3 I\ Matrice de la réciproque d’un isomorphisme

( N\
Théoréme S : Soient

m E un K-ev de dimension n muni d’une base B.

m F un K-ev de dimension n muni d’une base B’.
On considere u € .Z (E; F).
u est un isomorphisme = Matg 5 (u) est inversible.

Et dans ce cas,
=il
Matzg/73(u_1> = (MatB7B/ (u)) 5

Preuve :On note n = dim = dimF o A = Matg 5 (u).
|_( ) : %u%b@&a‘gcnmeqﬁonauflouzldE b uout =1Idg.
@'W le théoréme (4), en tovme matnicidd cela v'écnit :
Mat g 5(u"" o u) = Maty (Idg) <= Maty g(u™') X Matyg g (u) =1,.
Joois aussi,
Matg 5(u o u ) = Maty 5 (ldp) <= Matyg 5 (u) X Ma}tglyg(uil) =1

n*

fo matnice Maty 5 (1) est domne inversible, dinverse Mtz 5(u).

(<) : ?WWAEgln(M),&WmWU%LW.CMWMQQ théoréme (2).
Rsons UQWW&W@ F dane E to&eﬁ,ue Mat g 5z(v) = A5 e existe can
% (FiE) & M, (K) sont mﬁﬂw
GWWW&QWWWWQJ%@AA*:% & ATA =1, dun point de
e anrdication b soine,

‘AAA_1 =] = Matﬂg/ (U) X MatB/,B(’U) = MatB/,B/ (IdF)

n

<~ Matglyg/ (U o ’U) = MatB/’Z;/ (IdF)
Comme Z(F )et/// MWTMmmWWUOU—IdFoe u ent insorniblle o
@e@c»fmé/memwn,{éﬁeAflA:I e/nbwi/newMatBB<vou):Mat331dE Mc&hﬁmd
Q«Ao/mm,vp\m/m cT,ueUO’LL—IdEue ugb,tvn/u@w,%e %auaﬂ& vr%;@&,\/ue

Exercice & : Soit f l’application linéaire définie par :

f: R3 — Ry[X]
(a;b;e) +— a+b+bX+ (b+c)X?

Montrer que f est bijective et déterminer son inverse.
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Corollaire Sl : Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, B une base de E et
(uq,...,u,) € E™ une famille d’éléments de E. Alors :
Matg(uyq, ... ,u, ) est inversible <= (uq,...,u,,) est une base de E.

Autrement dit, une matrice carrée est inversible si, et seulement si les vecteurs formés par ses
colonnes forment une base de E.

|— Preuve : otons B = (e1y...,e,) b ue L(E) Q%dmmTﬂme [Hué}u,g/;o/nb
Vie [1in], ule;) = u,.

Rn construdiion, on o alons Matg(u) = Matg(uy, ..., u,)-
Mat g (t, ..., u,,) et insonsible <= Matg(u) esh inversillle
= u etb vnensible dapes le théoréme (5)
= (u(el), ,u(en)> = (up, ..., uy,) esk une bose de E.

—

~
Exenple O (Matrice de Vandermonde) : Soient ag, ay, -, a, € K des scalaires deux & deux dis-
tincts, (Lg, ..., L, ) les polyndomes de Lagrange associés.
On rappelle que, dans les cas ou les a; sont distincts, (L, ..., L, ) forme une base de K, [X] et que tout
polynéme P € K,,[X] se décompose donc de maniére unique dans cette base sous la forme :
P =P(ay)Ly + P(a;)L; + ... + P(a,,)L,,.
La matrice de la base canonique de K, [X] dans la base (L, ..., L,,) des polynémes de Lagrange est donc :
1 ag ag
1 a, af
M(a07 ’ an) = . . .
1 a, ay
Y On en déduit que si ag, aq, .., a,, sont deux a deux distincts alors la matrice M(ag, ..., a,,) est inversible. y

@ CHANGEMENT DE BASES

| Matrice de passage

( )

Définition 4 :  Soit E un K-ev de dimension finie n.

On considére deux bases B et B’ de E.

On appelle matrice de passage de B a B’, notée Pg ou Py 5, la matrice de la famille B’
dans la base B :

PZ’ = Mat4(B').

&

|1]. Je vous rappelle que 'on sait qu’'un tel morphisme existe et est méme unique d’apres le chapitre précédent
d’algebre linéaire.
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f N\
Exemple |l :

Dans le plan P muni de la base B = (Z,j'), on considére @ =37+ j et ¥ = —i + 2j.

— , 3 -1
La famille B’ = (%, ) forme une base de P et P2 = (1 ) ) .

Dans le plan vectoriel £,, la matrice de passage de la base canonique (e ; e,) A la base (u(0); v(0)) ou
u(6) = cos(0)e, +sin(f)e, et v(0) = —sin(f)e; + cos(H)e, est :

cos(f) —sin(0)
P= .
(sin(@) cos(0) )

Figure XXIX.1 - La matrice de passage P = (g:ég)) ;Z‘Slzg)) de la base B = (e;;e,) & la base
By = (u(0);v(0)) est une matrice de rotation.

Exercice 9 : On se place dans le R-ev R2.

=(1;0 .
“ (1;0) et C = (g,;e4) O
e =(1;1)

Montrer que B et € sont des bases de R?.
Déterminer P = P% et Q= P?.

Vérifier que PQ = QP =1,,.

g1 =(-1;1)

On note B = (e ;e5) ou
(erica) { g, =(031)

Tout d’abord quelques propriétés qui découlent de la définition :

( )
Proposition [ : Soit E un K-ev de dimension finie n. On considére B, B’ et B” des bases
de E. Alors :

PZ' = Mat gy 5(1dg). Bl P2 —PZPZ.
N1
PZ =1,. Pzz est inversible et (Pg ) = %
\,

/7

|— Preuve : Jotons B = (1, ¢y, ..., ¢,) & B = (¢, €}, ..., el,).

@] R ddhmition,

Matgy 5 (Idg) = Maty (Idg (¢, ldg (¢5), ..., ldg(e},)) = Matg(ef, €5, ... ¢;,) = PZ .

SD'W le. nesullat piécédent, P3 = Maty 5(Idg) =1,
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PZ'PZ, = Maty 5(Idg)Mat g 5 (Idg) = Mat g, 5(1dg o Idg) = Mat g »(Idg) = P .

@%GWQ@WMWWB”:BJGL%M:

PZPZ, =PE=1, & PLPE =P% =1,

1
=P3Z,.

Fon conséquent; PZ € 91,,(K) o (P%)

ATTENTION I a P'ordre des bases dans Matg 5(Idg)!

~
Exemple 2. : En reprenant les exemples précédents :
=
N 3 -1 1(2 1
1] PZ = (PZ) " = — .
> 2 1,
T = -u— =7
D’on, 4 7
- 1, 3.,
7 =Ruty
@) —sin(@)) ©)  sin(0)
_ cos(f) —sin(@ cos(8 sin(0
Pg,:(Pg/> 1: =
sin(0)  cos(6) —sin(0) cos(0)
e; = cos(@)u(f) + sin(0)v(0)
D’ou,
e, =—sin(0)u(0)+ cos(0)v()
. V.

II1.2} Formules de changement de bases

Dans une soirée, une matrice propose a une matrice in-
versible de danser avec elle :

Ah non, désolée je ne reste pas, je suis de passage !

Proposition 7 : Soit E un K-ev de dimension finie n muni de deux bases B et B’.

On note P = PZ’ la matrice de passage de B & B’ et, pour tout z € E, X = Matg(z) et
X’ = Matg (z) les matrices respectives des coordonnées de x dans B et B’.

Alors :
X =PX'.

Idy,
E,B——>E %
-1
x P X’

r P(‘eu\/e :@’ﬂ/ a PX, = Ma’tZ}/’B(IdE) X MatB/ (CE) = Matzg’B(IdE(iU)) = MatB(.T) =X
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Remarque : la matrice de passage de B a B’ donne les anciennes coordonnées (dans B) en
fonction des nouvelles (dans 3B’)! Si 'on veut les nouvelles en fonction des anciennes, il faut
inverser la matrice de passage : X’ = P~1X.

Dans le cas d’une famille F de vecteurs de E, on vérifiera que I'on a encore :

Théoréme & : Soient E et F des K-espaces vectoriels de dimension p et n, B et B’ deux
bases de E, € et ¢’ deux bases de F et u € .Z (E; F).

Notons P = PZ', Q =PS', A = Maty o (u) et A" = Mat g o (u).

Alors :
A =Q'AP.

Vocaeulaire :On dit alors que les matrices A et A’ sont équivalentes.

On pourra vérifier que la relation d’équivalence est une relation d’équivalence sur I’ensemble des
matrices de .7, ,(K).

EB—" sFe
A
ldg | P Q' Qfldg

u
E,B — > F¢
A/

|— Preuve:%w‘%&tdem@ediwahwwmwwfm:
QAP = P¢, x Maty o(u) x P53 = Mate o (Idy) x Matg o(u) x Maty 5(Idg)
= MatB/’Cu (IdF ouo IdE) = MatB/’@/ (U)
=A

—

( N\

Exemple 13 (Cas dune forme linéaire) :  Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, B et B’ deux
bases de E, € = (1y) une (LA) base de K et u € .Z (E; K).

Notons P = P%', A = Maty o(u) et A" = Maty o(u).
Alors, Q = P$ =1, = (1) puis

A’ = AP € 4, ,,(K).

Corollaire 8l (Cas dun endomorphisme) :  Soit E un K-espace vectoriel de dimension n,
B et B’ deux bases de E et u € Z(E).

Notons P = PZ', A = Matg(u) et A’ = Matg (u).

Alors :
A’ =P 1AP.
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Posons Y = A’X’ et Y =AX. Onaalors Y = A’X’ = (P1AP)(P1X) =P }(AX) =P 'Y et
-1

on retrouve Y = PY’. La proposition (7) est cohérente.

Vocaeulaire :On dit alors que les matrices A et A’ sont semblables.

On pourra vérifier que la relation de similitude est également une relation d’équivalence sur
I’ensemble des matrices carrées ., (K).

Exercice [O : On se place dans le R-ev R3.
On note B = (e; ;4 ; €3) la base canonique de R? et B’ = (g ;¢4 ;5) la famille de R® définie par :
er = (=1;2;0), g5 = (1;-1;0) et e5 = (=2;3;1).
Montrer que B’ est une base de R3.
Soit P la matrice de passage de B & B’. Déterminer P et P71,

[38] Soit f € Z(R*) définie par f : R3 — R3
(x;y;2) +— (=3z—2y—4z;4x+ 3y + 5z;22)

Déterminer la matrice de f dans la base B’.

0 0
Correction : Matg (f) =10 —1 0.
0 0 2

Nmm%@wae@@mm&mmwwmnm@mmmmm
Remaraue :%WWMUU&L&MLf(U)ZAUWWWh@QA%EQM&WW
@QWﬁ&&@A%Q@m@&WWWau%m@mmwum
@f@mwwmmmmﬂmﬂmmmmma@mw@f&m

Q NOYAU, IMAGE ET RANG D’UNE MATRICE

Application linéaire canoniquement associée a une matrice

e N
Rappel | = Soit (a; ;)ic[i;n] € Ay p(K).
jel1sp]
On appelle application linéaire canoniquement associée a A lapplication u, € Z(KP,K")
définie par :

Ly
uA : [Kp = %p,l(lk> — [KTL = %n,l([K> Ofl X ==
X — AX p

Quel est l'intérét de cette application ?
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Notons & = (E;);<;c, une base de .#, ,(K), B une base de .#, ,(K) et C; la ™ colonne de
A € A, ,(K) écrite entre les bases & et B.

Par définition,
Matg 5(us) = (ua(Ey) - ua (E,))

- (cl---cp)B — A

~ (AE, AR, )

B B

Moralité : VA € 4, ,(K), la matrice dans les bases canoniques de ., | (K) et ., ;(K) de uy
coincide avec A.

. —2
Exercice I : Soit A = 200 :

-1 2 3
Déterminer u, .

\ Noyau, image et rang d’une matrice

4 )
Définition S : Soient A € 4, ,(K) et uy I'application canoniquement associée a A.

= On appelle noyau de A, et on note ker (A), le noyau de u, :
ker (A) = ker (u, ) .

= On appelle image de A, et on note Im (A), 'image de u, :
Im(A) =Im (uy) .

= On appelle rang de A, et on note rg (A), le rang de u, :

rg (A) = rg (uy).

R emaraues :

— Notons A = (a; ;) 1<icn €t X = (z15...53,).
1<g<p

Xeker(A) < AX=(0),,; < < =

p
=1

n,l

Qi Ty

.

Les lignes d’une matrice donnent un systéme d’équations de son noyau.

Exemple 4 (Noyau d'une matrice) :  Le noyau d’une matrice se lit souvent bien sur ses coefficients.

1 2 3 -6
Notons par exemple A la matrice [0 1 1 -2 | et Cq,C,,Cy,C, ses colonnes.
1 1 2 —4

Assurez-vous que vous comprenez parfaitement les observations suivantes :
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( )
s D’abord, C; =C; +C,,donc C; + C, —C5; =0, et on a:
1
1 0 1
A =|0]ie € ker (A).
—1 1
0
0 0
1
. 1
= De méme, C; + C, + C3 4+ C, =0, donc L € ker (A).
1
\
Exemple IS : La dérivation polynomiale D : P — P’ sur K[X] a pour noyau ker (D) = K, [X].
4 )
Exemple I : Soit f: R3 — R?
($7yvz) — (2x+y_sz_y)
Alors,
2 1 1 !
ker = ker B = vect 1
e (22
3
En effet, il est déja clair que C; + C, — 3C5 = 0. En résolvant le systéme f(x) =0, on a aussi :
r=ux
(x,y,z)eker(f)c>{2x+y_z =0 = y=ux
-y =0 z=3x
Enfin, ker (f) = vect ((1;1;3)) = {(m,m, 3z)/x € [R}.
. V.

— Notons (e, ..., e,) la base canonique de K? et A = <01 Cp) € M, ,K).
Par définition du rang d’une matrice, on a :
Im (A) =Im (uy) = vect (up(eq), ... ,up(e,)) = vect (Cq,...,C,,) .
Les colonnes d’une matrice engendrent son image.
En particulier,
rg (A) =1g(up) =rg(upley),...,uple,)) =rg(Aey, ..., Ae,) =1g(Cq,...,C,).

Pour ces raisons, 'image d’une matrice peut étre calculée rapidement par des opérations
élémentaires sur les COLONNES.

e ™

Exemple [1 (Inaae dune matrice) :

1 2 4 0 1 0 O 1 0 1 0

Im|1 -1 0 1 = Im |1 4 1|=Im |1 1 = Im |0 1
Cp¢2C;—C,y C14C1-Cy

2 1 4 1) C3¢4C1-Cs 2 4 1 2 1 1 1

0
3
3
1 0
= vect 0,1 )
1 1

\
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Corollsire 82 : Le rang d’'une matrice est égal au rang de la famille formée de ses
vecteurs colonnes.

Exemnple |& : L’application f : R3 — R3 est canoniquement associée & la ma-

(m7y7z) L (az+y,—m+y,z)

1 1 0
trice [ =1 1 0 | dont les vecteurs colonnes sont clairement libres.
0 0 1

On en déduit que f est de rang 3 donc surjective, donc bijective. En somme, un automorphisme de R3.
S

— Le rang d’une matrice a déja été défini : c’est le nombre de pivots d’une matrice échelonnée
réduite équivalente par lignes & A. On verra que ces deux définitions sont cohérentes.

Théoreme 9 : Soit A € 4, ,(K).

e rg(A) < min(p;n). e dimker (A) +rg(A) =p.
(Théoréme du rang)

|— Preuve:%w%bd'%&ﬁum@etﬁém@mduwauw Qaﬁwfmoﬂm@unwﬂemmw
abbociée & A.
—1

Remaraue : Le rang d’une matrice vaut donc p — dimker (A).
Or, ker (A) est obtenu en résolvant le systeme AX = 0.

Si 'on note r le nombre de pivots de la matrice échelonnée réduite équivalente par lignes a A, on
a vu qu’on avait r inconnues principales, donc p — r degrés de liberté.

Ainsi dimker (A) = p — r et donc p — dimker (A) = r. La cohérence des deux définitions est

assurée.
1 2 -1
Exercice [ : Soit A=|[3 —1 0
4 1 -1
Déterminer :

ker (A). [2] Im(A) et rg(A).

Correction :

Soit (r;y;2) € R3.

T r+2y—z =0
(x;y;2) €ker(A) <= A|Y | =0 < <{3z—y =0
z de+y—z =0
T=z
r+2y—z =0 Tv—z =0
= = = Jy=3
3r —y =0 3r—y =0
z="Tx

<= (x;y;2) €vect ((1;3;7)).

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXIX : Mabrices et applications lincaires 21 |



PTSI VINCI - 2024 IV. NOYAU, IMAGE ET RANG D’UNE MATRICE

Done ker (A) = vect ((1;3;7)).
Comme dim (ker (A)) = 1, dapnen le tRéoreme du nang 18 (A) = 2.

1 2

4 1
W@WMQ.%%WW@OM&M&:

oo ()

“ Caractérisation des matrices inversibles

Théoréme IO

Ae¥9l, (K) < ker(A)={0} <= Im(A)=K" < rg(A)=n

Preuve :
|_ Ae¥9l,(K) < up € 9I(K") <= ker(uy) ={0} <= Im(uy) =K" <= rg(uy) =n.

—

IV.4” Invariance du rang

( )

Proposition Il : Soit A € 4, ,(K).

Si P € 91,(K), alors g (AP) = 1g (A).
(2] Si Qe ¥l,(K), alors rg (QA) = rg (A).

Preuve:%w%bdemmmgvm@%aﬁu@mﬂmmwmmmdAPj&Q&

Nmuv&w%aﬁﬂmﬁma&m@mmWWMdA,PetQ
J\rotonwﬂpetﬂng%@abebwwdekpebkn.

Rors. AP = Maty 5 (1)Maty (v) = Maty 5 (1ov).

J(bi/nm;, uov enb oamomwb anbociée & AP.

Do mome, w o u el canoniquement; associse & QA.
WP&QWM@%U&MWMWM.

@%mad%‘dwdanwwmwrnéoédenb%dewm rg (uov) =rg(u) =rg(uow).

Done, 18 (AP) =1g (A) =18 (QA).
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—

Les manipulations élémentaires sur les lignes ou les colonnes représentant le produit a gauche ou
a droite par des matrices inversibles, on en déduit un résultat jadis admis :

Corollaire lll : Toute opération élémentaire sur les lignes ou les colonnes d’une matrice en
préserve le rang.

VA,Be.#,,K), A~,B ou A~ B = rg(A)=1rg(B).

Autrement dit, le rang d’une matrice est invariant lorsqu’on effectue des opérations élémentaires
sur les lignes et les colonnes. Deux matrices équivalentes par lignes ou par colonnes ont donc le
méme rang.

En pratique, on se contente souvent de mélanger opérations sur les lignes et les colonnes jusqu’a
obtenir une matrice dont le rang est évident.

Théoréme 12 (Rana de ls transposée) :  Soit A € .4, ,(K). On a :

rg (AT) =rg(A).

|— 'Pr‘euve:?m@'Wm@W@WmMWA%LWMWWdW

WWMW@WJ@?@K&UM

GWQMAZPJW@P%LMM@W@WWWM
Done AT = (PJ,)T = JTPT = J PT.
Lo matrice PT nestant invensible, on obtient done e nesuliat soul : rg (AT) =1g(J,) =g (A).

—

On obtient alors '’homologue du corollaire (8.2) :

Corollaire 2] : Le rang d’'une matrice est égal au rang de la famille formée de ses vecteurs
lignes.

Exemnple |9 : Revenons sur la matrice de Vandermonde de I’ exenple (10) :

n

1 ag - af
1 a; -~ ap

M(ag, ..., a,) = .
n

1 a, ay
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On a montré a I’ exemple (10) qu’elle était inversible si les a; étaient deux a deux distincts. Montrons la
réciproque.

En effet, 'il existe deux indices distincts ¢ et 5 de [0;n] tels que a;, = a; alors les lignes L; et Lj sont
identiques et rg(A) < n < n + 1.

En particulier M(ag, ..., a,,) n’est pas inversible.

» '

Par la contraposée on a donc montré que si M(aq, ..., a,,) est inversible alors ag, aq, .., a,, sont deux & deux
distincts. C’est donc une équivalence.

R.emarque : Nous verrons au prochain chapitre d’algébre linéaire comment retrouver ce résultat d’une autre

L maniere. )
1 2 -1
Exercice 3 : Onpose A=|2 —1 8
1 1 1
3
A Daide d’opérations élémentaires sur les lignes de A, montrer que ker (A) = vect -2 et
-1
1 2
Im(A)=vect | |2],] -1
1 1

Correction :

Noyau : ?mm%MMker(A)mm%mtwmwmm&w
@W%WW@WWA(?
g%tgwﬁe

1 2 -1 1 2 -1 1 9 1
ker (A)=ker |2 —1 8 | =ker |0 5 —10 = ker ( B )
Ly«2L;—Ly 0 1 -2
1 1 1 0 1 —2 Ly«Lz—L,

L,«L,—2L, 0 1 —2

={(—32,22,2) | z € R} = vect ((—3,2,1)).

1 0 3
= ker( ):{(x,y,z)eﬂ??’|x+3z=0ety—22::0}

Image : Im(A) = vect((1,2,1),(2,—1,1),(—1,8,1)) ef dimIm(A) = 3 — dimker (A) = 2 d,'a,r)us,u le
Lo gamﬂe ((1,2,1),(2,—1,1)) étonk libre, Mo constitue ainsi wne base de Im (A).
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