fewille d exercices n° 31 Matrices et applications lincaires

Matrices et applications linéaires |

Exercice | : Soient B = (e, eq,e3) et € = (f1, fa, f5, f4) les bases canoniques respectives de R?
et R%.
Déterminer 'expression de I'application linéaire f: R? — R* dont la matrice sur ces deux bases
s’écrit :

-3 2 -1

0 1 -1

Mat =
selD=| 0 o
0 2 -1

Exercice 2. : Soient E est un K-e.v. de dimension 2, et v € Z(E) nilpotent d’indice 2 i.e. u?> =0
et u # 0.

Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est ( 8 (1) )

Exercice 3 : Déterminer la matrice relative aux bases canoniques des applications linéaires f

suivantes :
f: R? — R3 f: K, X — K,[X]

(z3y) — (z+y;y—2z;—+2y) P — (X2—1)P' —nXP
fr R — R frGX] — GylX]

(z;y) — (z,2+y,72—y,y) P — P(X+1)—P(X)
8] f: R3[X] — R3(X]

P +— PX+1)

Exercice 4+ : On donne I'endomorphisme f : (z,y) — (—13z + 6y, —9z + 8y) de R?.
Déterminer sa matrice dans la base canonique 3.
[2] Soient u = (1,3) et v = (2,1).

Vérifier que B’ = (u,v) est une base de R?.

Déterminer Mat 5 (f).
Exercice S : Soit A= | + 2 1.
-2 1 2

On note B la base canonique de R?, € celle de R? et f € £ (R*;R?) tel que A = Matg o(f).
[1] Soit u = (z;y;2) € R®. Déterminer f(u).
[2] Déterminer ker (f) et Tm (f).

2 —1 0
Exercice b : SoitA=|—-2 1 —2
1 1 3

On note B la base canonique de R3 et f € Z(R?) tel que A = Mat(f).
Soit u = (z;y;2) € R®. Déterminer f(u).
[2] Déterminer ker (f) et Tm (f).

Exercice T : E est un Kev de dimension finie non nulle n. Soit f un endomorphisme de E.
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feuille dexercices n° 31 Matrices et applications lincaires

‘ On suppose que f est nilpotent d’indice p (p € N*), c’est-a-dire :

fP=0et fP14£0

Soit = € E tel que fP~1(x) # 0.
Démontrer que (z, f(z), f2(z), -, fP"1(x)) est libre dans E.
En déduire que p < n.

On suppose désormais que p = n.

Démontrer qu’il existe une base B de E dans laquelle :

0 0
Mat (f) = (1 - )
0 10
Exercice & : Soit f et g les applications linéaires définies par :
f: R3 — R? et g: R*> — R3
(z;y52) — (z—y;2z+2) (x;y) — (z+y;3z—y;—z+2y)

Déterminer A et B les matrices respectives de f et g dans les bases canoniques de R? et R3.
‘ En déduire ’expression de go f.
Exercice 9 : Soit ¢ l'application linéaire définie par :
o RX] — R[X]

aX+b — —aX+b—2a.

Montrer que ¢ est une symétrie et déterminer sa base et sa direction.
Exercice IO : On considére f € £ (R?) définie par :
f: R — R?
(z3y) +— (4o +y;7z+2y)
Ecrire la matrice M de f relative & la base canonique de R2.

Calculer M? — 6M + I, puis en déduire que f est un automorphisme de R?.
[3] Soit u= (z;y) € R*. Déterminer f~*(u).

n

0

) () -
) ()
[

n

n

‘ Déterminer I’endomorphisme ¢ de K, [X] dont la matrice dans la base canonique (1, X, X2, ..., X")
est M.

‘ Montrer que ¢ est un isomorphisme.

Exercice | : Soit M = 0 ( )

0 e 0
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feuille dexercices n° 31 Matrices et applications lincaires

‘ En déduire que M est inversible et déterminer M~!.

Remarque : La matrice M étant une matrice triangulaire dont les coefficients diagonaux sont non nuls,

Pinversibilité de M est assurée.

Exercice [ : On se place dans le R-ev R3.

On note B la base canonique de R3 et B’ = (g, ;¢4 ;3) la famille définie par :
g1 =1(1;0;0), e =(1;2;3) et ¢35 = (2;1;2).
Montrer que B’ est une base de R3.

‘ Déterminer la matrice de passage de B a B’.
Soit u = (z;y;2) € R3. Déterminer les composantes de u dans la base B’.

Exercice [3 : Déterminer la matrice de f: R? — R? dans
(x;y) > (bx+6y;—3z—4y)
B =((2;-1);(1;-1)).
Exercice [+ : On pose v; = (1;0;0), vy = (1;1;0) et v3 =(1;2;3).
[1] Montrer que B = (v, ;v,;v3) est une base de R®.
On pose alors F = vect (v ;v,) et G = vect (v3) de sorte que R® = F @ G.
‘ Soit s la symétrie par rapport a F parallelement a G. Déterminer Matz(s).
‘ Déterminer la matrice de s dans la base canonique de R3.

4| En déduire 'expression de s.
p

Exercice IS : On considére 'endomorphisme de R? défini par :

U R3 — R3
(x;y;2) +— (10x —y—z;—6x+9y—32z;—2x—y+ 112)
[1] Déterminer A = Maty (u), ot B, est la base canonique de R3.
Montrer que la famille B = ((1;3;1);(1;0;—2);(0;1;—1)) est une base de R3.
Déterminer B = Mat z(u).

Calculer A™ pour n € N.

Exercice [ : On désigne par u, v, w les trois endomorphismes de R, [X] définis par :
u:P—PX—-1), v:Pr—PX+1) et w:Pr—P.

On rapporte R,,[X] a sa base canonique B.
Déterminer les matrices U, V, W de u, v, w dans la base B.
‘ Calculer UP, VP, WP pour tout entier naturel p.
Montrer que U est inversible et donner U™,

Exercice [T : Dans Rs3[X] muni de sa base canonique B, on considére :
Qu=1+X+X2+X3 Q =X+X?+X3 Qy=X?+X3 et Q3 = X3.
Démontrer que € = (Qg, Q1, Qy, Q3) est une base de Ry[X].
[2] Déterminer P et PE.
Soit P = a + bX + cX? + dX3.

Déterminer les coordonnées de P dans la base C.
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Exercice I8 : On rapporte E = R? & sa base canonique 5.

Soient la droite D = vect (1,2,1) et le plan II = {(x,y,2) € R3, 2 — 2y + 52 = 0}.
Montrer que E =D @ II.
Soit p la projection vectorielle sur II parallelement & D.

Ecrire la matrice de p dans la base B.
‘ Ecrire la matrice dans la base B de :

@ la symétrie vectorielle par rapport a II parallelement a D ;
@ la projection sur D parallelement a IT;
@ la symétrie vectorielle par rapport a D parallelement a II.

Exercice |9 : Dans E = K* muni de sa base canonique, on définit :

— F= {(x7y,2',t) € [K4/x:t:0}
o GZ{(ﬂf,y,Z’t) €ﬂ<4/$+yzz+t:0}

‘ Montrer que F et G sont supplémentaires.

‘ Ecrire la matrice de la projection sur G parallélement & F.

8§ —2 =2
. 1
Exercice 20 : Soit f’endomorphisme canoniquement associé a A = 9 -2 5 —4
-2 —4 5
Montrer que f est un projecteur et déterminer ses éléments caractéristiques.
Exercice 21 : Montrer que A = (sin(i + j)) € .4, est de rang au plus 2.
Exercice 22 : Déterminer le rang des matrices suivantes :
11111
1 0 0 3 4 —1 4 1 231 9
1] A=[4 -3 —2f. 2] B=|12 3 3 0:42042
—4 4 2 23 2 3
121 21
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