fewille d exercices n° 31 Matrices et applications lincaires

Matrices et applications linéaires |

Exercice | : Soient B = (e, eq,e3) et € = (f1, fa, f5, f4) les bases canoniques respectives de R?
et R%.
Déterminer 'expression de I'application linéaire f : R? — R* dont la matrice sur ces deux bases
s’écrit :

-3 2 -1

0 1 —1

Mat =
se=| 0 o 4
0 2 -1

X
Correction : %t u (y) €ER? on o :
z

f (y) = f(ze; +yey + ze3) = xfey) +yfley) + 2f(e3)

z

=a(=3f) +yfi+ fo+2fs) +2(—fLr = fo— fa)

=(=3z+2y—2)fi+ (y—2)fo +0fs+ 2y —2) /4 =
2y —=z
Exercice 2. : Soient E est un K-e.v. de dimension 2, et v € Z(E) nilpotent d’indice 2 i.e. u?> =0

et u # 0.

Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est ( 8 (1) )

Exercice 3 : Déterminer la matrice relative aux bases canoniques des applications linéaires f

suivantes :
f: R — R [4] f: K,[X] — K,[X]

(z;y) — (@+y;y—2z;—2+2y) P  — (X2—1)P'—nXP
s R — R [ CGX] — C[X]

($§y) — (m,:c+y,:c—y,y) P — P(X—i—l)—P(X)
[+ Ry[X] — R3[X]

P +— PX+1)

Exercice 4+ : On donne I'endomorphisme f : (x,y) — (=132 + 6y, —9z + 8y) de R?.
‘ Déterminer sa matrice dans la base canonique 3.

[2] Soient u = (1,3) et v = (2,1).

Vérifier que B’ = (u,v) est une base de R?.

Déterminer Mat 5 (f).

Exercice S : Soit A = ( 12 _1).
-2 1 2

On note B la base canonique de R3, € celle de R? et f € £ (R3;R?) tel que A = Mats o (f).
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fewille d exercices n° 31 Matrices et applications lincaires

[1] Soit u = (z;y;2) € R®. Déterminer f(u).
Déterminer ker (f) et Im (f).

Correction :

) = A . B T+2y—=z
.‘ flw) = Y= 20 +y+22)

z

T

X
/ T+ 2y—=z =0
\ u (i) €ker (f) <= f(u) =0 <= {_2x+y+22 o T\ =
I

ker (f) = vect 0
1

@W%tﬂmhmedmhm%g febtdm,odehﬂ/ma,Qdom)b,R2dmwmma‘,@cbl/ued?hn(f):ﬂ?z.

2 =1 0
Exercice b : SoitA=|—-2 1 —2
1 1 3

On note B la base canonique de R3 et f € Z(R3) tel que A = Maty(f).
[1] Soit u = (z;y;2) € R®. Déterminer f(u).
Déterminer ker (f) et Im (f).

Correction :

z 20—y
[1] f(u)A(y) = | —2z4y—2z|.
z

r+y+ 3z
T 20—y =0 20—y =0
‘ u(’y cker(f) <= f(u)=0gs <= < 22+y—22z =0 < <z =0
“ T+y+3z =0 r+y =0
z =0
= qy =0 <:>kcr(f):{0[R3}<:>f@bL&m3‘uIWe.
z =0

@'W%&mmwf'%tdomd@mw3mm3mwetlm(f):n23.

Exercice 7 : E est un Kev de dimension finie non nulle n. Soit f un endomorphisme de E.

‘ On suppose que f est nilpotent d’indice p (p € N*), c’est-a-dire :

fP=0et fP14£0
Soit = € E tel que fP~1(z) # 0.
Démontrer que (z, f(z), f2(z), -, fP~*(x)) est libre dans E.

En déduire que p < n.
‘ On suppose désormais que p = n.

Démontrer qu’il existe une base B de E dans laquelle :

Mat 5(f) = (5):;;.,‘0)

0 10
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feuille dexercices n° 31 Matrices et applications lincaires

Exercice & : Soit f et g les applications linéaires définies par :

VE R3 — R? et g: R* — R3
(59;2) +— (v—y;22+2) (z3y) — (r+y;3z—y;—2+2y)

Déterminer A et B les matrices respectives de f et g dans les bases canoniques de R? et R3.
‘ En déduire 'expression de g o f.

Correction : gof: R3 — R3
(r;y;2) +— @Br—y+z;0—3y—z;3x+ 2y + 22)
Exercice 9 : Soit o I'application linéaire définie par :
e R[X] — Ry[X]

aX+b — —aX+b—2a.

Montrer que ¢ est une symétrie et déterminer sa base et sa direction.
Exercice IO : On consideére f € £ (R?) définie par :
f: R? — R?
(x;y) +— (dx+y;7z+2y)

Ecrire la matrice M de f relative & la base canonique de R2.
Calculer M? — 6M + I, puis en déduire que f est un automorphisme de R?.

Soit u = (x;y) € R2. Déterminer f‘l(u).

(o) ©) - (0
Exercice Il - Soit M= | O G) (TD
0 . 0 (Z)

‘ Déterminer I’endomorphisme ¢ de K, [X] dont la matrice dans la base canonique (1, X, X2, ..., X")
est M.

Montrer que ¢ est un isomorphisme.
[3] En déduire que M est inversible et déterminer M.

Remarque : La matrice M étant une matrice triangulaire dont les coefficients diagonaux sont non nuls,

Pinversibilité de M est assurée.

Exercice [ : On se place dans le R-ev R3.

On note B la base canonique de R3 et B’ = (g, ;¢4 ;¢3) la famille définie par :
g1 =1(1;0;0), e =(1;2;3) et ¢35 = (2;1;2).

‘ Montrer que B’ est une base de R3.
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fewille d exercices n° 31 Matrices et applications lincaires

‘ Déterminer la matrice de passage de B a B’.
‘ Soit u = (x;y;2) € R3. Déterminer les composantes de u dans la base B’.

Exercice [3 : Déterminer la matrice de f: R? — R? dans
(x3y) > (bx+6y;—3z—4y)
B =((2;-1);(1;-1)).
Exercice [+ : On pose v; = (1;0;0), vy = (1;1;0) et v3 =(1;2;3).
[1] Montrer que B = (v, ;vy;v3) est une base de R®.
On pose alors F = vect (v ;v,) et G = vect (v3) de sorte que R® = F @ G.
‘ Soit s la symétrie par rapport & F parallelement & G. Déterminer Matg(s).
‘ Déterminer la matrice de s dans la base canonique de R3.

En déduire I'expression de s.

Exercice IS : On consideére 'endomorphisme de R? défini par :
U R3 — R3
(r;y;2) +— (10 —y—2z;—6z+9y—3z;—2x—y+ 112)
[1] Déterminer A = Maty (u), olt B, est la base canonique de R3.
‘ Montrer que la famille B = ((1;3;1);(1;0;—2);(0;1;—1)) est une base de R3.
Déterminer B = Mat z(u).
[3] Calculer A" pour n € N.

Correction :

10 -1 -1
‘ On o dinedement A = -6 9 =3
-2 =1 11
[2] Notorss P =Mat,, (B).
On o :
1 1 0
P=13 0 1
1 -2 -1
@noW@@mdﬂod@d@%aW—?o&dam
1 1 1
1 1 011 0 O 100 3 6 6
2 1 1
3 0 1 /0 1 O ~ 010 5 —§5 —%
1 -2 =210 0 1 1 1
001 -1 —5 —3

@nmdédmto[uenglwdomP@abwwmﬁ@eethtwm@omdeW.
ﬁmP:chetPﬂw&Lm&mmﬁmdemd@@@mw.
@nuﬂ&m@a@uﬂmﬁed&cﬂaﬂwwm BZPflAP.fbMWm&xxzmo@fw/ﬂt:

6 0 0
B=P'AP=|0 12 0
0 0 12
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fewille d exercices n° 31 Matrices et applications lincaires

6™ 0 0 1 0 0
‘BMWWWMMBn: 0o 12" 0 =6"10 2 0
0 0o 127 o o0 2"

2.6 4+ 4.12™ 6" — 12" 6" — 12"

) 1
A" = 6 6.6" —6.12" 3.6" —3.12" 3.6 — 3.12"
2.6" —2.12" 6" — 12" 6" —5.12"

Exercice [ : On désigne par u, v, w les trois endomorphismes de R, [X] définis par :
u:Pr—P(X—-1), v:Pr—PX+1) et w:Pr—P.

On rapporte R, [X] & sa base canonique 5.
Déterminer les matrices U, V, W de u, v, w dans la base B.
‘ Calculer UP, VP, WP pour tout entier naturel p.
Montrer que U est inversible et donner U™,

Exercice [T : Dans Rg[X] muni de sa base canonique B, on considére :
Qu=1+X+X?+X3Q =X+X2+X3 Q,=X>+X3 et Q3 =X3.
Démontrer que € = (Qq, Q1, Qy, Q3) est une base de R;[X].
[2] Déterminer Py et PE.
Soit P = a + bX + ¢X? 4 dX3.

Déterminer les coordonnées de P dans la base €.

Correction :

‘ %W@Z(QO,QUQQ,QB) enb élellonnse on waluation. e et donc libre.

@er&@,&f@w4madimkgmz%mez( 0: Qs Qys Qs) eth wne base de Ry[X].
100 0 1 0 0 0
, 1 10 ) : -1 1 0 0
2] PS¢ = o PZ = (PC)1 =
‘ 1 110 e = (P3) 0 —1 1 0
11 1 1 0 0 -1 1
Q=1+X+X2+X3 1=Q—Q
— X 4+ X2 4+ X3 X=0Q, —
Remaraue : Q AT — Q= Q
Qy = X? + X3 X*=Q,—Q
Qs = X X* = Q

%t P = a+ bX + X2 + dX3.

a
Psons U = Mat 4 (P) = IC) & V = Mate(P).
d
1 0 0 0\ /a a
: 1 1 0 Oof]bd —a+b
Dapnes lo couns, V= (P U= =
o (P5)"U 0 -1 1 o0f]c¢c —b+4c
0 0 -1 1/ \d —c+d
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fewille d exercices n° 31 Matrices et applications lincaires

Dons,

(U, ; b .

aQp + (b—a)Q; + (¢ = b)Qy + (d —c)Q3 = a(Qy — Q1) + b(Q — Qa) +¢(Qy — Q) +dQ;
=al + bX + cX? + dX3
=P.

P=aQy+ (b—a)Q; + (c—0)Qy + (d —¢)Qs.

Exercice I& : On rapporte E = R? & sa base canonique 3.

Soient la droite D = vect (1,2,1) et le plan Il = {(z,y,2) € R}, z — 2y + 52 = 0}.
Montrer que E =D & 1I.
Soit p la projection vectorielle sur II parallelement a D.

Ecrire la matrice de p dans la base B.
Ecrire la matrice dans la base B de :

@ la symétrie vectorielle par rapport a Il parallelement a D ;
(1) la projection sur D parallelement a IT;
(©) la symétrie vectorielle par rapport & D parallélement a II.

Correction :

‘ Roons u = (1,2,1). Mors D = vect (u).

De P@m
(,y,2) el <= x—2y+52=0
= xr=2y—>52
= (2,9,2) = 2y — 52,9, 2)
= (z,9,2) =y(2,1,0) + 2(—5,0,1)
= (x,y,2) € vect ((2,1,0),(—5,0,1))

&LM v=1(2,1,0) & w=(—5,0,1).

IT = vect (v, w).

uw=(1,2,1)
Sﬁ@@amv’ﬂ?e@z v=12,1,0) | esklibre (& montren |) & 3 vectewns en dimension 3, done € = (u, v, w)
w=(=5,0,1)

et une base de R3.
@cu[\)wb wn Béoneme du cownn, vect (1) @ vect (v, w) = R3.

@cvno,
Dol =R3.

‘ p%b@anu@ofoMJ@eWH@ofﬂé@mm&dD.

On o donc Mate(p) =

o o O

0
1
0

= o O

E’D'W le couns, Mat 4(p) = PMatp(p)P L.
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fewille d exercices n° 31 Matrices et applications lincaires

1 2 -5 1 -2 5
wP=P=12 1 0 ezpflzé -2 6 -10
10 1 -1 2 -3
Don,
1 2 -5
A=Matg(p)=z|-2 6 —10
-1 2 -3

Remaraue : @fn, u@ﬁ»@\eﬂa cT/u;e A2 = A,

@?&bS%t&»ma/méWe[wandHWa%vmdD.

-1 0 0 0 2 -5
On o done Matyx(S)=P| 0 1 0|Pt=|—-2 5 —10
0 0 1 —1 2 —4

Remarque : @fn/ myu%uelw/ orue Qo/ ’wfab\m Id+S =2pie. S =2p—Id e f/lo/rvbT,o)ae ﬂwf)uapﬂzcynwnb

o Matz(S) = 2A — I,

?atp’Q@meWDrom%mde.

1 0 0 1 1 -2 5
Matg(p') =P |0 0 0P !=Matg(p')= 5 2 —4 10
0 0 O 1 -2 5
Remarque :p+p =1d ie. p =1d —p & Matyz(p') =13 — A,
@?&LS’@@WWW@D[@AQ%M&&H.
1 0 0 0 —2 5
Matg(S)=P |0 —1 o0 [P'=]2 —5 10
0o 0 -1 1 -2 4
Remarque : S+ S =0 ie. S"=—S ef Matyz(S") = —A.
Exercice |9 : Dans E = K* muni de sa base canonique, on définit :
— F={(2,y,2,t) e Ktz =t =0}.
— G={(z,y,2,t) EKz+y=2+1t=0}
Montrer que F et G sont supplémentaires.
‘ Ecrire la matrice de la projection sur G parallelement a F.
1 8 —2 =2
Exercice 20 : Soit f’endomorphisme canoniquement associé a A = 9 -2 5 —4
-2 —4 5

Montrer que f est un projecteur et déterminer ses éléments caractéristiques.
Correction : f et e comsbruucion une oﬁm&mb\o'm linsaine.
@O/n/q

f ek un r/voae(b%)u = fof=f

<= AxA=A
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fewille d exercices n° 31 Matrices et applications lincaires

@%maMAQZA(WwM)Mf%LWMWm

De. pl

(z,y,2) €ker (f) <= f((z,y,2)) =(0,0,0) <~ A(y) = (

= (z,y,2) € R(1,2,2)
Done, ker (f) = R(1,2,2).
&wbe,

Im (f) = vect ({f((1,0,0)), f((0,1,0)), f((0,0,1)})
= vect ({(8’ —2, 72)7 (*27 5, *4)a (*27 —4, 5)})

Oh, (8,—2,—2) = —2(—2,5,—4) — 2(—2,—4,5)

= vect ((=2,5,—4),(=2,—4,5)) e amrangeant un peu, on houne %,mbm

= veet((0,1,-1),(2,4,—5)) =  vect((0,1,—1),(2,0,—1)).

eﬂ*é(elfez) eqgé—ey—4dey
Remarque : Bomme Im (f) = ker (f —1d), on FML e%aoﬂe/rrwn/t’lmoud)w/ wn, wdbfem\e W browsen, la, mame
Rose.
Done, f%tkvnwnm&vﬂmmﬁéw (0,1,—1) e (2,0,—1) Pnnafﬂéﬁamwbd&»d)mte R(1,2,2)

Exercice 21 : Montrer que A = (sin(i + j)) € #,, est de rang au plus 2.

Exercice 22 : Déterminer le rang des matrices suivantes :

11111
1 0 0 3.4 -1 4
1 A=|4 -3 -2 2] B=|12 3 3| C=12312
420 4 2
—4 4 2 2 3 2 3
121 21
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