) PTSI
Epreuve de Mathématiques 6

Correction

PROBLEME 1.

On considere les applications

f i Ro[X] — Ry[X] ¢ :Ry[X] — R

P (i) T

On note € la base canonique de Ra[X].

Partie 1 : En passant par P’algebre linéaire

1. Montrer que f est un endomorphisme.

Pour tout P € Ry[X], f(P) existe bien, il nous faut donc montrer que f(P) € Ro[X]. L’élément
f(P) est un polynéme. De plus,

deg(f(P)) deg< {P@) <X+1>D
<max (aes (7 (3)) aee (7 (557) )

= max(deg(P),deg(P))
= deg(P) <2

Donc f(P) € Ro[X] et f est bien définie.
Montrons que f est linéaire. Soient A € R et (P, Q) € Ry[X]?. Posons R = AP + Q. On a

f(R):%[R<§>+R<X+1)} HAPH}( )+()\P+Q)(X+1)}
-3 (3)ve(3) e () +e(557)
=3[P () e (55 +le(3) e (57)

Donc f est bien linéaire. Conclusion : ’ f est un endomorphisme de Ry[X]. ‘

2. Calculer A = maty(f). On pose dans la suite A’ = 8A.
Calculons les images de € = (1, X, XQ) par f.

1
fO) =5+ =1
1[X X+1} 2X+1 X 1
X - pr— = —_— —
=513 4 > "1
1[/x\* (Xx+1\*] X?’+X?2+2Xx+1 X2 X 1
SR ORCOIE i
f()2[2+ 2 8 PRV
1 % % 8 2 1
Conclusion : |A =mate(f) =0 5 1 ||et|A=84=|0 4 2.
0 0 ; 00 2
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3. L’application f est-elle injective 7 surjective 7

Puisque A est échelonnée avec un pivot sur chaque ligne, on en déduit que rg(A) = 3. Donc A est
inversible. Donc f est injective et surjective car ‘ f est un automorphisme de Ro[X]. ‘

4. On admet que ¢ est linéaire. Déterminer la matrice de ¢ dans les bases canoniques.

Calculons les images de 4 = (1,X, X2) par p. Ona: p(l)=1, oX)=1, ¢ (X2) =1

En notant 4" = (1) la base canonique de R, on conclut que |maty ¢ (p) = (1 1 1).

5. Déterminer le noyau de .

Soit P =a+bX + cX? € Ry[X]. On a les équivalences suivantes :

PeKer(p) <= ¢P)=0 <<= a+b+c=0 <+—= a=-b—c

Conclusion : |Ker(y) = Vect (X2 -1,X-1)

6. Déterminer Ker (A’ — 813) et en déduire Ker (f — Idg,[x]).

§ 2 1 8 0 0 0 2 1
Soit B=A'"—-8I3.0naalorsB=|0 4 2| -0 8 0]={0 —4 2
0 0 2 0 0 8 0 0 -6
Soit (z,y, z) € R3. On a les équivalences suivantes :
T T 2y + 2=0
y | €Ker(B) <= By | =0 <=  —4dy+22=0 <= y=2=0.
< < —62=0
1
Conclusion : | Ker (A' — 8]3) = Vect 0
0

Or A’ — 813 est la matrice canoniquement associée a 8f — 8Idg, (X]-
Donc : Ker (f — Idg,x]) = Ker (8 (f — Idg,[x])) = Ker (8f — 81dg,[x]) -

Conclusion : | Ker (f — Idg,x]) = Vect (1g,[x])

1 1
7. De méme déterminer Ker (f —3 IdRQ[X]> et Ker (f 1 IdRQ[X]>.

Pour (z,7,2) € R3, on a

x 1 1 x
Y 6Ker<A—2lg><:><A—2lg> Yy | = Ops
z z
x
— (A —4L) | y | = Os
z
dr+2y+ z=0
= 22=10
—2z=0
{y = -2z
<~
z=0
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1
Donc : Ker (A — %Ig) = Vect -2
0

Enfin, pour (z,y,z) € R?, on a

T 1 1 T
y | € Ker (A — Z[g) = (A— ZIg) Yy | = Ops
z z
T
— (A —2L) |y | =0gs
z
6z +2y+ z=0
20 +22=0
1 z
xr = = —2 — 2 = =
— { 6( Yy ) 6
y=—z
1
Donc Ker (A - i[g) = Vect —6 . Conclusion :
6

Ker (f — ;IdRQ[XO =Vect(1 —2X) et Ker (f — ZILIdRQ[X]> = Vect (1 —6X + 6X2) )

On pose # = (1,1 —2X,1—-6X +6X?).

8. Justifier que Z est une base de Ry[X].

P est une famille de polynémes échelonnée en ses degrés. Donc £ est libre.
De plus Card(#) = dim (Ry[X]).
Conclusion : ‘%’ est une base de Rg[X]. ‘

9. Déterminer D = matgz(f).

Posons e; = 1,e9 =1 —2X et e3 = 6X2 — 6X + 1. Par ce qui précede, e; € Ker (f — IdR2[X]) donc
f(e1) —e1 = Op,[x) et donc f (e1) = e1.

De méme es € Ker (f — %IdRZ[X]) et ez € Ker (f — %IdRQ[X}). Ainsi, on a

fler)=e1, fle2)= 162, fe3) = 163-

2 4
1 0 0
Conclusion : | D =matg(f)=| 0 & 0
00 %
10. On pose Q = Py 5. Préciser @ et calculer QL

1 1 1

On pose Q@ = Py . Onaalors [ Q=0 -2 —6

0 0 ©6

De plus, en appliquant I’algorithme du pivot de Gauss, on obtient :
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1 1 1]100 Ly 6L — Ly
0 -2 -610 10 Ly + —3Ly— 3L
0 0 61]0 01 2 2 3
6 6 0|6 0 -1
~ 06 0/0 -3 -3 Ly <+ Ly — Ly
“\006|0 0 1
6 0 0|6 3 2
~ 06 0/0 -3 -3
“\0 06|00 0 1
L /6 3 2
Conclusion : Qflzé 0o -3 -3
0 0 1

11. Donner une relation entre A, D, Q et Q~!. En déduire A™ pour tout n € N.

Par la formule de changement de base, on a

A= matg(f) = chygg mat@(f)P@;,; = QDQ_I

Donc par récurrence,
VneN, A"=QDQ'QDQ'...QDQ'=QDD...DQ"'=QD"Q!

La matrice D étant diagonale, on en déduit ainsi que pour tout n € N,

1 11 1 1
AT=Q10 5 0 )@ =10 & 3
0 0 4= 0 0 =
12. Soient P = a + bX + cX? € Ry[X] et n € N. Calculer f*(P).
Soient P =a +bX + cX? € Ry[X] et n € N. On a
p(l_ 1 11 1
a a+b(3—gm) +¢(3 -7 + orm
maty (£(P)) = maty (f") mate(P) = A" ( b | = b oe(h

Conclusion :

11 1 b 11 ¢ oy
G-g= o)tz ez 30)] X+ 5

1
13. Montrer alors que pour tout P € Ry[X], E&l o (f"(P)) = / P(t)dt.
n [e.e] 0

f"(P)—aer(;— 2n1+1> +e

Par la question précédente, pour tout P = a + bX + cX? € Ry[X] et tout n € N,

(1 1+1)+b+<1 1)+c
3 ontl T gxan) T TN\on T ) T

1 1
n —
(P =atb (g — i) e
Donc par passage a la limite :

1 1 b ¢
n_lgloo@(f( ) a+b(2 0)—1—0(3 O+O>+0+c(0 0)+0 a+2+3
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D’autre part :

! ! 2 t2 371 b Cc
P(t)dt = bt t dt:[t b— } = — 4 =
/0 (t) /0(a+ + ct?) at + 2+c30 at g+ 3

Conclusion : VP € Ry[X], lim ¢ (f"(P)) = /1 P(t)dt.
0

n—-+00

Partie 2 : On recommence avec de ’analyse

On pose
g: R[X] — R[X]

P () (2]

On admet que g est un automorphisme.

14. Montrer par récurrence 1’assertion suivante :

123 (X+k
VP € R[X],Vn € N, g”(P)z—ZP( + )

Initialisation. Si n = 0, on a ¢°(P) = Idgx|(P) = P. D’autre part,

21 x4k

» 2 P55

Donc g°(P) = P et l'assertion est vraie pour n = 0.
Hérédité. Soit n € N. Supposons 1’égalité vraie au rang n. On a alors

9"t (P) =g (g"(P))

) ZPXJrk:) P(X)=P

Donc par hypothese de récurrence :

123 (X +k 12! X +k L
9n+1(P):9<2nZP< on >>=2nZg<P< on )) car g est linéaire.

k=0

Pour tout k£ € [0;2" — 1], on a

X+k>> 1 3 +k Xl 4k 1{ <X+2k> <X+2k+1>}
P =_|P P2 —— )| =-|P|%F ) +P(—F—
g( ( omn 2 [ ( on + omn 2 on+1 + on+1

Alors,
1 2= X + 2k X +2k+1
+1 _
g" (P)_QH;OJP( on+1 )+P< on+1 )}
1 2l X ok 2= X 42k 41
= 2n+1 I;) P 2n+1 + ’;) P 2n+1

somme des termes pairs entre 1 et 27  somme des termes impairs entre 1 et 27
X+k
2n+1 Z 2n+1 :

Donc I'égalité est encore vraie au rang n + 1.

1° & (X +k
Conclusion : VP € R[X],Vn e N, ¢"(P) = o Z P( ;T: >
k=0
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15. Soit P € R[X]. Dé i | P
5. Soit P € R[X]. Déterminer : irilooNZ ( )

Soit P € R[X]. Posons P la fonction polynomiale associée. Alors P € €>(R) et en particulier P
est continue. On reconnait une somme de Riemann sur [a;b] = [0;1] :

VN € N, ;i ( ) i::p(a+k N“)

k=1

N
1 k !
Ainsi, la suite converge et Nl—i}—r&-loo N k§:1 P <N) = /0 P(t)dt

o . ., RX] — R
16. En déduire une expression de ngr}rlooz/)( g"(P)), ou 1 : P o PO)

On vérifie facilement que la fonction v est linéaire. Donc par ce qui précede, pour tout n € N,

V(g (P) = <21sz (X;k)) QZ_lw( (%)) - zlni_olp (%)

k=0

Par le glissement d’indice k = k + 1, pour tout n € N,

v = =3 p (L)

k=1

N
1 k
Posons pour tout N € N) u,, = — E P (—) Alors, pour tout n € N, ¢ (¢"(P)) = ugan.
Nk:l N

La suite (ugn ), oy est une suite extraite de (uy) ey On en déduit

wpe VPN = B e = B e
Finalement, d’apres la question précédente, | lim 1) (g / P(t
n—-+0o

PROBLEME 2.

Soit f une fonction définie sur [1;4o00[, & valeurs dans R, continue, positive et décroissante sur [1;+o00].
On pose pour tout entier n € N* :

n

up = f(n), Sp= Zuk, T, = Z(—l)kiluk, I, = /1nf(t)dt et v, =S, — L.

k=1

1. Montrer que :

n+1
VnEN, 0<un < [ fHde< Sy L <

Soit n e N*,ona:Vte[nn+1], up=f(n+1)<f(t)<f(n)=u.

Par croissance de l'intégrale, on obtient :

n+1 n+1 n+1
Vn e N*, Uy = / Upr1dt < / f(t)dt < / Updt = Uy,

n n n
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En sommant de 1 a n , on obtient :

n

n k:+1 n n+1
k=1 k=1 k=1 1
L’inégalité de gauche se récrit lorsque n > 2 : S,, < ui + / f(t)
Cette inégalité reste vraie pour n =1 (les deux membres valant S; = uy). Ainsi :

n+1 n+1

Vn € N* / FH)dt < Sy < u1+/f dt<:>1n+/ (t)dt < Sp < w1 + I
1
n+1
— / <SS, -1, <u

n+1
Or, on a vu plus haut que uy,+1 < / f(t)dt et f est positive donc un+1 = f(n+1) = 0.

n

n+1
Finalement, on a bien : |Vn € N*, 0 < wupiq < / f)ydt < S, — I, <uy

n

2. Montrer que la suite (v,),cy- converge.
On a pour tout n € N*, v, = S,, — I, donc :
n+1 n n+1
Un+1 — Un = On+1 — Sy — Ing1+ 1, = upy1 — /1 f(t)dt +/1 f(t)dt = Up+1 — / f(t)dt

n

D’apres la question précédente, on a alors :
VneN 0,20 et vy —v,<0

Ainsi, (vy),,cn- est décroissante et minorée par 0, donc d’apres le théoréme de convergence monotone,

la suite (vy,), oy~ converge.

3. En déduire qu'il existe un réel A tel que : S, = I, + A + o(1).

Posons A = lim wv,. On a alors S,, — I, = v, = A+ o(1 ),d’oﬁ:‘Sn:InJr)\Jro(l)‘

n—-+00

4. On suppose que lim f(z) =
T—+00

(a) Montrer que les suites (T2n),cn+ €t (T2n+1),en Sont adjacentes.

Comme f est décroissante, u l'est aussi et comme lim f(z) =0,ona lim w, =0.
T—>+00 n—-+00
Donc pour tout n € N*, on a :
o Toinyr) —Ton =Topy2 —Ton = (=) 2 g, 1o+ (= 1) 1 Mg 1 = ugpg1 — Uznsa = 0;
o Tying1)+1 — Tont1 = Ton+s — Tont1 = Uzn43 — Ugnt2 < 0 (reste vrai pour n = 0);

o lim (T —Ts,) = lim wu =0.
n—>+oo( 2n+1 2n) n—s-teo 2n+1

Ainsi, (Top),,cn+ est croissante, (Th,41),,c st décroissante et la différence tend vers 0, donc :

(Ton) pene €t (Tong1),en sont adjacentes.

(b) Qu’en déduire pour la série Z (—1)" L, ?
neN*
Par le théoréme des suites adjacentes, on en déduit que (T2,),cn- €t (T2n41),cy cOnvergent
vers une méme limite.

Donc que la suite (7},),, .+ converge, c’est-a-dire | la série E )", converge.
neN*
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1
5. Dans cette question, on pose f(t) = o avec « €)0; 1].
(a) La série Z u, converge-t-elle ?
neN*

1 - - .
Ona:Vn € N, u, = —. La série E uy, est donc une série de Riemann et comme « €]0; 1] :
n
neN*

la série E uy, diverge.
neN*

(b) Montrer que : Vn € N*, Ty, = S, — 21798,,.
On a pour tout n € N* :

2n n n n n n
Top =Y (-1 = ugpe1 — Y uge =D tpp—1+ Y usp — 2y up
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
%u 2 " !
= k—
= it (2R)°
2n n
1 1
Sty L
k=1 20 5 ke
2n n
= Zuk —21_°‘Zuk
k=1 k=1
On a bien montré |Vn € N*, Ty, = Ss, — 21795,
(c) Calculer I,, et déduire des questions précédentes :
(1 = (20 1) (72 )
— 1l -«

ou A est le réel introduit dans la question
La fonction f vérifie toutes les hypotheses de 1’énoncé : elle est définie sur [1;+oo[ a valeurs
dans R, continue, positive, décroissante sur [1; +oo[ et de limite nulle en 4+00. Done, d’apres

ce qui précede, la série Z (—1)"_1un converge. On a alors :
neN*
“+o00
Z(—l)"flun = lim T5,.
1 n—-+o0o
n—=

D’apres la question 3, on a S, = I, + A + o(1) avec ici :

n n tl—a n 1—a_1
In:/ f(t)dt:/ to‘dt:[ } = .
1 1 1—-aly 11—«
1

nlfa 2n1704 1
Donc:Sn—l_a—m+)\+o(1) et SQn:(lza _1_a+)\+o(1).AlorS:

(2n)t—@ 1 - (nl—a 1 )
T5, = — A 1)—2"7¢ — A 1
2n 1—« 1—a+ +0(> 11—« 1—oz+ +O()

21—an1—a 1 21—an1—a 1
() s
1l—« 1—a+ 1l -« + 1—«a +o(1)

:@Pﬂ_m<T%E—A>+dU

1
1—a

- )\), soit : f(—l)"—lun = (27" -1) ( LI )\)

L . o l-a
Ainsi, ngr_{loo To, = (2 1) ( —~ 11—«
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