XXXI

Géemetrie c&op[bn

Qu’est-ce qu’un ours cartésien ¢

Un ours polaire ... aprés changement de coordonnées !

e premier chapitre de géométrie sera consacré a rappeler les principales définitions et pro-
. Driétés relatives a la géométrie analytique dans le plan. Autrement dit, nous travaillerons
toujours avec des coordonnées. La plupart des notions ont déja été vues au lycée.

Nous ferons également un bilan de tout ce qu’il y a a savoir sur les deux types d’objets géomé-
triques les plus simples et les plus couramment utilisés dans le plan : les droites et les cercles.

@% é ‘outil de base, et pourtant parfois délicat a manipuler, en géométrie, est ’équation d’un

ensemble de points.

Dire que & est d’équation f(x;y) = 0 (alors & est un sous-ensemble du plan) signifie que & est
composé de tous les points M (z;v), (x;y) € R? dont les coordonnées vérifient ’équation de &.
Evidement, on peut et on adaptera cette définition & I’espace R3.

e maniere évidente, tout ceci n’a du sens que lorsqu’on dispose d’un repere (origine +
base) pour exprimer les coordonnées, et 1'équation de & dépend fortement du repere

& choisi pour l'exprimer, méme si la forme (I’ensemble des points) ne change pas.
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PTSI VINCI - 2024 I. REPERAGE DES POINTS ET DES VECTEURS DU PLAN

Dans tout le chapitre, on note P lensemble des vecteurs du plan et & ’ensemble des points du
plan. Tous deux seront désignés par le terme de plan : vectoriel ou affine c’est selon.

Q REPERAGE DES POINTS ET DES VECTEURS DU PLAN

Reperes cartésiens

e 2
Définition | :
= On appelle base du plan 2 tout couple de vecteurs B = (7;7), 7 et 7 étant non colinéaires.
Tout vecteur 4 € P s'écrit alors de maniére unique sous la forme
i =a7+yj ou (x;y) € R (XXXI.1)
= On appelle repére (cartésien ou affine) du plan & tout triplet X = (O or f), ou O est
L un point du plan &. On l'appelle alors origine du repeére. )
Remarque : i est donc une combinaison linéaire des vecteurs 7 et 7.
Y Y Yy
A A
- J J
J
9/ 7 - x ol 3 - x 0 7 - T
Repere quelconque Repére orthogonal Repére orthonormé

Figure XXXI.1 — Repéres du plan.

Cas particuliers :
— Le repére et la base sont dits orthogonauz si les vecteurs 7 et 7 sont orthogonaux. Ceci
sous-entend l'existence d’un produit scalaire.
Si de plus, les vecteurs 7 et 7 sont unitaires (ou de norme égale a 1) alors le repere et la base
sont dits orthonormés ou orthonormaux. Ceci sous-entend 1’existence d’une norme.
— Dans ce dernier cas, si on a défini une orientation du plan, B et R sont dits :

g [27].

o indirects si (7;7) = —= [27].

o directs si (7;7) = +

ol

Dans tous les exercices de ce chapitre et sauf mention contraire, on se placera
dans un repere (O 10 ;j) orthonormé direct du plan 2.

En particulier, pour tout point M du plan &, le vecteur OM se décompose de maniére unique
dans la base B sous la forme

OM = a7 + yj ou (x;y) € R% (XXXI.2)

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXI : Gésmetrie du plan 2|



PTSI VINCI - 2024 L

REPERACGE DES POINTS ET DES VECTEURS DU PLAN

Figure XXXI.2 — Coordonnées de vecteurs et de points dans le plan.

-
Définition 2 (Coordonnées cartésiennes) :

= Soient B = (7;7) une base du plan 2 et i € P.

couple (z;y) de la décomposition (XXXI.1).

le couple (z;y) de la décomposition (XXXI.2).

On appelle coordonnées du vecteur 4 dans la base B, notées 4 (x;y) 5 ©

= On appelle coordonnées du point M dans le repére R, notées M (z ;y) 5

Y 7
u U , le
Yy
B

g5

ou M ,
Y

B

ATTENTION I Les coordonnées dépendent de la base et/ou du repére choisis.

Cette derniere définition constitue en fait une identification entre ’ensemble des points du plan,

I’ensemble des vecteurs du plan, et I’ensemble R? des couples de réels.

/

.

\
R.appel | (Coordonnées de vecteurs) :  Soit B = (7;7) une base du plan 2.
/
m Soient U (m)’ U (a: ) et A € R. Alors :
Y vy’
L x4z R by
u+v= , et  Au= .
y+y AY
- Ty — Tp
= AB = et, dans un repere orthonormé :
YB — Ya
AB = [[AB] = v/(zp—2,)? + (yp—va)*
m Si I est le milieu de [AB] alors I (a?B—;xA ; yB;yA)
Y

. . 9,
Exercice | : Soit ABCD un carré de centre O et G tel que AG = §AB.

Donner les coordonnées des points A, B, C, D, O et G dans :

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXI : Gesmetrie duw plan



PTSI VINCI - 2024 I. REPERAGE DES POINTS ET DES VECTEURS DU PLAN

‘ (A;E;r@) (B;R‘;;m)

Coordonnées polaires

Le repérage polaire est une autre facon de décrire les points du plan & 'aide de deux réels,
qui suppose un repere orthonormal direct déja fixé. Si on veut se ramener aux notions vues
dans le chapitre sur les nombres complexes, le repérage cartésien (couple de coordonnées (x ;y))
correspond a I’écriture d’un nombre complexe sous forme algébrique z = a + ib, alors que le

repérage polaire sera I’équivalent de la forme exponentielle z = re'?.

Soit donc (O 1 f) un repere orthonormé direct du plan.
Etant donné un point M #+ O, on consideére son affixe z.

z peut s’écrire sous forme exponentielle z = pel? = p(cos(f) + isin(f)) ot p = |2| = OM est le
module de z et 6 = (7; W) [27] est un argument de z.

Ainsi, on peut écrire :
OM = pcos(8)i + psin()7.

oup>0etfheR.

( )

Définition 3 : Soit M un point de Z.
On appelle coordonnées polaires de M, notées [p; 6] tout couple de réels (p;0) € R? tel que :

OM = pcos(0)i + psin(6)7.

Le point O est alors appelé le pdle du repere.

\ v
y = psin(6) | Mlp;0] < M(z;y)
Q
1%;& 0
J
> 1
Ol 71 x = pcos(d)

Figure XXXI.3 — Coordonnées polaires et cartésiennes d’un point.

Remarques :
— Si M # O, on peut prendre p = OM et 0 = (7,0_l\/f) [27].
— Si M = O, p = 0 suffit a repérer le point M.
— Dans la définition ci-dessus, rien n’empéche p d’étre négatif.
Dans ce cas, on aura alors OM = |p| et (?; O—l\/f) =0+ [27].

— Tout point admet une infinité de coordonnées polaires :

T 9 om
M[l,ﬂ = M[1,4] = M[—l,ZJ = ...

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXI : Gesmetrie duw plan
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PTSI VINCI - 2024 I. REPERAGE DES POINTS ET DES VECTEURS DU PLAN

. 1
Exercice 2 : Représenter les points A [2; g], B [1 ; % ; %T} .

4 )

Proposition | (Formules de passace) :  Soit (O ; Z; f) un repére orthonormé direct du plan.

}CP&H&DP

Soit M € & de coordonnées cartésiennes (z;y) et de coordonnées polaires [p;6].

On a alors :
x = pcos(f)
y = psin(6)

Et pour M # O, on a alors (par exemple) :

cos(d) =

p=+vV22+y? et 6 défini par

sin(f) =

DR DTIR

\ v

Les calculs de coordonnées polaires sont identiques & ceux effectués pour trouver la forme expo-
nentielle d’un nombre complexe.

Exemple | : (2;2)= [2\@; %] = {—2\/5; %}

Remaraue :On peut également utiliser la fonction arctan mais dans ce cas il faut faire attention
au quadrant dans lequel on se situe :

Si M est un point de coordonnées (x ;y) alors un couple [p; 6] de coordonnées polaires sera :

p = signe(z) X \/z2 +y?> et 6= arctan (ﬂ) .

X

Détfinition 4 (Repere polaire) :  Soit (O 01 j) un repere orthonormé direct du plan.
Pour 6 € R, on pose uy = cos(0)7 + sin()] et vy = —sin(0)7 + cos(0)7.

La base polaire associée a 1’angle 6 est le couple (ug ;vp).

y ,;”\ 0
T
..... (.).L)g T

Figure XXXI.4 — Repere polaire.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXI : Gesmetrie du plan 5



PTSI VINCI - 2024 II. PRODUIT SCALAIRE

Remaraues :
— Dans cette base (ug;vy), on a OM = pu,.

— Soit # € R. Dans le plan complexe, les affixes de u, et de v, sont respectivement e'? et
ielf

Q PRODUIT SCALAIRE

O va un angle quand il est malade ?
- Chez le vecteur.

| Généralités

e N
R.appel 2. (Norme d'un vecteur de P) :
= Soit @ € 7 et deux points A et B de &2 tels que u = AB.

La norme du vecteur 4, notée |if|, est la distance AB.
m Soit (7;7) une base orthonormée et % = 27 + y7 ot (z;y) € R? alors

lill = /a2 + 4.

( A
Définition S @ Soient 4 et ¥ deux vecteurs du plan P.
m Si 4 et ¥ sont non nuls, on appelle produit scalaire de 4 et ¥, noté 4.v qui se lit « 4

scalaire U », le réel défini par :

U0 = ||u| x |9] x cos (u; V). (P.S1)

= Si 4 ou ¥ sont nuls, on pose 4.9 = 0.

R.emarque : Comme la fonction cos est paire, le produit scalaire ne dépend pas de 'orientation
du plan.

u.v

Corollaire Il (Mesure dun anale) :  Si 4.0 # 0 alors cos (i ;9) = A
0 v

R.appel 3 (Vecteurs colinéaires et alianement) :
m Deux vecteurs 4 et ¥ sont colinéaires si, et seulement si, il existe un réel k tel que v = ku
ou si 'un d’eux est nul.

s Deux droites (AB) et (CD) sont paralleles si, et seulement si les vecteurs AB et CD
sont colinéaires.

m Trois points A, B et C sont alignés < 3k € R, tel que AC = KAB.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXI : Gesmetrie du plan 6|



PTSI VINCI - 2024 II. PRODUIT SCALAIRE

Proposition 2. . Soient 4 et ¥ deux vecteurs non nuls de P.
‘ u et ¥ sont orthogonaux si, et seulement si 4.0 = 0.

U et U sont colinéaires de méme sens si, et seulement si 4.7

1 et U sont colinéaires de sens contraire si, et seulement si 4.
\,

Remarque : Par convention, le vecteur nul est orthogonal & tous les vecteurs du plan.
Preuve:@wxdamﬁede%aé%,mm@de?@dmm (P.Sl)@m%et,wmm
|_fn/orru il @ ef T oon o

.5 = || x |5 x cos (@; 7).

emmﬁebﬁw@mm&pgdhmmv@qaet

ﬁﬁzO@»(ﬁ,ﬁ)Eg[Qﬂ(:)uJ_U

[2] Rur lo méme naison, .5 = || x 7] <= (i;0) = 0 [27] ve. los wecteuns i o T sonk
& 0.0 =—|i| x |7] = (@;7) =7 [27] ie. los vectewns U b T sont colinéaines de sens
conbraine.

—

Produit scalaire et projection orthogonale
-

N
Proposition 3 - Soient @ et ¥ deux vecteurs non nuls de 2. |
Soit O un point du plan &2 et soient A, B de & tels que OA =i et OB = &.

On note H le projeté orthogonal du point B sur la droite (OA) alors :
55— OAOB — OAOH — { OA xOH si ZX et @ sont de méme sens.
—0OA x OH si OA et OH sont de sens contraire.
\ y

Figure XXXI.5 — Produit scalaire et projection orthogonale.

r Preuve %QIMWO/RO er nobabions de Q,@nmvce

F. PJICCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXI : Gesmetrie du plan



PTSI VINCI - 2024 II. PRODUIT SCALAIRE

@’n/ QO
.3 = OA.OB = OA. (ﬁ + H—B‘) — OA.OH + OAHE.

Owﬁ@@mmﬂwmmﬁ.ﬁ:a
@ev&@ﬁ&ﬁw&w&n@m@mﬁﬁ:iOAXOH

Remar@ue : On peut, bien siir, considérer le projeté orthogonal de A sur (OB) et d’obtenir
u.9 = OK - OB.

Figure XXXI.6 - OA.OB = OA.OH = OK.OB.

‘ Expressions du produit scalaire

Soient 4 et ¥ deux vecteurs de P.

Alors : .
= o2 =12 ()2
a9 =3 (li+al* — @i’ - 1s1° ). (PS2)
Soient A, B, C trois points de Z.
Pour u = —ﬁ, et U= A—C, on reconnaitra en (P.S 2), le théoréeme de Pythagore [

ABC est rectangle en A < AB-AC =0
< |-AB + Ad| = [aB]] + [ac]
< BC? = AB? + AC?.

|1]. Pythagore - philosophe présocratique qui serait né aux environs de 580 av. J.-C. & Samos, une ile du sud-
est de la mer Egée; on établit sa mort vers 495 av. J.-C., & 'age de 85 ans. Il aurait été également mathématicien
et scientifique selon une tradition tardive. Le nom de Pythagore (étymologiquement, Pyth-agoras : « celui qui a été
annoncé par la Pythie »), découle de ’annonce de sa naissance faite a son peére lors d’un voyage & Delphes.

La vie énigmatique de Pythagore permet difficilement d’éclaircir ’histoire de ce réformateur religieux, mathé-
maticien, philosophe et thaumaturge. Il n’a jamais rien écrit, et les soixante et onze lignes des Vers d’Or qu’on lui
attribue sont apocryphes et sont le signe de 'immense développement de la 1égende formée autour de son nom.

Le néopythagorisme est néanmoins empreint d’une mystique des nombres, déja présente dans la pensée de
Pythagore. Hérodote le mentionne comme « l'un des plus grands esprits de la Grece, le sage Pythagore ». Il
conserve un grand prestige. Hegel disait qu’il était « le premier maitre universel ».

D’apreés un écho marquant d’Héraclide du Pont évoqué par Cicéron, Pythagore serait le premier penseur grec
a s’étre qualifié lui-méme de « philosophos », dont le sens est « ami du savoir ou de la sagesse ».

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXI : Gésmetrie du plan 8|



PTSI VINCI - 2024 II. PRODUIT SCALAIRE

Preuve : Joionk i ot T dewco vecteuns de 2.
o = ) 1 L R N ,
- %ﬂszﬁzOoﬁoﬁbﬁ.ﬁzOduﬂ\er&5<||u+v||2—||u||2—||v||2>:Ootcmbvepanb.

Peqalits oo bon e
— OWW@Wwﬁ#adﬁ#ﬁ

[Bl SR (6) -+ evvvveoeeeeeeo g :
N
J
0 i
0 7 9] cos(6)

\ [l
@mwwwadggau((]).
Psons 0 = (ii;0) = (7;9) [2n).

O o 1740)

5] sin(6)

Rimsi, i+ = (Ll + 5] cos(0) ;|51 sin(0))
2 2
Jii+ 3l = (il + |5l cos(@) ) + ( [zl sin(9))

= [il* + 9P + 2 il 1] cos(0).

1
Fimaloment; on. otient bien. = ( i + 9l — Jil* — 5 ) = Jil [3] cos(0) = .3

Soit B = (7;7) une base orthonormée.
Soient @ = a7+ yjet =27+ y'Fou ((z;y); (@ ;y)) € (R?)>
Alors :
U =xx’ +yy'. (P.S 3)

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXI : Gésmetrie du plan 9|



PTSI VINCI - 2024 II. PRODUIT SCALAIRE

Preuve SDOUJ (7;7) wne @a/me odflonovmée.

I T T T
.5 = 3 (13 +ol* — > - o) )
1
=S (@+a)? + +y? - @ +1?) - (@2 +y?)
= zz’ +yy’

Exercice 3 : Soit ABC un triangle tel que AB =4, AC =5 et BC = 6.
‘ Calculer le produit scalaire AB.AC.

‘ Déterminer une mesure de l'angle (E,Ké) arrondie au degré pres.

u.v = xzx’ +yy

1 112 -2 — —
=5 (1 + e -1 - ¢

[l x [[6] x cos (; V)
= AB.AH = .5,

Figure XXXI.7 — Produit scalaire de deux vecteurs dans le plan.

Propriétés algébriques

4 )
Proposition & : Soient 4, U et w trois vecteurs du plan P et soient « et [ des réels.
Alors :
i3 = |@)® >o0. (Le produit scalaire est positif).
On note alors @2 = |i]* = u?
‘ hi=0 < 4=0. (Le produit scalaire est défini).
3| u.9 =194 Le produit scalaire est symétrique).
b W
‘ (auy + Bty) .0 = oy ¥ + Buy.U ( Le produit scalaire est linéaire )
ii.(ov] + BU3) = qiivy + BT, a gauche et a droite

| + 3 = @l + 245 + |5)* . (Identités remarquables).

I — I = ) — 265 + ).

L @) = - . y

On dit alors que 'application
et PXP
>

(1)

Sl =3

)

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXI : Gésmetrie du plan 10|



PTSI VINCI - 2024 III. PRODUIT MIXTE

est une forme bilinéaire ([4]), symétrique ([3]), définie ((2]), positive ([1]).

Vous verrez I’année prochaine que c’est, en fait, La définition d’un produit scalaire.
Soient A, B, C trois points de Z.
Pour u = ﬁ, et U= E, la 2¢™¢ identité de s’écrit :

BC2 = AB2 + AC2 — 2AB x AC x cos BAC.

On reconnait la relation d’Al-Kashi. |2/

Exercice 4 (Droite dEuler dans le trianale) :  Soit ABC un triangle, on note O le centre
du cercle circonscrit & ABC, G le centre de gravité de ABC et H 1’orthocentre de ABC.

[1] (=) Notons A’ le milieu de [BC]. Exprimer le vecteur 30G — OH 4 laide de HA et OA’.

(v) Calculer alors le produit scalaire BC - (30G — OH).
[2] Déterminer le produit scalaire BA - (30G — OH).
Démontrer que les points O, G et H sont alignés.

 PRODUIT MIXTE

Dans ce paragraphe, on suppose que le plan 7 est muni d’une orientation.

( )

Détinition [ - Soient % et ¥ deux vecteurs de 2.
On appelle produit mizte (ou déterminant) de i et v, noté [ ;v], le réel défini par :

m Si 4 et ¥ sont non nuls,

9] = 1l x 9] x sin (5 3). (P:M 1)

m Si 4 ou ¥ est nul, on pose [4 ;7] = 0.

Vocarulaire :Si on veut étre précis, on préferera le terme de « produit mixte » dans un cadre
euclidien orienté en petite dimension (2 et 3) et le terme de « déterminant » dans les autres cas.

ATTENTION

La fonction sinus étant impaire, le produit mixte dépend de l'orientation du plan. Un
changement d’orientation du plan change le signe le signe du produit mixte.

Proposition T : Solent 4 et ¥ deux vecteurs non nuls de P.

|2]. Al-Kashi, dit Ghyath ad-din (auxiliaire de la foi) est originaire de Kachan, en Iran, d’ot son nom. Il fut
astronome a Samarcande (en I'actuel Ouzbékistan). Un des plus grands mathématiciens de I’époque dont on ignore
curieusement la période exacte de sa vie mais on peut retenir approximativement 1380.

Dans son principal traité (Maqalat Gamshid, vers 1400), il développe le calcul trigonométrique a 'usage des
astronomes, utilisant les nombres sexagésimaux, systéme de numération en base 60 qu’utilisaient les astronomes
(hérité des Babyloniens et de la Gréce antique) mais aussi des fractions décimales (dont les dénominateurs sont
des puissances de 10), on lui doit ce terme dans le calcul de 7 qu’il fit préalablement en base 60 afin d’étre mieux
compris par ses contemporains héritiers de Ptolémée.

Dans sa Clé du calcul (Miftah al Hisab, 1427), Al-Kashi développe le calcul décimal (hisab al-a’shari) positionnel
hérité des Indiens. Il définit le dixiéme de l'unité, puis les dixiemes du second ordre (centiémes), etc. & 'intention
des astronomes, il propose une méthode de conversion d’'un nombre de la base 10 a la base 60 et inversement, en
précisant dans ce cas une valeur approchée éventuelle car un résultat exact n’est pas assuré.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXI : Gésmetrie du plan 11 |



PTSI VINCI - 2024 III. PRODUIT MIXTE

U et U sont colinéaires si, et seulement si [i ;U] = 0.

U et ¥ sont orthogonaux si, et seulement si [u; 0] = + ||d]| x |J].

|— Preuve : Lo, demonstration est Wﬂdﬂ»ﬂﬂw & clle de lo, proposition (2) .
—

Reemaraues : Soit B = (7;7) une base de 2.

Si B est orthonormée alors [7;7] = 7] x ||7] x sin (Z;J) = sin (Z; )

Dans ce cas, on a alors :
o [1;7] = 1si B = (7;7) est directe.
o [1;7] = —1si B = (7;]) est indirecte.

En particulier,

Corollaire 1! :

II1.1} Expressions du produit mixte

( )

Proposition &« Soit B = (7;7) une base orthonormée directe.

3 I Y — z’ N ’ / 2
Soient y etv= | | ou(x;y),(x;y)eR.
Y

Alors :
[U;70] =xy —'y. (P.M 2)

/
. x
Notation En notant ,| le nombre zy" — z’y, la relation (P.M 2) s’écrit :
y'y
r
;0] = =y —2'y.
Yy 'y

La proposition porte sur I’égalité entre [ ; U] qui est toujours égal, par définition, a ||| |9 sin (4 ; V)
x/

et le nombre ,
vy

ATTENTION I L’égalité (P.M 2) n’a lieu que dans une base orthonormée directe.

:L,/

|— Preu\/etﬁooit(o;;;j)mWMW&Mﬁ(;) etﬁ(/) deucc
B B

Y

Uat&vwdwmwdwm@a@amﬁ(i,j)

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXI : Gésmetrie du plan 12 |



PTSI VINCI - 2024 III. PRODUIT MIXTE

Hﬁ”sinﬁ ......................... :
N
Hﬁ“sina)\.............\. ......................
7 u
i
-~ T
ol 7 6l cos 8 osa

- @%dewﬁ#ﬁ&ﬁ#o.
@«»I\maz@;a) [271] & B = (7;0) [27).

=z i cos « e |9 cos B
U = & v , | = .
Yy ]| sin c y | 9] sin 8

Dow (i3] = Jdl x 5] x sin (i)

@’TI/G/

i

=[] > 7] > sin(8 — )
= [ > 7] > sin(B3) cos(er) —[[af x 7] x cos(B) sin(e)

= ll cos(a) x |[g] sin(B) — | sin(er) x |[5] cos(f)

’

T Yy Y z

/7

=uxy —a'y.

II1.2 |} Interprétation géométrique du produit mixte

Le produit mixte permet de calculer ’aire d’un parallélogramme.

Soient A, B et C trois points de & et D tel que AD = AB + AC.
Alors, |[E,E]| est aire du parallélogramme ABDC :

AxBpC = ‘[E,TCH

Vocearulaire :On dit qu'un tel parallélogramme est construit sur AB et AC.
Preuve:SOWntA,Bethmromtode@&ABDCMWE&E.

— % AB o AC sont colinéaines alors ABCD ent d'airne nullle tout comme [ﬁ;ﬁ].&wéx@
el vwie dams ce casb.
— %ﬁ&ﬁmm@r&hw&/néoﬂmoﬂohb@'mﬂdeABDc%LdomméeFanA:ABXCH

MH%L&WM&W@CW%W(AB).
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— —

Figure XXXI.8 — ‘ [AB ; AC” = Argpc ou AD = AB + AC.

Oh, CH = AC x sin(C/A\B).
Dos, A = ABx CH = AB x AC x sin(CAB) = [AB| x [AC] x sin (AB; AC), o1 (AB;AC)
Bomme sin (AB; AC) = fsin (AB; AC)| s on. o fnaloment

4 = [55] [ i (35 5C)| = | [35: .

—

Corollaire 91 : Soient A, B, et C trois points du plan &. Alors l'aire du triangle ABC est

AABC =

N

50|

Exercice S : On donne A(1,2),B(2,3),C(6,1) et D(3,0) dans un repére orthonormé direct.
[1] Quelle est I'aire de ABC?
Justifier que ABD est rectangle en A.

I11.3} Propriétés algébriques

Vs

-
Proposition |O : Soient 4, ¥ et W trois vecteurs du plan P et soient « et [ des réels.
Alors :
(1] [@;9] = —[0;4] (Le produit mixte est anti-symétrique ou alterné).
[auy + Bug ;0] = auy; 6] + Blug ;9] ( Le produit mixte est linéaire )
[i; 007 + Bug) = a[i;07] + Bi ;73] a gauche et a droite '
(@-9)° + [i; 3] = a)? 5] (Identité de Lagrange).
\ y

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXI : Gésmetrie du plan 14 |



PTSI VINCI - 2024 III. PRODUIT MIXTE

On dit alors que 'application

est une forme bilinéaire (|2]) alternée (|1}).

Preuve:tmwwgo&%un&mw@@euw(P.S3)9J:(P.M2)deurmdmtum,@omd:

Exercice b : Soit G le centre de gravité du triangle ABC.
Montrer les triangles GAB, GBC et GAC ont la méme aire.

Correction : %w@zwdmﬂmhwmmd@w@@@&m@mdmwm.
On, st que Aap = 5 |[GA;GB]| & GB = ~GA — GC.
Doi, Acap = 5 | JOBLE|_+ [GA:GC]| = Aanc

@e meme, I\Ou)b AGBC-

Proposition | - Soient B = (7;7) une base quelconque.

Deux vecteurs 4 (x; y)B et U (z’ ;y’)23 sont colinéaires si, et seulement si zy" — 'y = 0.

x

y v

— x — ‘/'U/ ' R
|— Preuve.ﬁ”mwmmmu(y) ebv(y,) d/unw@abe%e?@cvnﬂwﬂ—(l,j).
B B

T b T sonb colinéaines < [i;0] =0

< [ri+yl;2T+y'7] =0.

=xy —a'y.

ATTENTION

Dans une base quelconque [i ;9] #

ﬂ?cm/ ) Sonits d/%cw(ﬂ@)

=zl T+ Yy +ylg2i+ Y7 =0.

= a2’ [0 + 2y [ 7] +ya’ (739 +yy' [7:5] = 0
G’MFMOo&méomfé, ;7 =1[7;7 =0,

= ay [1;]]+y2' [ =0
?Pona/nbu—wa/mebu%

= (zy —a'y)[i;]]=0.
ewmm?ebjmm,trobco?m@ommqpo}wﬁ;ﬂ#O:

= xy —2'y=0.
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@ DROITES DU PLAN

Dans cette partie, sauf mention contraire, on considerera R = (O;i; _;) un repere quelconque

de £.

‘ Vecteur directeur d’une droite

Définition 1 (Vecteur directeur) :  Soit (Z) une droite du plan.

On appelle vecteur directeur de (Z) tout vecteur non nul i, colinéaire au vecteur AB ot A
et B sont deux points distincts de (2).

Figure XXXI.9 — Vecteur directeur d’une droite.

R.emarque : Pourquoi appeler le parameétre ¢ ?

Tout simplement pour faire référence a la physique ot un mobile M(#) sera représenté a tout
instant ¢ par ses coordonnées, dépendantes elles-mémes de ¢, par ses « équations-horaires » :

z(t) =z, +ta
M) {y<t>:yA+tb ek

‘ Equations paramétriques de droites

( \
Proposition |2 - La droite (Z) passant par A (x,;y,) et dirigée par 4 (a;f) ou
(a;8) € R\ {(0;0) } est ensemble des points M (z;y) de & tels que :

= t
T=Tpta ,teR.
y=1yo+ Bt

Ce systéme est appelé équation paramétrique de la droite (2).

\,

Remarques :
— Un point M (z;y) appartient a la droite passant par A et dirigée par le vecteur 4 si, et
seulement si M = A + vect (4).

— En particulier, le couple (A, @) doit étre vu comme un repére de la droite (2). Le paramétre
t est alors ’abscisse d’un point M de la droite dans celui-ci.
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Figure XXXI.10 — Droite (Z) passant par un point A et dirigée par un vecteur .

|— Preuve : %it (2) possant pan A (zq;yo) o dinigée i (a; )
M (z;y) € (2) < AM o @ sont colinsaines.
T — 25 = ta

= FHeR/AM=ti < FHeR/
y—yo =18

T =Ty + ta

< JteR/
y=vyo+1iB

Exercice T : Déterminer une équation paramétrique de la droite (AB) avec :
[1] A(1;3) et B(—152). A(1;-3) et B(4;-3).

Correction :
[1] BA(2:1) et wn vectewn dinectewn de Lo, droie (AB) qui passe o A,

@mwaw%am&»d@mwmmm

=142t
(AB): {¥ 71T R,
y=3+t

Remaraue :@nwﬂ:@emﬁ(—Q;—l) comume vecleun direcleun, on awwit otenu

r=1—2t
(AB):{T JteR
y=3—1

‘ Equations cartésiennes d’une droite

e 3\
Proposition 13

Toute droite (2) admet une équation de la forme az + by + ¢ = 0 avec (a;b) # (0;0).

Cette équation est appelée équation cartésienne de la droite (2).
‘ Réciproquement, soit (a;b;c) € R3 tels que (a;b) # (0;0) alors 'ensemble des points
M (z;y) dont les coordonnées sont solutions de I’équation ax +by+c¢ = 0 est une droite

(2) dirigée par 4 <_b> :
a
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Preuve :
(1] Joit (2) une dnoite passant pan A (1g3yg) o dirigée non @ (a5 B) o (a3 8) # (0;0).
500{13 (x;y) € R @fn/a/:
M (z:y) € (2) < AM o i sonb colinéaines.
o [AM:i] :omm(“%)
Y—Y

=0
Yy—Y B

= (-5 (y—y0)a =0
a=—p
= ax—l-by—i-CZO%?oba/nL b=«

c = Pxy— ay,
(2) WW%W@%Wa$+by+c:0m (a;b) = (—B;a) + (0;0).

‘%Wmmm%a,b&c%w(a;b)#(O;O).®nWWw
%c@mTerctu,@a#O.

@n«wbe@gojnwm@ﬁed%rwnﬂml\/[(:r,y) b&bctueaijby—l—c:O.

WWWW@%LWWMA(—E;O)6@.@%@90@@0&,(}:0
ofohbb#OeLB(O;—%)ED.
%mmmwa#o@mwﬁm

azp +bys + ¢ =0. (XXXL3)
Mmmwﬂ%tmmw@A.
$oit (;y) €RZ On o -

M(z;y) €D < axr+by+c=0.
&WM(XXXIB)me&nﬂm@mo@M:
= a(z—xp) +0(y—ys) =0

r—x, —b

Y—Ya a

- [m;a}_om(—b)

<~ =0

a

< AM b i nonb coliméaines.

= MW@&LWMWAaWWa(j).
amm&m@m&@edmvmnml\/[(m;y)tch]ueaa:—Fby—i—c:Oa/ueo(a;b)#(O;O)
MWWWW@@W&(Z?).

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXI : Gésmetrie du plan 18 |




PTSI VINCI - 2024 IV. DROITES DU PLAN

—

Remaraue : Le systeme az + by + ¢ = 0 de deux inconnues (z ;y) & deux équations est de rang
1 donc possede aucune ou une infinité de couples solutions.

Si (a;b) # (0;0), alors il en possede au moins deux que 'on nomme A (x, ;y,) et B(zg;yp) et
on suppose que b # 0.

Tout point M (x;y) sera élément de D si, et seulement si (x;y) est solution du systeme :

ar + by +c =0

alr —zp) +by—ysy) =0
a$A+byA+C :0L<—L7L a(x . )+b( _ ) —0
arg + byB +c =0 L;(_L;_Lz B A yB yA

= (xp —2p)(Y—Ya) — (yg —ya)(@ —24) =0

Lﬁ‘%((wB—mA)Ll—(m—wA)Lz)

— [AB;AM] =0

— AB et AM sont colinéaires

= Les points A, B et M sont alignés.

Exercice & : Résoudre graphiquement les systémes :

r+y=0 @ 422 — 92 >0
1] { z—y<1 > —1<0
r+2y—4<0

Détinition 8 (Vecteur normal) :  On appelle vecteur normal d’une droite (2), tout vecteur
non nul orthogonal aux vecteurs directeurs de (2).

( N\
Proposition |4+ : Soit R = (O ; Z,f) un repere orthonormé.

a
Toute droite admet une équation du type ax + by + ¢ = 0 dont 7 ( b) est un vecteur
normal.
‘ Réciproquement, soient trois réels a, b et ¢ tels que (a;b) # (0;0).

L’ensemble des points M (z;y) tels que ax + by + ¢ = 0 est une droite de vecteur

L (a
normal n

\ v

|— Preuve:%m%@ww%a(;b> @ﬁ(Z) vont onflogqonance

Exemple 2 (Droite définie par deux points distinets) :

Déterminer une équation cartésienne de la droite (AB) ot A (1;3) et B(—1;2).

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXI : Gesmetrie du plan



PTSI VINCI - 2024 IV. DROITES DU PLAN

( A
Comme —AB (2;1) est un vecteur directeur de (AB) alors tout point
M (z;y) € (AB) <= AM et —AB sont colinéaires.
r—1 2
<~ =0
y—3 1
= (z—1)—2(y—3)=0
= z—2y+5=0.
Donc, (AB): x —2y+5=0.

L (AB) Yy )
4 , o , )
Exemple 3 (Droite détfinie par un point et un vecteur Nnormal) : Dans un repére ortho-

normé (O ; i;j), on considére les points A (1;3), B(—1;2) et C(—3;—4).
Dans le triangle ABC, déterminons une équation cartésienne de la hauteur issue de A. Soit (Z) cette droite.
La droite (2) est la perpendiculaire & (BC) passant par A i.e.
L [x—1 11— (1
M(z;y) € (2) < AM et -CB sont orthogonaux.
y—3 2 3
1
= AMECB =0
x—1 1
= 5 =0
y—3 3
= (z—1)+3(y—3)=0
= z+3y—10=0
\Donc, une équation cartésienne de la hauteur issue de A dans le triangle ABC est  + 3y — 10 = 0. y
e N

Définition 9 (E @uation normale dune droite) :  Soit (2) la droite d’équation

ax +by+c=0.

L’équation de (2) est dite normale si a® +b*> =1 d.e. |f| =1 ot i (Z) .

\,

Remarques :
— La condition a? + b? = 1 sous-entend que (a;b) # (0;0).
— Pour tout vecteur de norme 1, il existe § € R tel que 7 = (cos(f) ;sin(6)). On retrouve alors
souvent des équation de droite, dites normale, sous la forme :

(2): xcos() + ysin(h) = d.

Exercice 9 : On consideére les points A (5;3), B(1;—3) et C(—3;4).
Déterminer une équation cartésienne de la droite (AB).

Déterminer une équation cartésienne de la hauteur issue de B dans le triangle ABC.
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QJ
Figure XXXI.11 — Equation normale d’une droite.

\ Equation réduite d’une droite

Soient R = (O 7 j) un repere quelconque et (Z) une droite.
Alors :
1] Si(2) est parallele a I axe (O, 7) alors () admet une équation de la forme

r=a ouack
2| Si (2) n’est pas parallele a 'axe (O, j) alors () admet une équation de la forme
y=mz+p ou (m;p) €R2

m s’appelle le coefficient directeur de la droite

et p son ordonnée a l’origine.

J

avec (—b;a) # (0;0)

[1] 5%(@)%Lvumfﬂé@m@'m@'m<o,j)@&m@a(—b;a)%tw&maj(o;mmz):o
b a#0.
6%%WW<9)@WWx:_§ L.e.de?@@ohmitzao@aER

2] % (2) %‘%zwwn%@m@m@m@,j)qﬂmm—b;a) %‘%tww&mm@j(o;n
donc b % 0.
i‘wwmmmde?am(@)W@'mmuwy:—%x—gwm&%

|— Pr‘e_u\/e_:ﬁood:(Q)WWMWWWWWW%bde@@@onmax+by+c:0

Qemar‘aue:fﬁecoe%aymtdmmud@(ﬁ)e&m:—g bon ondonnée & Lorigine ent

2
—

p:—gdmmdvmde(@)%bﬂ(l;m).
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Remarque : Dans un repere (O ok f) quelconque, soient deux points A (z, ;y) et B (zg;yp)
tels que x, # xg de sorte que (AB) ne soit pas parallele a 'axe (O, 7).

M' Il traduit la proportionnalité
xB - xA

entre les accroissements des ordonnées et des abscisses des points de la droite (AB).

Alors le coefficient directeur de la droite (AB) est m =

1| Deux droites sont paralleles si, et seulement si leur coefficient directeur sont égaux.

2| Deux droites sont orthogonales si, et seulement si le produit de leur coefficient directeur
est égal a —1 dans un repere orthonormé.

Plus précisément, si (Z): y=maz+pet (2'): y=m'z+p" alors :
1] (2)/(2') < m=m'".
(2) L (2") <= mm’ = —1 si R est orthonormé.

(7'): y=m'z+p’
d;zo«‘);eu(@)et(@’)Mwww%muﬁ(l;m)&?(l;m’).
%M@md@m@%w%md@wm@m&m=
A @)/ @) = [aw]=0 = |
@«LWW&WJQZ(O,ZJ)%LWRW
(2) L (2) <= ti-v =0 < (1).(1/> =0 < 1+mm' =0 < mm' =—-1

m m _I

|— Preuve : Soienk {(@):y:ml‘—i—p ol m, m’, p b p’ vonb des nédls.
Lo

=0<= m—m=0 << m=m'.

Exercice [O : On considere les droites (2) : x +2y=5et (2') : 3z —y = 1.
On note B (5;2) et C(2;—7).

[1] Justifier que les droites (2) et (2”) sont sécantes puis calculer les coordonnées du point A,
intersection des deux droites.

Donner une équation cartésienne de (AB).
Donner une équation cartésienne de la perpendiculaire a (&) passant par B.
‘ Donner une équation cartésienne de la paralleéle & (2) passant par B.

Donner une équation cartésienne de la médiatrice du segment [BC].

Cette médiatrice est-elle parallele a (2)7 a (27)?
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IV.5” Distance d’un point & une droite

( )

Détinition IO : Soient (2) une droite et A un point du plan 2.

On appelle distance du point A a la droite (Z), noté d (A;(2)), la plus petite des distances
AM lorsque le point M parcourt la droite (2) :

d(A;(2)) = inf{AM/M c (9)}.

Figure XXXI.12 - d (A ;(2)) = AH ou H est le projeté orthogonal de A sur (2).

Théoréme [T : Soient (Z) une droite et A un point du plan 2.

d(A;(2)) = AH < H est le projeté orthogonal de A sur (2).

Preuve:.somnbMuquue&mwde(@)&H%WW@AM(@).
BW&M@?WW&WAHMW%H,M@
AM? = AH? + MH? > AH? = AM > AH.

Done d(A;(@))>AHameoéaaQ&IéwM=H done d (A (2)) = AH.

Exercice | : Soit ABC un triangle équilatéral et M un point & I'intérieur de ABC.

Montrer que la somme des distances de M aux trois cotés de ABC ne dépend pas de M.

Proposition I8 (Caleul de Ia distance d'un point 3 une droite) :  Soit R = (O ; Z,f) un
repere quelconque.
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4 )

Cas d’une droite définie par un point et un vecteur directeur : Soit (2) la droite
passant par le point A et dirigée par le vecteur 4 et soit M € & alors :

Cas d’une droite définie par un point et un vecteur normal : Soit (2) la droite
passant par le point A, de vecteur normal 72 et soit M € &2 alors :

d(M;(2)) =

Preuve 1500417.%: (O,Z,_;) umh@[lmewgﬁc,cvn%

Foient (Q)QaWW@PM&WAd}ME@.@%m@HQQWWMW
M sun la, droite (2) oo

?WW(Q)WWW@@W@TMWMWWMW
[a;m]:[a;ﬁ+ﬁﬁ]:[a;ﬁ]+[a;ﬁﬁ].
@%ﬁd&ﬁw@&nmu& [ﬂ;ﬁ]:O.
ﬂ’mmﬁ?mmaetmmo»ﬂo%wmm [ M| = + [ x |[FM]| = + ] x HM.
Rimas, [ii; AM] = + i x HM = |[ii; AM]| = Ji x HM = d (M;(2)) =
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—

N

Cas d'une droite définie par une équation
cartésienne dans un R.ON
repere orthonormé.

Corollsire 18] ( Y Soit ® = (0;i;5) un
Soit (2) la droite d’équation cartésienne ax + by +c=0ou a, b, c € Ret (a;b) # (0;0).
Pour tout point M (zy;;yy) € &, on a :

_ lazy; + by + ¢

d(M;(2)) N

Remarque :Dans le cas d’'une équation normale donc de la forme z cos() + ysin(f) = d, on a :

d(0;(2)) = d|.

Preuve Soacﬂxmtﬂw (D) enk duwd/ee par i(—b;a) e de weceun movmal 7 (a;b) i w@b
E'WQIWWQIWMMWW:

Foit M (25 901) € 2. Mo

d(M;(2)) = |ﬁ ' AM‘ _ Jaley —2a) +bym —ya)l _ azy + byy — (azp + byA)l‘
’ 7] Va2 + b2 N
On, A€ (2) < c=—(ax, + byy).
Done, d (M (7)) — 1980+ P + ¢l —1
’ ’ Vaz +b2

Exercice [ : Calculer la distance du point A (—2; —1) & la droite (2) d’équation 3z+4y—5 = 0.

Q CERCLES DU PLAN

Dans ce paragraphe, on se place dans le plan muni d’un repére X = (O ok f) orthonormé du
plan .

Equations cartésiennes de cercles

f

Proposition 9« Soient ¥ le cercle de centre Q (z,;9,,) ot (7, ;y,,) € R? et de rayon R > 0.
Soit M € & un point. Alors,

M(l‘,y)e(g — (x_xw)2+(y_yw)2:R2'

Preuve : Joient € lo corde de conbne Q(z,:y,) ou (z,:y,) € R? d:dngR>0d:
R&e@mwmrﬂwﬁm (z;y) € R

M(z;y) €€ <= OQM=R <= OM?=R? <= (z—=z,)>+ (y—y,)> =R
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Figure XXXI.13 — Cercle de centre €2 et de rayon R.

Remaraues : On appelle disque de centre Q (z,;y,,) et de rayon R > 0 I’ensemble

7 ={M(@iy) /(z—2.)° + (y—u.)* <R?}.

Plus particuliérement,

— M (z;y) est strictement & I'extérieur du cercle ¢ <= (v —1x,)? + (y —y,)?> > R
— M (z;y) est strictement & I'intérieur du cercle ¢ < (x —z_,)%+ (y —y,)? < R2.
Soient a, b et ¢ des réels et € I’ensemble d’équation :
2% 4+ y? — 2ax — 2by + ¢ = 0.

Si ¢ < a® + b? alors € est le cercle de centre € (a;b) et de rayon R = /a2 + b2 — c.
Si ¢ = a® + b? alors € est réduit au point Q (a;b).
Si ¢ > a? + b? alors € est vide.

Preuve : %oit (z:y) € R2.
|_ M(z;y) €6 < 2> +y?>—2ax —2by+c=0
= (z—a)?+(@y—0b?=d>+b*>—c.
- £ c<a?+0? dow, en povant R= Va2 +82 — ¢ on a
M(z;y) €4 <= (z—a)>+(y—>b)?*=R? <= OM =R, ou Q(a;b).

Cfebtdom;o@ec@wﬂedecembw()(a;b)&demw]}: a?+b>—c.
~ fe=a®+* dow

M(z;y) €€ <= (z—a)’*+(y—>b)?=0 <= {:U:Z
y:
Cf@btdomhéd;t@mvmﬂ?ﬁ(a,b)

- Sp'uc>a2—|—b2 oﬁohbgw (l’—a>2+(y—b)2=a2+52—6m'arabd,ebo®¢ﬂmb.
<0

>0

@m%%l}md&
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A

Un triangle est rectangle si, et seulement si un de ses cotés
est le diamétre de son cercle circonscrit.

Figure XXXI.14 — Théoréme du triangle rectangle inscrit dans un cercle (Théoréme de Thales anglo-saxon).

—

Exercice I3 : Soit R = (O 1 f) un repere quelconque.

Déterminer ’ensemble & défini par :

2?2 + 9% +4r — 6y —12 = 0.

Correction : Ona 2?2 +y2 442 —6y—12=0 < (2+2)%>+ (y—3)2 =52

S'mwm%@g%tm@em&ed@wmm—zs)etd@mwa

Proposition 2/ : Soient A et B deux points distincts du plan Z2.
Le cercle € de diametre [AB] est I’ensemble des points M de Z tels que MA - MB = 0.

|— Preuve : foit Q lo miliew de [AB]. TMMWM(x;y) €D ona:

MA-MB =0 <= (MQ+ QA).(MQ + QB)

= M2+ MO (QA+VOB)+ QA OB =0
-0 =—0A-QA=—QA2
MQ?2 —QAZ =0

OM = QA
1
MWMC@IQ@@WQQD@WQAZiABj

r 110

MWMM@W[AB}
1

Exercice [+ : Les questions sont indépendantes.
[1] Donner I’équation du cercle de diamétre [AB] avec A (1;3) et B(—1;—2). Méme question
avec A (3;3) et B(2;1).
Donner ’équation du cercle circonscrit au triangle ABC ot A (1;0), B(0;2) et C(3;1).
‘ Déterminer les équations des cercles passant par A (1;1), B(2;2) et tangents a (Ozx).
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Figure XXXI.15 — Intersection d’une droite et d’'un cercle.

Intersection d’une droite et d’un cercle

Soient ¢ un cercle de centre €2 et de rayon R et (Z) une droite de Z2.
1] Sid(2;(2)) <R alors ¢ et () se coupent en deux points distincts.

On dit que € et (Z) sont sécants.
2| Sid(Q2;(2)) =R alors ¢ et () se coupent en un unique point.

On dit que € et (2) sont tangents.
3] Sid(©2;(2)) >Ralors €N (2) =2.

On dit que € et (Z) sont extérieurs.

Preuve : Joient ¢ un conde de centne © et de nayon R, (2) une dnoite de 2 ot H Lo projete
|_ de © sun (2) ie. QH =4d,(Q;(2)).

Rur touk point M de (2), lo t QHM est on H of, dapren lo Réoneme de R ,
011/1%
OH2 + HM2 = OM? < HM? = QM2 — QH2.

Dos,
Me% < OM=R = HM?2 =R2— QH2. (XXXI.4)

[1] % d4(Q:(2) >R < R2—QH? <0 dlows XXXL4 mvmdgm@mmet%m(_@):@.
[2] £ d(Q;(2) =R < HM?2=R?>-QH? =0 alow M =H . C o (7) ve coupenk en un
MJZWT.
%d(Q;(.@))<R0MXXXI.4@d%mWE&Fm@¢M@A%QMHM:\/m.
1

Dans le cas de | 2|, on redémontre, en particulier, que la tangente a un cercle est perpendiculaire

a son rayon en le point de tangence.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXI : Gésmetrie du plan 28 |



PTSI VINCI - 2024 V. CERCLES DU PLAN

. 2
Exercice IS : On considere le cercle € d’équation x? + y? — 2z + 5= 0 et le point A (2;3).

Pourquoi A est-il extérieur & € ?
E Déterminer les tangentes a € passant par le point A.

Correction :
x2+y2—2x+§20 = (z—1)2+2:%@%Ldm@emp@edewnbwﬁ(l;m&dew \/E
3 P
EWWAQZ\/E>\/;0,@MA%JJWWWCM£B&
@mﬂmd‘aﬁmd@wwammmﬁwwW(TA)mdgA@&m@@e@

%@QWMSE Y) W@m&mfmmmdlwmmcmfgetm%wmmw
PQ/IWAM»Q&M% Q@ba/n%awae (Ty)

?+y?—2z+- =0
Me (Ty)NC = R, r—1 x—2
OM-AM =0 < . =
Y y—3
%+ 2—296—1—2 =0 224y —22+= =0
= y 5 = y
(z—1)(z—2)+yly—3) =0 2?2 +y?—3r—-3y+2 =0
2 2 2
x“+y —2m+g =0
= <
.7:—|—3y—g =0 Ly« L, —L,
g2 - 8,6 g 125y — 45y —3 =0
= 572 = 8
) NPT T _ A _ 9+ V14l
GWMM&LW%M@MWWA_%%ad@W%_T&
_9—/14l
@nbw«weaﬂo’xb@e@dmm[\mmd/vmm

L 53+ 3v141 9 — /141 oL 53— 3v141 9+ /141
L 50 " 50 27 50 " 50 '

D ne neste Pﬁw qua brouven Q‘W det dnoibes, (Al;) eb Al).

(AL)) posse par A (253) &@WWW5Oﬁ:(3+3@;9—@). Do,
(AL): (1+v141) $+<3—7 ) —11—V141 =0.

- (AIQ)W]WU (2,3)etmwmmmaﬂ50912:(3*3m;9+@>. Doa,
(AL): (1- a:+<3 M) —11+ V141 =0.
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Intersection de deux cercles

Soient deux cercles € (2;R) et €’ (' ;R’) de centres distincts.

Alors :
CNE¢ +92 < |[R—R/'|<d(Q;9)<R+R".

De

Figure XXXI.16 -d(Q2;Q') >R+ R/. Figure XXXI.19 -d(Q2;Q') = |[R—-R/|.

D /A
D (e

(s

Figure XXXI.17-d(Q2;Q) =R+ R’. Figure XXXI.20 - 0<d(Q;Q) < |R—-R/|.

e

Figure XXXI.18-|R—R/| <d(Q2;Q') < R+R/.
Figure XXXI.21 — Positions relatives de deux cercles.

|— Preuve : foient dewce condes € (2;R) ok €7 (V' ;R’) de conbres disbincs.
R

dZQQ'&MWWQ@%@I@wW(Q,T,j)M?Z%W.

\ — 2., ,2 _ ]2 / S V2 4.2 _ R2
@WWW%QWWSE +y"=R° L @ QFMW(.T d)”+vy R=.
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Sooibl‘etydmmé@ﬁb.@%a:

2 2 2 2 2 2
M(z;y) €€NE <~ Y R o ety = R
(z x?

_ d)2 + y2 — R/2 y2 _ 2d.%' — R/2 _ d2
1‘2 +y2 — R2
= R? —R” + d?
r = —Y

2d

&WW&K@WW%O%’MaWW%m(@)m(@)%J;@a

' _RQ—R/Q-l-Cl2

WdWx—T.

‘ B ‘RQ—R’2+d2|

On, 4.(02(2)) = S R—

@IOTVUE\‘,OQO/ J
‘RQ—R'Z-i-dz’

<R < |R? - R2+d? < 2R

R/2+d2 < 2dR
R2 R?+d?> > —2dR
(R—d)? < R
=
(R+d2 > R
R—d < R’ —R'<R—-d < R
= =
R+d > R/ R+d > R’
d<R+R " £¢R—-R" < d
=
d>R —R
d < R+R
=
IR—R'| < d
< |[R—R|<d<R+R.

Exercice [6 : On considére les cercles € et €, d’équations respectives :
Ci: 22 +92=100 et Cy: 22+ y?— 24z — 18y + 200 = 0.

‘ Montrer que les cercles €, et €5 sont tangents et préciser si €, et €, sont tangents inté-
rieurement ou extérieurement.

‘ Déterminer une équation de la tangente au point de contact.
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bt

master may i ask
aquestion yes my padawan

*dies of cringe*
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