XXXI

Géemetrie c&op&n

Qu’est-ce qu’un ours cartésien ¢

Un ours polaire ... aprés changement de coordonnées !

Contenu
I. Repérage des points et des vecteurs du plan ... .. 1
I.1 Reperes cartésiens . . . . . . ... e 1
1.2 Coordonnées polaires . . . . . . . . ... 3
II. Produit Scalaire . ... ... e 5
II1 Généralités . . . . . . . . . . e 5
II.2  Produit scalaire et projection orthogonale . . . . . ... ... ... ... 6
II.3  Expressions du produit scalaire . . . . . . . . ... ... ... ... ... 7
1.4 Propriétés algébriques . . . . . . . . . ... 9
IIL. Produit miXte. ..ot e e e e e 10
ITII.1  Expressions du produit mixte . . . . . . . . ... ... ... ... .... 11
II1.2  Interprétation géométrique du produit mixte . . . . . .. ... .. ... 12
II1.3  Propriétés algébriques . . . . . . . . . . ... 13
IV. Droites du plam .. ... 14
IV.1  Vecteur directeur d’une droite . . . . . . . . . .. ... ... ... ... 14
IV.2  Equations paramétriques de droites. . . . . . . . . ... ... ... ... 15
IV.3  Equations cartésiennes d’une droite . . . . . . . . ... ... .. ... 15
IV.4  Equation réduite d’une droite . . . . . . . . . ... 19
IV.5 Distance d’un point & une droite . . . . . . . . .. ... ... ... 20
V. Cercles du Plan ... ..o 23
V.1  Equations cartésiennes de cercles . . . . . . ... ... ..., 23
V.2 Intersection d’une droite et d’'un cercle . . . . . . .. ... ... ... 25
V.3  Intersection de deux cercles . . . . . . . ... ... L. 26

Dans tout le chapitre, on note P lensemble des vecteurs du plan et & ’ensemble des points du
plan. Tous deux seront désignés par le terme de plan : vectoriel ou affine c’est selon.

Q REPERAGE DES POINTS ET DES VECTEURS DU PLAN

Reperes cartésiens

s )
Définition | :

= On appelle base du plan 2 tout couple de vecteurs B = (7;7), 7 et 7 étant non colinéaires.

Tout vecteur @ € P s’écrit alors de maniére unique sous la forme
i =ai+yj ou (v;y) € R (XXXI.1)

= On appelle repére (cartésien ou affine) du plan & tout triplet X = (O or f), ou O est
un point du plan &. On l'appelle alors origine du repeére.

Remaraque : i est donc une combinaison linéaire des vecteurs 7 et 7.
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Figure XXXI.1 — Repéres du plan.

Cas particuliers :
— Le repere et la base sont dits orthogonauz si les vecteurs 7 et 7 sont orthogonaux. Ceci
sous-entend l'existence d’un produit scalaire.
Si de plus, les vecteurs 7 et 7 sont unitaires (ou de norme égale a 1) alors le repere et la base
sont dits orthonormés ou orthonormaux. Ceci sous-entend I’existence d’une norme.
— Dans ce dernier cas, si on a défini une orientation du plan, B et X sont dits :

g [27].

o indirects si (7;7) = —= [27].

o directs si (7;7) = +

3

[\

Dans tous les exercices de ce chapitre et sauf mention contraire, on se placera
dans un repere (O ; i;j) orthonormé direct du plan 2.

Figure XXXI.2 — Coordonnées de vecteurs et de points dans le plan.

En particulier, pour tout point M du plan &, le vecteur OM se décompose de maniére unique
dans la base B sous la forme

OM = 27 +yj ot (z;y) € R2. (XXXI.2)

( )

Détinition 2 (Coordonnées cartésiennes) :

= Soient B = (7;7) une base du plan 7 et % € 2.

75
On appelle coordonnées du vecteur i dans la base B, notées 4 (x;y) 5 Ou U (y) , le
B

couple (x;y) de la décomposition (XXXI.1).

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXI : Gésmetrie du plan 2|
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I. REPERAGE DES POINTS ET DES VECTEURS DU PLAN

95
= On appelle coordonnées du point M dans le repere X, notées M (a:;y)B ou M (y) ,
B

le couple (x;y) de la décomposition (XXXI.2).

ATTENTION I Les coordonnées dépendent de la base et/ou du repére choisis.

-
R.appel | (Coordonnées de vecteurs) :  Soit B = (7;7) une base du plan 2.

m Soient u ($>, 0} (x/) et A € R. Alors :
Yy y
L z+ R AT
U+ 0= , et A\u= .
y+y Ay

S Ty — Tp . ,
s AB= et, dans un repere orthonormé :
YB —Ya

AB = ||ABH =V (zg—24)? + (yp—ya)*
m Si I est le milieu de [AB] alors I (CEB-HEA ; yB+yA>.

2 72

.

. — 2
Exercice | : Soit ABCD un carré de centre O et G tel que AG = §AB‘

Donner les coordonnées des points A, B, C, D, O et G dans :

(4:AB:AC) (B;BG;A0)
Coordonnées polaires

-
Définition 3 : Soit M un point de Z.

On appelle coordonnées polaires de M, notées [p; 6] tout couple de réels (p;0) € R? tel que :

OM = pcos(0)7 + psin(6)7].

Le point O est alors appelé le pdle du repere.
\

Remaraues :
— Si M # O, on peut prendre p = OM et 6 = (f,O—M) [27].
— Si M = O, p = 0 suffit a repérer le point M.

. 1
Exercice 2 : Représenter les points A [2; g], B [1 ; %} C [—3; g] et D [3; E%T}

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXI : Gesmetrie du plan
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y = psin(6) + M[p;0] <= M(z;y)
Q
14K 0
J
> 1
Of 71 x = pcos(d)

Figure XXXI.3 — Coordonnées polaires et cartésiennes d’un point.

4 )

Proposition | (Formules de passace) :  Soit (O i1 f) un repere orthonormé direct du plan.
Soit M € & de coordonnées cartésiennes (x ;y) et de coordonnées polaires [p;0)].

On a alors :
{x = pcos(6)

y = psin(6)

Et pour M # O, on a alors (par exemple) :

cos(f) =

p=+22+1y? et défini par

DI’ DR

sin(f) =

. v

Exemple | : (2;2)= [2\/5; g] = [—2\/5; %r]

Détinition 4 (Repére polaire) : Soit (O i1 f) un repere orthonormé direct du plan.

Pour 6 € R, on pose uy = cos(0)7 + sin()7 et vy = —sin(0)7 + cos(0)7.

La base polaire associée a ’angle 6 est le couple (uy ;vyp).

Dans cette base (ug;vy), on a OM = puy.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXI : Gésmetrie du plan 4]
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I. PRODUIT SCALAIRE

Rt
-

(0]
Figure XXXI.4 — Repere polaire.

Q PRODUIT SCALAIRE

O va un angle quand il est malade ?
- Chez le vecteur.

I1.1] Généralités

e 2

R.appel 2 (Norme d’un vecteur de P) :
= Soit @ € 7 et deux points A et B de & tels que u = AB.

La norme du vecteur 4, notée ||if, est la distance AB.
» Soit (7;7) une base orthonormée et % = 27 + y7 ot (z;y) € R? alors

i = va? +y2.

( )

Définition S : Soient 4 et ¥ deux vecteurs du plan P.

m Si 4 et ¥ sont non nuls, on appelle produit scalaire de 4 et ¥, noté 4.v qui se lit « u
scalaire U », le réel défini par :

.5 = || x 3] x cos (@: 7). (PS 1)

m Si 4 ou ¥ sont nuls, on pose u.7 = 0.

R.emarque : Comme la fonction cos est paire, le produit scalaire ne dépend pas de 'orientation
du plan.

Corollsire Il (Mesure dun anale) : Si 4.0 # 0 alors cos (4 ;7) = m
u v

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXI : Gesmetrie du plan 5
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R.appel 3 (Vecteurs colinéaires et alianement) :
m Deux vecteurs 4 et ¥ sont colinéaires si, et seulement si, il existe un réel k tel que ¥ = ku
ou si I'un d’eux est nul.

= Deux droites (AB) et (CD) sont paralldles si, et seulement si les vecteurs AB et CD
sont colinéaires.

m Trois points A, B et C sont alignés < 3k € R, tel que AC = kAB.

Proposition 2. : Soient @ et ¥ deux vecteurs non nuls de P.
‘ u et ¥ sont orthogonaux si, et seulement si 4.9 = 0.

(2] 1 et ¥ sont colinéaires de méme sens si, et seulement si 4.0 = 4] x [9].

U et U sont colinéaires de sens contraire si, et seulement si 4.9 = — |[u| x ||

Remarque : Par convention, le vecteur nul est orthogonal & tous les vecteurs du plan.

|— Preuve:@@d@&@&mdé{%&mmetde%mefoﬂm(P.Sl).ame%etjwbomm
non wls @ e Ton o

@5 = @] x |3 x cos (@; 7).

[1] Comme @ et & sont non nuls, beun morme non pllus et

[27] <= u LW

]
<

=0 < (ﬁ;?})zg

[2] Rur lo mame naison, .5 = || x 7] <= (i;0) = 0 [27] e loo vecteuns i b T sont
& i5=—|i| x |7] = (@;9) =7 [27] ie. los vectouns U b T sont colinéaines de sens

Produit scalaire et projection orthogonale

( )

Proposition 3 - Soient @ et ¥ deux vecteurs non nuls de 7.
Soit O un point du plan & et soient A, B de & tels que OA =i et OB = &.
On note H le projeté orthogonal du point B sur la droite (OA) alors :

OA x OH si OA et OH sont de méme sens.

.5 = OA.OB = OA.OH = e
—0OA x OH si OA et OH sont de sens contraire.

Preuve %@vanmw los, motabions de lénoncs.

@’n/ aQ
.3 = OA.OB = OA. (ﬁ’ + ma') — OA.OH + OAHEB.

@%ﬁeﬂﬁw&wﬁw@mﬁ.@zo.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXI : Gésmetrie du plan 6|
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Figure XXXI.5 — Produit scalaire et projection orthogonale.

@e%m&ﬁmmmm.ﬁ:iOAxOH.

%o proposition (2) donne alons lo nemudial ewym?be

Figure XXXI.6 - OA.OB = OA.OH = OK.OB.

I1.3 | Expressions du produit scalaire

Proposition &4 (Relation de Pythacore) :  Soient 4 et ¥ deux vecteurs de P.

Alors : ;
. — 112 112 2
a9 =5 (li+al° =@l o ). (PS 2)

Preuve : Soienk i of ¥ deuce vedeuns de P
.—'__’ —>__> = = ' 1 — 12 -2 -2 _ '
—ﬁu-va—OaQonau.v—Od,wneFanbd:2(||u+v|| | ||u||)_o¢mw.

Pecalis o hon, st

- @%W@Mwﬁ#ﬁ&ﬁ#ﬁ

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXI : Gesmetrie du plan 7|
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II. PRODUIT SCALAIRE

B Sin(B) foii
\ R
J
0 i
O 7 5] cos(6)

o
¢
L
+
cl

|—> 2

= ([l + 5] cos(0) ; 6] sin(6)) -

— — 2 — . 2
= (1l + 15l cos(9)) + (I3 sin(6))
= al? + 517 + 2 il 5] cos(6).

1
Fimallment; on. ofiient ben, = ( [ + 9l —[al* — |9 ) = ] 7] cos(0) = .5

Soit B = (7;7) une base orthonormée.

Soient % = a7+ yjet v = 2T+ y'Fou ((z;y); (2" ;")) € (R?)2

Alors :

U =zz’ +yy'. (P.S 3)

|— Preuve SDOAL (7;7) wne @o/ue ohiﬂmwh/m,ee

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXI : Gésmetrie du plan 8|
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B T S T R

a6 = 3 i+l — Jal® — o) )
]' / /7 / /
=5 (@42 2+ W+y)? = @ +9) - @2 +y?)
=uxx’ +yy'.

Exercice 3 : Soit ABC un triangle tel que AB =4, AC =5 et BC = 6.
‘ Calculer le produit scalaire AB.AC.

‘ Déterminer une mesure de 1’angle (ﬁ ; TC) arrondie au degré pres.

1 2 12 — —
=5 (1 + e -1 - e

= [l x [J6l x cos (i; v)

= AB.AH = v,

Figure XXXI.7 — Produit scalaire de deux vecteurs dans le plan.

Propriétés algébriques

4 )
Proposition & : Soient 4, U et w trois vecteurs du plan P et soient « et [ des réels.
Alors :
ia=[a)* >0 (Le produit scalaire est positif).
On note alors @2 = |i]* = u?
‘ 1i4=0 < 1=0 (Le produit scalaire est défini).
[3] @.9=70.4 (Le produit scalaire est symétrique).
‘ (auy + Bty) .0 = oy ¥ + Buy.U ( Le produit scalaire est linéaire )
ii.(ov] + BU3) = qiivy + BT, a gauche et a droite
| + 3 = @l + 245 + |5)* . (Identités remarquables).
o2 a2 oo a2
i — 3" = )" — 269+ [7]".
. 12 2
u—+v).(u—v)=|u|l —|v| -
(i +9). (4 — o) = [[uf” — [[7] )

(d;

S =

)

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier

CHAPITRE XXXI : Gésmetrie du plan
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est une forme bilinéaire ([4]), symétrique ([3]), définie ([2]), positive ([1]).
Exercice 4 (Droite dEuler dans le trianale) :  Soit ABC un triangle, on note O le centre
du cercle circonscrit & ABC, G le centre de gravité de ABC et H 1’orthocentre de ABC.

(®) Notons A’ le milieu de [BC]. Exprimer le vecteur 30G — OH 4 l'aide de HA et OA’.

() Calculer alors le produit scalaire BC - (30G — OH).
Déterminer le produit scalaire BA - (3@ - O—H)
Démontrer que les points O, G et H sont alignés.

@ PRODUIT MIXTE

Dans ce paragraphe, on suppose que le plan P est muni d'une orientation.

s )
Définition b : Soient 4 et ¥ deux vecteurs de 2.

On appelle produit mizte (ou déterminant) de 4 et U, noté [ ;v], le réel défini par :

m Si 4 et ¥ sont non nuls,
[6@ ;6] = [|all x 3] x sin (2;7). (P.M1)

m Si 4 ou ¥ est nul, on pose [4 ;7] = 0.

La fonction sinus étant impaire, le produit mixte dépend de 'orientation du plan. Un
changement d’orientation du plan change le signe le signe du produit mixte.

I |

ATTENTION

Proposition T Soient 4 et ¥ deux vecteurs non nuls de .
U et U sont colinéaires si, et seulement si [i ;U] = 0.

U et ¥ sont orthogonaux si, et seulement si [u ;0] = + ||d]| x |[J].

|— Preuve : Lo, demonstrabion est Wﬂdgﬁmﬂue & clle de bo, proposition (2) .
—

Reemaraues : Soit B = (7;7) une base de 2.
Si B est orthonormée alors [7;7] = |[7]| x ||7]| x sin (Z;7) = sin (7; J).
Dans ce cas, on a alors :

o [1;7] = 1si B = (7;7) est directe.

o [1;7] = —1si B = (7;]) est indirecte.

En particulier,

Corollaire 1! :

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXI : Gesmetrie du plan 10|
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Expressions du produit mixte

( )

Proposition & : Soit B = (7;7) une base orthonormée directe.

7 i
Soient 4 (y) et ¥ = ( /> ot (z;9),(z";y) € R2
Y

Alors :
[U;0] = xy —2y. (P.M 2)

/

Notation En notant ,| le nombre zy" — z’y, la relation (P.M 2) s’écrit :
yy
/7
r T
[t 7] = =y —2'y.
yy

ATTENTION I L’égalité (P.M 2) n’a lieu que dans une base orthonormée directe.

i
y /
P )

|_ Preuve:?m(o;f;‘f)mne{\mmﬂmmdxmtetmntﬁ<> Qbﬁ(l‘/) dewcc
vechewnty décomponés dans la base B (7 7). B

”’l_j” Sinﬁ ......................... .
2 :
CIETT SR y (o
7 u
il
-~ T
ol 7 6l cos 8 oo

- @%de%wﬂ#ﬁetﬁ#o.
©wmaz<7;a) [271] & B = (7;0) [27).

|d cos « xz’ |9 cos B
@n a bi il ” = b U = .
sumplement i (y) (HﬁH sina) ! (y) (umy sin 5)

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXI : Gésmetrie du plan 11 |
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Dot [i;3] = ] x 3] x sin (i)
= || x 3] x sin(8 — )
= [l x 3] x sin(8) cos(ar) — || x ] x cos(B) sin(a)

= la] cos(e) x 9] sin(B) — |ul sin(a) x 5] cos(B)

x y’ Y x’
=zy —2'y.

II1.2 |} Interprétation géométrique du produit mixte

Soient A, B et C trois points de & et D tel que AD = AB + AC.
Alors, HE,K@” est I'aire du parallélogramme ABDC :

Aappc = ‘[E7TC]‘

— —

Figure XXXI.8 — ‘ [AB ; ACH = Aprgpc ou AD = AB + AC.

Preuve:SDmgntA,Bebewidee@ebABDCwWMﬁebE.

— % AB o AC sonb colinéaines dlors ABCD e daine mullle touk comme [ﬁ;ﬁ].&mmaé
el vwie dams ce casb.
- %E&Emwﬂ?mw&m@i@%oﬂoﬁb@mﬂd@ABDc%bd,oxn/wée[vo)b./ZZABXCH

me&M@W@CW%m(AB).

Ok, CH = AC x sin(CAB).
Dot A = AB x CH = AB x AC x sin(CAB) = |[AB] x |[AC| x sin (AB; AC), oa. (AB; AC)
Bomme sin (AB; AC) = |sin (AB; AC)| aflons on. o fnabement

4 = [55] [ i (35 56)| = | [35: .

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXI : Gésmetrie du plan 12 |
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—

Corollaire 91 : Soient A, B, et C trois points du plan &2. Alors l'aire du triangle ABC est

%550 .

N =

AABC =

Exercice S : On donne A(1,2),B(2,3),C(6,1) et D(3,0) dans un repére orthonormé direct.
Quelle est l'aire de ABC?
|zl Justifier que ABD est rectangle en A.

|III.3 ' Propriétés algébriques

( N\

Proposition |O : Soient 4, ¥ et W trois vecteurs du plan P et soient « et 5 des réels.

Alors :
[U;0] = —[U;4] (Le produit mixte est anti-symétrique ou alterné).
[aty + fug ;0] = afuy ;9] + Blug ;7] ( Le produit mixte est linéaire )
[t ; 007 + Bug) = a[i;77] + B[ ;75 a gauche et a droite
(@) + [i; 9] = ) 9] (Identité de Lagrange).
\ Y

On dit alors que 'application

R

7] PxP
(3 7) [

—
— ; )

s

est une forme bilinéaire ([2]) alternée ([1]).

Preuve:tmwwgom%uhﬁnmnb@%w(P.S3)eJ:(P.M2)d%Mmfam9J;

Exercice £ : Soit G le centre de gravité du triangle ABC.
Montrer les triangles GAB, GBC et GAC ont la méme aire.

Proposition | : Soient B = (7;7) une base quelconque.

Deux vecteurs 4 (x; y)B et U (z’ ;y’)23 sont colinéaires si, et seulement si zy” — 'y = 0.

xz

y v

ATTENTION Dans une base quelconque [i ;9] #

=xy —a'y.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXI : Gesmetrie du plan 13|
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|— Preuve:?mbWWﬁ(j)g&U(;:)g&'m@m%&omﬂAwB:(i;j).
T of ¥ sont colinéaines <« [i;7] =0
= [wi+yl;2T+y' 7] =0.
fpcw() ) .t,dM
=z 2 T+ Yy ) +ylg 2T+ y' 7] =0.
= a2’ [0 + 2y [ 7] +y2’ (737 +yy' [7:7] = 0
@'v,ronco&méombé, [ =1[7:71=0
= ay [i;]]+y2’' [ =0
ﬂ’mmfw
= (zy —2'y)[;]] = 0.
M@@jmmww&moﬂ@wﬁ;j}#o;

= xy —2'y=0.

Q DROITES DU PLAN

Dans cette partie, sauf mention contraire, on considerera R = (O;i; f) un repere quelconque

de .

} Vecteur directeur d’une droite

Définition 1 (Vecteur directeur) : Soit (Z) une droite du plan.

On appelle vecteur directeur de (Z) tout vecteur non nul 4, colinéaire au vecteur AB ot A
et B sont deux points distincts de (2).

Figure XXXI.9 — Vecteur directeur d’une droite.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXI : Gésmetrie du plan 14 |



PTSI VINCI - 2024 IV. DROITES DU PLAN

‘ Equations paramétriques de droites

( )
Proposition |22 La droite (2) passant par A (x,;y,) et dirigée par @ (a;f) ou
(a;8) € R\ {(0;0) } est ensemble des points M (z;y) de £ tels que :

= t
T=apta ,teR.
y=1yo+ Bt

Ce systeéme est appelé équation paramétrique de la droite (2).

\,

Remarques :
— Un point M (z;y) appartient a la droite passant par A et dirigée par le vecteur 4 si, et
seulement si M = A + vect ().
— En particulier, le couple (A, @) doit étre vu comme un repére de la droite (2). Le parameétre
t est alors ’abscisse d’un point M de la droite dans celui-ci.

Figure XXXI.10 — Droite (2) passant par un point A et dirigée par un vecteur .

|— Preuve : Hoib (2) pasbant par A (295 Yo) eb dinigée i (ar; ).
M (z:y) € (2) < AM & i sonb colinéaines.
T — x5 = ta

— JteR/AM=ti < FHecR/
y—yo=1p

T =Ty + ta

<~ JFHeR/
y=vyo+is

Exercice T : Déterminer une équation paramétrique de la droite (AB) avec :
A(1;3) et B(—1;2). [2] A(1;-3)et B(4;-3).

‘ Equations cartésiennes d’une droite

e )
Proposition 13

Toute droite (2) admet une équation de la forme az + by + ¢ = 0 avec (a;b) # (0;0).

Cette équation est appelée équation cartésienne de la droite (2).
‘ Réciproquement, soit (a;b;c) € R3 tels que (a;b) # (0;0) alors 'ensemble des points
M (z;y) dont les coordonnées sont solutions de I’équation ax +by+c¢ = 0 est une droite

(2) dirigée par 4 <_b> :
a

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXI : Gésmetrie du plan 15 |
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Preuve :
(1] Joit (2) une dnoite passant pan A (1g3yg) o dirigée non @ (a5 B) o (a3 8) # (0;0).
500{13 (x;y) € R @fn/a/:
M (z:y) € (2) < AM o i sonb colinéaines.
o [AM:i] :omm(“%)
Y—Y

=0
Yy—Y B

= (-5 (y—y0)a =0
a=—p
= ax—l-by—i-CZO%?oba/nL b=«

c = Pxy— ay,
(2) WW%W@%Wa$+by+c:0m (a;b) = (—B;a) + (0;0).

‘%Wmmm%a,b&c%w(a;b)#(O;O).®nWWw
%c@mTerctu,@a#O.

@n«wbe@gojnwm@ﬁed%rwnﬂml\/[(:r,y) b&bctueaijby—l—c:O.

WWWW@%LWWMA(—E;O)6@.@%@90@@0&,(}:0
ofohbb#OeLB(O;—%)ED.
%mmmwa#o@mwﬁm

azp +bys + ¢ =0. (XXXL3)
Mmmwﬂ%tmmw@A.
$oit (;y) €RZ On o -

M(z;y) €D < axr+by+c=0.
&WM(XXXIB)me&nﬂm@mo@M:
= a(z—xp) +0(y—ys) =0

r—x, —b

Y—Ya a

- [m;a}_om(—b)

<~ =0

a

< AM b i nonb coliméaines.

= MW@&LWMWAaWWa(j).
amm&m@m&@edmvmnml\/[(m;y)tch]ueaa:—Fby—i—c:Oa/ueo(a;b)#(O;O)
MWWWW@@W&(Z?).
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—

Exercice & : Résoudre graphiquement les systémes :

z+y=0 42 — 2 >0
r—y<1 2] > —1<0
r+2y—4<0

Détinition 8 (Vecteur normal) :  On appelle vecteur normal d’une droite (Z), tout vecteur
non nul orthogonal aux vecteurs directeurs de (2).

( )
Proposition |4+ : Soit R = (O 01 j) un repere orthonormé.

a
Toute droite admet une équation du type ax + by + ¢ = 0 dont 7 ( b) est un vecteur

normal.
Réciproquement, soient trois réels a, b et ¢ tels que (a;b) # (0;0).

L’ensemble des points M (z;y) tels que ax + by + ¢ = 0 est une droite de vecteur

_(a
normal 7

N >

|— Preuve:%w%xbdewwmwﬁ(_ab> QHLC)L) vont onfloqonance

( )
Exemple 2 (Droite définie par deux points distinets) :

Déterminer une équation cartésienne de la droite (AB) ou A (1;3) et B(—1;2).
Comme —AB (2;1) est un vecteur directeur de (AB) alors tout point

M (z;y) € (AB) <= AM et —AB sont colinéaires.
z—1 2
y—3 1

= (z—1)—2(y—3)=0
= x—2y+5=0.

Donc, (AB): = — 2y +5 = 0.
\onc( ):x—2y )

Exemple 3 (Droite définie par un point et un vecteur normal) : Dans un repére ortho-
normé (O : i;f), on consideére les points A (1;3), B(—1;2) et C(—3;—4).

Dans le triangle ABC, déterminons une équation cartésienne de la hauteur issue de A. Soit (Z) cette droite.
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( \
La droite (2) est la perpendiculaire & (BC) passant par A i.e.

Y i | . {1
M(z;y) € (2) < AM ( 3) et %CB (3) sont orthogonaux.
y—

= AM.%@:O

x—1 1
<= (z—1)+3(y—3)=0
= xz+3y—10=0

Donc, une équation cartésienne de la hauteur issue de A dans le triangle ABC est  + 3y — 10 = 0.

\,

Définition 9 (E quation normale dune droite) :  Soit (2) la droite d’équation

ar +by+c=0.

a
L’équation de (2) est dite normale si a? +b* =1 i.e. |fi| =1 ou n (b) -

\

Remarques :
— La condition a? + b = 1 sous-entend que (a;b) # (0;0).
— Pour tout vecteur de norme 1, il existe 6 € R tel que 7 = (cos(#) ;sin(f)). On retrouve alors
souvent des équation de droite, dites normale, sous la forme :

(2): xcos() + ysin(h) = d.

QJ
Figure XXXI.11 — Equation normale d’une droite.
Exercice 9 : On consideére les points A (5;3), B(1;—3) et C(—3;4).

Déterminer une équation cartésienne de la droite (AB).

‘ Déterminer une équation cartésienne de la hauteur issue de B dans le triangle ABC.
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Equation réduite d’une droite

4 )
Proposition IS : Soient X = (O 1 j) un repere quelconque et (Z) une droite.
Alors :

[1] Si(2) est parallele a I axe (O, 7) alors (Z) admet une équation de la forme
r=oa ouack.
(2] Si (2) n’est pas parallele a I'axe (O, j) alors (Z) admet une équation de la forme
y=mx+p ou (m;p) €R2

m m s’appelle le coefficient directeur de la droite

L = et p son ordonnée a l’origine. )

aneo (—b;a) # (0;0).
1] % (2) %bramwed@m@ acce (0, 7) dlows @ (—b;a) est colinsaine & 7(0;1) done b =0
& a#0.

@m%dedu&ﬂue( ou]u)wbecruabmv Z—fuede@o/gon/mew—aouaéﬂ?

\S‘i(@)%%trmwofﬁeﬂe & bacce U acce (0, 7) dlors @ (—b;a) ne}ol:[wbco&meomd,j(o;l)
done b # 0,
i’wwmmae?am(@)W@'mm?@gmmy:—%x—gw%t&%
de,@@%ommmuﬁw.

|— Preuve:ﬁoods(Q)WWMWmew®%Wax+by+c:o

a 7 N ' P
Kemacraue .geme%awbmmbde(@)%tm:—g,mwmaﬁw%um%t
p=—= eb un wedeurn diredleun de (Z) enk i (1;m).

b
Remaraue : Dans un repere (O 1 f) quelconque, soient deux points A (x5 ;yA) et B (zg;yp)
tels que z, # xp de sorte que (AB) ne soit pas parallele a I'axe (O, 7).
YB — YA

Alors le coefficient directeur de la droite (AB) est m = .
Ip — A

P

Proposition 6 :
‘ Deux droites sont paralléles si, et seulement si leur coefficient directeur sont égaux.

Deux droites sont orthogonales si, et seulement si le produit de leur coefficient directeur
est égal a —1 dans un repére orthonormé.

Plus précisément, si (2): y=mz+pet (2'): y=m'z+p’ alors :
1] (2 // (2") <= m=m'.

@‘ 9') <= mm’ = —1 si R est orthonormé.

D):y=
Preuve : Jionk ( ,) y m:c/+p , oumm, pep sonb des nédls.
|_ (2"):y=m'z+p

I
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fﬁwdmbeu(.@)et(.@/)MWWW%maﬁ(l;m)oﬁ?(l;m’).
%M%xdgmm@e@wm%mdgwmam&m;
M @) )(2) = [5:w] =0 < ; .
@nwmw@ew[\mﬂ?:(O,;,f)%bontﬂmmm

(2) L (7)) <= ti-v =0 <= (1)<1> =0 <= 1+mm =0 < mm' =—1

R 1

=0<= mM—-—m=0 << m=m.

Exercice O : On consideére les droites () : x +2y=5et (2') : 3z —y = 1.
On note B (5;2) et C(2;—7).

\ Justifier que les droites (2) et (2’) sont sécantes puis calculer les coordonnées du point A,
intersection des deux droites.

Donner une équation cartésienne de (AB).

‘ Donner une équation cartésienne de la perpendiculaire a (Z) passant par B.
Donner une équation cartésienne de la paralleéle & (2) passant par B.
Donner une équation cartésienne de la médiatrice du segment [BC].

Cette médiatrice est-elle parallele a (2)7 a (27)7

‘ Distance d’un point a une droite

-

Détinition IO : Soient (2) une droite et A un point du plan 2.

On appelle distance du point A a la droite (2), noté d (A;(2)), la plus petite des distances
AM lorsque le point M parcourt la droite (2) :

d(A;(2)) = mf{AM/M e (@)}.

Figure XXXI.12 - d (A ;(2)) = AH ou H est le projeté orthogonal de A sur (2).

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXI : Gésmetrie du plan 20 |



PTSI VINCI - 2024 IV. DROITES DU PLAN

Théoréme [T : Soient (2) une droite et A un point du plan 2.

d(A;(2)) = AH < H est le projeté orthogonal de A sur (2).

PreuvezsomnthWcTque(@)&H%WW@AW(@).
BWQ@&M@?WW@@WAHMW%H,M@
AM? = AH? + MH? > AH? — AM > AH.

Done d(A;(.@))>AHa/ueoé%a&LéFounM:H donc & (A;(2)) = AH.

Exercice | : Soit ABC un triangle équilatéral et M un point a U'intérieur de ABC.

Montrer que la somme des distances de M aux trois cotés de ABC ne dépend pas de M.

4 )

Proposition 18 (Caleul de la distance d'un point 3 une droite) :  Soit R = (O ; f;f) un
repére quelconque.

Cas d’une droite définie par un point et un vecteur directeur : Soit (2) la droite
passant par le point A et dirigée par le vecteur 4 et soit M € & alors :

Cas d’une droite définie par un point et un vecteur normal : Soit (Z) la droite
passant par le point A, de vecteur normal 7 et soit M € &2 alors :

Preuve ZSDOUJ.%: (O,Z,f) umm@[v@w%w

Foient (@)&,WWW&WA@Meﬂ%m@H&WwwW
M sun lo dnoite (2) dlons :

?WW(@)WWM&WQ?MW@WWMM
[a;m]:[a;ﬁ+ﬁﬁ]:[a;ﬁ]+[a;ﬁﬁ].
@@ﬁd:moomtoo&méomm. [ﬁ;ﬁ]:O.
ﬂ’mm%mﬁexﬁ*ﬁmoﬂwmm [ M| = + [laf] x |[HM]| = + ] x HM.
Rimas, [ii; AM] = + i x HM = |[ii; AM]| = Ji x HM = d (M;(2)) =
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@%ﬁetﬁbm&ohtpmﬁwnmmb&ﬁ'ﬁzo.

Jor, aillewns, 7 o HM sonts colimgaines donc 7t - HM = =+ [fi] x |[HIM]|| = + [7] x HM.

Rimas, 71 - AM = £ i x HM = [fi- AM| = [l x HM = d (M;(2)) = ———

Cas d'une droite définie par une éauation
cartésienne dans un RLON
repére orthonormé.

Corolisire 18] ( Yo Soit ® = (0;i;5) un

Soit (2) la droite d’équation cartésienne ax + by +c=0ou a, b, c € R et (a;b) # (0;0).
Pour tout point M (zy;;yy) € &, on a :

ez + byy 4 ¢
va? + b2 '

d(M;(2))

|— Preuve : Jadkant que (2) ent duu%ee par i(—bia) b de wedteun novmal 7 (a;b) i zw@b
d

Foib M (215 901) € 2. Mo

d(M;(2)) = |ﬁ i AM‘ _ |la(zy — 2p) +0(yn — Ya)| _ |azy; + byy — (azp + byA)l.
’ 7 VaZ + b2 Nz
On, A€ (2) <= c=—(azy +byy).
Done, d (M3 (2)) = 1950+ Py + —
2 ) a2 + b2 .

Exercice [ : Calculer la distance du point A (—2; —1) a la droite (2) d’équation 3z+4y—5 = 0.
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=

Figure XXXI.13 — Cercle de centre €2 et de rayon R.

Q CERCLES DU PLAN

Dans ce paragraphe, on se place dans le plan muni d’'un repere X = (O i1 f) orthonormé du
plan &.

IV.l' Equations cartésiennes de cercles

Proposition 19« Soient € le cercle de centre ) (z,,;y,,) ot (7, ;y,,) € R? et de rayon R > 0.
Soit M € & un point. Alors,

M(z;y) €4 < (z—z,)°%+(y—uy,)?* =R

Preuve : Soiont € lo conde de contre Q(z,;y,) o (z,;y,) € R? gjgdem,j,o,m R >0
R&et@mwmﬂmﬁ%@t (z;y) € R
M(ziy) €€ < OM=R > OM? =R® = (z—2,)" + (y—u.)* = R*

—

Remarques : On appelle disque de centre Q2 (x,,;y,,) et de rayon R > 0 I’ensemble

7 ={M(:y) /(@ 2, + (y —y.)* <R},

Plus particulierement,

— M (x;y) est strictement & 'extérieur du cercle € <= (z — )%+ (y —y,)? > R%

— M (z;y) est strictement & I'intérieur du cercle ¢ < (x —z,)%+ (y —y,)? < R%

w

~—

Vs

Proposition 20 : Soient a, b et ¢ des réels et € ’ensemble d’équation :
2% 4+ y? — 2ax — 2by + ¢ = 0.

= Sic < a?+b? alors € est le cercle de centre Q (a;b) et de rayon R = v/a2 + b2 —c.
» Sic=a?+b? alors ¢ est réduit au point Q (a;b).
= Sic>a®+b? alors € est vide.
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&

Un triangle est rectangle si, et seulement si un de ses cotés
est le diamétre de son cercle circonscrit.

Figure XXXI.14 — Théoréme du triangle rectangle inscrit dans un cercle (Théoréme de Thales anglo-saxon).

Preuve : %oit (z;y) € R2.
|_ M(z;y) €6 < 22 +y?> —2ax —2by+c=0
= (z—a)+y—>b?=a*+1>—c.
~fe<a®+1? QQO'UJ,,%WR:\/Q2+Z72—C,%@:

M(z;y) €4 < (x—a)’+(y—0)?=R? <= OM =R, o Q(a;b).

%ebbdmw@ec@mﬁed}ewnbwﬂ(a;b)ellde'laAao«vR:\/a2+b2—C.
~ R e=0a?+b? dow
r=a

Y

Il
SH

M(z;y) €€ <= (z—a)+(y—>b)?=0 <= {

Cgebtdmmoméd/\ubmrombﬁ(a;b)
- fe>at+? ofonugw (x—a)®>+ (y—b)

>0

@om%%tmde.
1

2:a2+bz—0n'o,rab,debo&ﬂmo.
<0

e

Exercice I3 : Soit R = (O ok ]) un repére quelconque.
Déterminer ’ensemble & défini par :

22 +y? + 42— 6y —12=0.

Proposition 2/ : Soient A et B deux points distincts du plan 2.
Le cercle € de diametre [AB] est I’ensemble des points M de Z tels que MA - MB = 0.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXI : Gésmetrie du plan 24 |



PTSI VINCI - 2024 V. CERCLES DU PLAN

|— Preuve : %oib Q lo miliew de [AB]. ?MMWM(x;y)e@,m@:

MA-MB =0 < (MQ+ QA).(MQ + QB)
— MQ2 4+ MO (QA +VOB)+ QA-OB =0
T —oxoa-oa

MQ?2 — QA2 =0
QM = QA

1
MmeJedemeebdemfijAziAB,

L

Mwwm&ed@m@wmm
1

Exercice [+ : Les questions sont indépendantes.

[1] Donner I’équation du cercle de diametre [AB] avec A (1;3) et B(—1;—2). Méme question
avec A (3;3) et B(2;1).

‘ Donner I’équation du cercle circonscrit au triangle ABC ou A (1;0), B(0;2) et C(3;1).

[8] Déterminer les équations des cercles passant par A (1;1), B(2;2) et tangents & (Ox).

Intersection d’une droite et d’un cercle

Soient € un cercle de centre €2 et de rayon R et (Z) une droite de Z2.
1] Sid(2;(2)) <R alors ¢ et () se coupent en deux points distincts.

On dit que € et (Z) sont sécants.
2| Sid(2;(2)) =R alors ¢ et () se coupent en un unique point.

On dit que % et (2) sont tangents.
3] Sid(22;(2)) >R alors N (2) =2.

On dit que € et (Z) sont extérieurs.

Preuve : Joient ¢ un conde de centne © et de nayon R, (2) une doite de P ot H Lo projete
|_ de Q sun (2) ie. QH =4d,(2;(2)).

: , o P D
?WLMWMde(@),%WQHM@W%H@dW&M@JW
QHZ + HM? = OM? < HM? = QM2 — QH2.

Me¥ < OM=R = HM? =R?— QH2. (XXXI.4)

[1] % a@:2)
2] % a2;(2) =
WQWT
8] %a©:(2)

>R<:>RQ—QHQ<OOQUWXXXI.4WI@W®QO&M&%Q<@>:@.
=R < HM2=R2—QH2 =0 alow M=H : € e ( (2) ve coupent; e un

<Roﬂo)wXXXI.4o,deEd:Fbo&wimauém%mbHM:\/RQ—QHz.
1
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Figure XXXI.15 — Intersection d’une droite et d’'un cercle.

Dans le cas de | 2|, on redémontre, en particulier, que la tangente a un cercle est perpendiculaire
a son rayon en le point de tangence.

. 2
Exercice IS : On considere le cercle € d’équation 22 + y? — 2z + E = 0 et le point A (2;3).

Pourquoi A est-il extérieur a € ?
Déterminer les tangentes a € passant par le point A.

Intersection de deux cercles

Soient deux cercles € (2;R) et € (2" ;R’) de centres distincts.

Alors :
CNE¢ +9 < |[R—R/|<d(Q;9)<R+R".

Preuve : Joiont dewcs condes € (Q;R) ef €7 (' ;R’) de conbres distimds.
1
78] _ / N . - N /
Jovons d = QO &Mm@m%wd@(ﬁ,z,j)wz-d()@.
@mw%%aw%mx2+y2zfi2&%’awwm(x—d)2+y2:R2.

Sooitwetydmhéeﬁo.Gmo/:

2.,,2 _ P2 2,2 2
M(z;y) e €NE { vty = R = { Tty R

(x—d)*+y*> = R? ?+y*—2dr = R?—d?
2?2 +42 = R2
= R? —R"? + d?
xT =
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!Q'»*
(s

Figure XXXI.16 - d (2;Q') >R+ R’. Figure XXXI.19 -d (2;Q) = |R—R/|.

A
2

3

Figure XXXI.17 -d(Q;Q) =R +R’. Figure XXXI1.20 - 0<d(Q2;Q) < |R—R/|.

%

/)

Figure XXXI.18 - |[R —R/| <d(©2;Q") < R+R’.

Figure XXXI.21 — Positions relatives de deux cercles.

&Ww&%:m déterminen, € NE" newient & détenminen € N (2) ot (Z) est la

R@+¥
W&Wx—T

IR? —R"2 + d?|
2d '

O 4(2;(2)) =
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@IO,II/U@@ QO/ J
R2 —R"? + d2’
2d
R?2—R”?+d?> < 2dR
R? -R?+d?> > —2dR

CN(2)#2 < | <R < |R? - R2+d? < 2R

R+d > R
d<R+R £ R—-R <« d
d>R —R
d < R+R
IR—R| < d
—R|<d<R+R.

I

{
{
- { R—d < R @{—R%R—d < R
{
{

I
=

Exercice I6 : On considére les cercles € et €, d’équations respectives :
Ci: 22 +92=100 et Cy: 22+ y?— 24w — 18y + 200 = 0.

‘ Montrer que les cercles €, et €5 sont tangents et préciser si €, et €, sont tangents inté-
rieurement ou extérieurement.

‘ Déterminer une équation de la tangente au point de contact.

'Q / SNy

. 8 -

master may i ask
aquestion yes my padawan

Ry \ =

what do you call thised | ™ -"' atriangle

i |c=

there are'no triangles sdies of cringe”
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