XXXII

Gésmetrie de Lospace

Dans l’espace, personne ne vous entendra crier.
Tagline du film Alien, le huitiéme passager.
ous continuons dans ce chapitre notre étude des techniques de base en géométrie, mais

cette fois-ci dans I’espace. Rien ne change trés profondément par rapport a ce que nous
avons vu dans le plan, il y a simplement une coordonnée de plus ... et un peu plus de place

re...!
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Dans tout le chapitre, on note € l'ensemble des vecteurs de I’espace et & 'ensemble des points de
Pespace et, dans tous les exercices, l'espace sera muni d’un repére (O;i;j; k) orthonormé direct.
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Q MODE DE REPERAGE

Puisque ca fonctionne exactement de la méme facon que dans le plan, nous ne reprendront pas
toute la présentation sur les vecteurs faites dans notre premier chapitre de géométrie. Les opéra-
tions sont de toute fagon les mémes, et la structure d’espace vectorielle est également présente.

Définition | (Vecteurs coplanaires) :  Trois vecteurs u, ¥ et W de I'espace sont dits copla-
naires s’il existe un triplet («;3;7) # (0;0;0) de réels tels que :

@l + 6 + 4w = 0.

Si 'un des trois coefficients, par exemple «, est nul, cela signifie que deux des vecteurs (ici 4 et
) sont colinéaires.

Dans le cas général, W peut s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs 4 et ¥, ce qui signifie
bien intuitivement qu’il se situe « dans le plan » défini par les vecteurs @ et .

Coordonnées cartésiennes

( Y
Détinition 2 :
= On appelle base de & tout triplet de vecteurs non coplanaires B = (Z o E %)

= On appelle repére (cartésien) de & tout quadruplet (O; ii7 ;%), ou O est un point de
& et B= (i;j;k) est une base de €£.

O est appelé origine du repere.

Cas particuliers :

— Le repére et la base sont dits orthogonauz si les vecteurs i, j et k sont deux & deux ortho-
gonaux.

— Si de plus, les vecteurs i, j et F sont unitaires alors le repére et la base sont dits orthonormés.

( )

Proposition | : Soit B = (f;f; 7%) une base de &.
Tout vecteur @ € & s’écrit de maniére unique sous la forme

U=ai+yj+2zk ol (z;y;2) € R3. (XXXII.1)

On dit que u est une combinaison linéaire des vecteurs i, j et k.
. v

En particulier, pour tout point M de 'espace &, le vecteur OM se décompose de maniére unique
dans la base B sous la forme

OM = zi + yj + 2k ol (z; y) z € R3. (XXXII.2)

Détinition 3 (Coordonnées cartésiennes) :

= Soient B = (f;f; %) une base de ’espace Eeticl.
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Figure XXXII.1 — Coordonnées cartésiennes d’un point et d’un vecteur de ’espace.

e 2
95
On appelle coordonnées du vecteur 4 dans la base B, notées u (x;y;2) 5 ou ulyl ,
S
le triplet (z;y;2) de la décomposition (XXXII.1).
T
= On appelle coordonnées du point M dans le repeére X, notées M (x ;y; 2) gouM|y| |
z

le triplet (z;y;2) de la décomposition (XXXII.2).

Vocaeulaire :x, y et z sont respectivement appelés, abscisse, ordonnée et cote de M dans le
repere K.

Bien entendu, les coordonnées dépendent de la base et/ou du repére choisis.

Cette derniere définition constitue en fait une identification entre I’ensemble des points de ’espace,
I’ensemble des vecteurs de I’espace, et 'ensemble R? des triplets de réels.

( )
R.appel | (Coordonnées de vecteurs) : Soit B = (f; f ; 7%) une base de ’espace E.
x o
m Soient v |y |, v |y | et A€R. Alors :
z Z/
x4z Az
u+v=|y+vy et A= \y
. 4 2/ A
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I — Tp
s AB=| ¥y —9Ya

2B T A

m SiI est le milieu de [AB] alors I ($B+xA YT Ua  Zp oA )

2 2 72

Coordonnées cylindriques

La repérage cylindrique consiste tout simplement a remplacer les deux premiéres coordonnées
cartésiennes x et y par des coordonnées polaires dans le plan engendré par ¢ et j, sans toucher a
la troisieme coordonnée z.

L’espace & est rapporté a un repere ortho-
normé (O;i;7;k).

Soit M € & et M’ son projeté orthogonal sur
le plan (Ozy).

(O ; ;,f) est un repere du plan (Oxy).

M’ admet pour coordonnées polaires [p; 6]
dans ce repere i.e.

—

OM’ = pu, = pcos(6)i + psin(6)7.

Figure XXXII.2 — Coordonnées cylindriques d’un point de 'espace.

Définition 4 (Coordonnées aylindriques) : On appelle coordonnées cylindriques de M
tout triplet (p;6;z) tel que :

OM = pcos(0)i + psin(0)] + zk.

Remarques :
— Comme les coordonnées polaires dans le plan, les coordonnées cylindriques ne sont pas
uniques.
On impose I'unicité si on exige p > 0 et 0 € [0; 2x[, ce qui exclut le point O. (sic!)
— Si un point M a pour coordonnées cartésiennes (z;y;z) et pour coordonnées cylindriques
(p;0;2) dans un repere orthonormé R(O; {,f,ﬁ) alors :

x =pcos(f), y=psin(f) etz est inchangé!

p = v/ x? + y? ne correspond pas a la distance du point M & l'origine du repeére,
ATTENTION mais & la distance OM’, ot M’ est le projeté orthogonal du point M sur le plan
(05457).
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l 1.3 I Coordonnées sphériques (Hors-Proaramme)

Ce dernier repérage utilise désormais une seule distance et deux angles, c’est en fait le repeére
qu’on utilise régulierement pour les points situés sur le globe terrestre (ou la distance au centre
de la Terre, constante, n’est pas précisée) quand on donne la latitude et la longitude d’un point.
La convention utilisée ici est légerement différente.

L’espace & est rapporté a un repere orthonormé X = (O; i 7%)

( )
Définition S (Coordonnées sphériaues) :  On appelle coordonnées sphériques de M tout
triplet (r;6;¢) tel que :

= r=0M
m Les coordonnées polaires de P, projeté orthogonal de M sur (Ozy), sont [rsin(p) ;0]
dans (O;i;f).

m = (%,O_M) € [0;7]. C’est un angle non orienté.

Figure XXXII.3 — Coordonnées sphériques d’un point de I’espace.

Vocaeulaire :r1, 6 et ¢ sont respectivement appelés rayon, longitude et colatitude de M dans le
repere (0;4;7;k).

Si un point M a pour coordonnées sphériques (r;6;p) alors P, le projeté orthogonal de M sur
(Oxy), a pour coordonnées polaires [rsin(yp) ;6] dans (O 3 ;j).

Ainsi, OP = rsin(¢) cos(8)i + rsin(¢) sin(6)3.
Or, OM = OP + PM avec PM = r cos(¢)k.

On a donc
rsin(p) cos(0)
OM = rsin(p) cos(G)z_"—i— rsin(p) sin(9)5+ rcos(gp)% < M | rsin(yp)sin(6)
rcos(p)
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Il n’est en général pas aisé de passer des coordonnées cartésiennes aux coordonnées sphériques
car il faut avoir deux angles remarquables a reconnaitre pour obtenir une expression simple.

Il est toutefois bon de connaitre la méthode : on commence par factoriser par r en laissant les
deux premiéres coordonnées groupées, on fait apparaitre I'angle ¢, puis on factorise a nouveau
les deux premiéres coordonnées pour reconnaitre ’angle 6.

Exercice | : Déterminer les coordonnées sphériques du point M (1 i1 \fZ)

Correction : Comme OM=vV1+1+2=2 on o :

<> e = 1~> 1~> 2~>
Ol\l:i+,j+x@k::2<§7:+§j> +§k

= 2sin (g) (cos (g) i+ sin <g>f) + cos <Z> k
%nwﬁ@demm%}&wwdeh{%tm (2;&;%).

Ne pas confondre latitude et colatitude! La latitude est un angle appartenant

[ 7T7T:|
a|l—=:=|
272

ATTENTION

Figure XXXII.4 — Coordonnées géographiques.
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Q PRODUIT SCALAIRE

Soient A, B et C trois points de ’espace alors il existe un plan (&?) contenant les vecteurs AB et
AC.

En effet, si AB et AC sont colinéaires, il suffit de prendre un plan contenant la droite (AB), le
plan (ABC) sinon.

Produit scalaire en dimension 3

4 )
Définition b (Produit scalaire) :  Soient 4 et ¥ deux vecteurs de &.
Soient A € &, B et C de & tels que u = ABet 7= AC et (&) un plan contenant les vecteurs
AB et AC.
On appelle produit scalaire de 4 et v le produit scalaire de AB et AC calculé dans le plan
(2).
Ainsi,
., AB x AC x BAC) = @] x |o :’_,\* iw+0et£0
2.5 AE.AC = COS( ) | % |9]|cos (w;¥) siu+#0et v+ (S 1)
0 sizt=0oud=0
=AB-AH avec H le projeté orthogonal de C sur (AB)
I e N B
= 5 (1@ + a1 —Jal* - js1° ) (P.S 2)
. v

Figure XXXII.5 — Produit scalaire dans 1’espace.

Remaraque : (5,77) désigne I'angle géométrique formé par les vecteurs 4 et . Il est compris entre
0 et m.

Le produit scalaire de deux vecteurs de 1’espace se ramenant au produit scalaire de ces deux
vecteurs dans un plan, le produit scalaire conserve ses propriétés, en particulier la bilinéarité et
la symétrie :
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\ Expression dans une base orthonormale

L’espace & est rapporté a un repeére orthonormé (O ; i 7%)

4 Y

/

8

R /

x
Proposition 2 : Soient 4 | ¥ |, ¥ | ¥’ | dans une base B = (Zj%) de &.
z

/7

Alors,

U-v=xx' +yy + 22 (P.S 3)
fil = Va4 7T 2.

En particulier,

AB = |AB| = v/(zg—22)2 + (ys—ya)? + (25 — 247

x x’
|— Preuve oot i |y |, 5|y | ve i =aityj+ okt =i +yj+ 2k
z Z/

@0&9

IS4

O = (wi +yj + 2k).(2 T+ y ]+ 2E)

= zz’ zij +yy j-] +z22 U

- e R
—i—xy’z?‘j_')—i-xz’z_')%—kya:’f-z?—i-yz’f%—i-zx%}'?—i-zy%-f

:owmﬁw?mhéde?@@amzz({;j;fc)

=z’ +yy + 22
Exercice 2. : Dans 'espace muni d’un repére orthonormé (0,7, j, 7%) on considére @ = i — k et

b=1i+v6j—F

Déterminer une mesure de I’angle non orienté (a, b)

@ PRODUIT VECTORIEL

II1.1} Orientation de ’espace

Une fois choisis deux vecteurs unitaires et orthogonaux ¢ et j de ’espace, il reste deux possibilités
pour compléter la base orthonormée, comme 'indique les deux schémas ci-dessous dans lesquels
kq et ky sont des vecteurs unitaires orthogonaux aux vecteurs ¢ et j.

On convient de dire que (Z 7 k:_f) est directe alors que (Z o E /?2’) est indirecte.

Plusieurs moyens pour s’en souvenir :

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXII : Géometrie de lespace 8|
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.

S
o~
v}

Figure XXXII.6 — Base directe Figure XXXII.7 — Base indirecte
Figure XXXII.8 — Bases orthonormées de 1’espace.

— Bonhomme d’Ampere : adossé a E, il a son pied droit sur 7 et son pied gauche sur j

— Reégle des « trois doigts » : le pouce de la main droite sur 7, index sur j et le majeur sur
™

Figure XXXII.9 — Régle des trois doigts pour orienter I’espace de maniére directe (avec la main droite !!!l)

Il faut bien avoir conscience qu’on ne peut pas définir de sens direct pour les plans dans I’espace.

Par exemple, si on considére une base directe, si on regarder le plan engendré par i et j « du
dessus » (du coté ou les cotes sont positives), la base (z ; f) de ce plan parait directe.

Mais vue « du dessous », elle semble indirecte.

Pour toute la suite du chapitre, on fixe une bonne fois pour toutes une base orthonormale de
I’espace (z 75 kl). Cette hypothese ne sera pas rappelée dans tous les énoncés, qui pour certains
seraient faux dans une base quelconque.

Soit (;, s 7%) une base orthonormale.

Si 'on remplace un des vecteurs par son opposé, la base change d’orientation.
Si on échange deux vecteurs, la base change d’orientation.

Si on effectue une permutation circulaire sur les vecteurs, la base ne change pas d’orien-
tation.

R.emaraue : Ces notions restent applicables & toute base de 1’espace, méme si elle n’est pas
orthonormale.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXII : Géometrie de lespace 9|
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I11.2} Produit vectoriel en dimension 3

Il n’est pas possible de définir un produit mixte de deux vecteurs dans ’espace de la méme fagon
qu’on le fait dans le plan, car cette définition faisait apparaitre un sinus, dont le signe dépend de
l’orientation de I’angle entre les vecteurs.

Or, comme on ’a vu, I'orientation des plans dans I’espace n’est pas possible. L’outil qui remplace
en quelque sorte le produit mixte est le produit vectoriel.

( \
DéLinition T (Produit vectoriel) :  Soient i et ¥ deux vecteurs de &.

On appelle produit vectoriel de 4 et ¥, noté u A ¥, le vecteur défini par :

(P.V 1)

—
e

0 si W et ¥ sont colinéaires
UND = R .
|7 x |9]|sin (% ;¥) k sinon ol k est unitaire et directement orthogonal a (4 ; ¥)

Soient 4 et ¥ deux vecteurs de &.

UuNU=0 < u et U sont colinéaires. I

—

Si 4 et U ne sont pas colinéaires (u ;) désigne l'angle géométrique formé par les vecteurs 4 et .
Il est compris strictement entre 0 et 7.

En particulier, sin (i ;9) > 0 et @ A ¥ a la méme direction et le méme sens que k.

Corollaire 3| : Si 4 et ¥ ne sont pas colinéaires alors (4;;u A U) est une base directe de
I’espace.

Remarque : Si 4 et U ne sont pas colinéaires, |d A 9] = |u| x |9] x sin (4 ;7) est toujours Vaire
du parallélogramme construit sur les vecteurs 4 et o.
Exercice 3 : Soit (f 7 k) une base orthonormale directe de &.

Déterminer i A 7, i A E et JA k.

I11.3} Propriétés algébriques

( )

Proposition 4 : Soient 4, U et W trois vecteurs de I'espace &€ et soient a et 0 des réels.
Alors :
UANV=—UAU (Le produit vectoriel est anti-symétrique).

. IR L o Le produit vectoriel est
(ati+ BO) AW =t AW+ SUAW

N . e N I linéaire a gauche et a droite
UA (ad+ f0) =i AT+ fUAW

On dit que l'application

A ExE — &
(U;0) +— UAD

est bilinéaire (|2]) alternée ([1]).

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXII : Gésmetrie de lespace 10|



PTSI VINCI - 2024 III. PRODUIT VECTORIEL

Preuve :
|_ ?Mﬁetﬁdmmuwdeglwg.
- ﬁa&ﬁmmMQAﬁzﬁAazﬁeﬂ@W@wx@A@
- %ﬁ&ﬁmmﬁwmmm%&mmimw
& (U5 0). (17;17;7%) %baﬁwwum@mmdegweb
UG =il x |4]sin (@;0) k.
fﬁo,@obe(ﬁ;ﬁ;—%)eoboumume@omdm@cbede@euvmet@eum—%%tmm

' ~
Do,

—

GG = 5] x il sin (3;a) (— k) = — |a@] x |[9]sin (@;0) % = —ii A 5.

‘%ﬂbabad/mm,l

Le produit vectoriel n’est pas associatif.

— —

ATTENTION GADANF=kNj=—i # iA(GA])=iA0=0.

De ce fait, I’écriture u A ¥ A W n’a pas de sens.

Exercice 4 : Soit A, B, C trois points de I’espace. Montrer que pour tout point M de I'espace :
MA A MB + MB A MC + MC A MA = AB A AC.

II1.4} Expression dans une base orthonormée directe

4 N\
Proposition S : Soit (Z, 7 7%) une base orthonormale directe de &.

z z yz/ o y’z

Siu|y|letd|y |alorsiAT| g’z — 2

/7 /
% 2 xy — 'y

m( )

Les formules des coordonnées sont en fait des formules de déterminant ot on « oublie » dans les
deux vecteurs la coordonnée qu’on est en train de calculer pour le produit vectoriel. Attention
tout de méme au changement de signe tres piégeux pour la deuxiéme coordonnée !

Autrement dit,

/

x 2| |z o

y v

vy

z 2

I

7’

Z Z

( )

Exemnple | : On peut toujours calculer des aires de triangle & 'aide du produit vectoriel.

Par exemple, si A(1;2;3), B(—1;1;—1) et C(0;2;4) alors :

—2 —1 —1
AB —11, AC 0 puis ABAAC —6
—4 1 —1

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXII : Gesmetrie de lespace 11 |
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Bafin, Axpc —  [AB A AC) = 28,

Figure XXXIL.10 ~ A, 5o = % |[AB A AC|

Preuve:ﬁ”atﬂ:(?;];fs) une base ofonovmale diredte de €.
E@m@xw@w@wm&m@@&&ma@mwwwm&m@@mﬂ

UAT= (mﬂ yj + z%) A (x/ZJr y'j+ z%)

:M+xy’f/\f—l—:cz’27/\2+yx’f/\5+M+yz/f/\fs

=k ==J E— =i
—l—z:c’%/\ff—l—zy’ﬁ/\f—km
- —

-

= (y2' —y'2)i+ (22— x2)j+ (xy —2'y)k.

—

Pour répondre définitivement & la non-associativité, on peut alors démontrer le résultat suivant :

Corolliaire SI (Dougle produit vectoriel) :  Soient 4, ¥ et w trois vecteurs de ’espace 2

m(a/\w): (a-w)ﬁ—(a-ﬁ)w.

Le vecteur 4 A (T} A E) appartient toujours au sous-espace engendré par v et w, puisqu’il est

orthogonal a l'orthogonal de ce sous-espace. Ce vecteur est donc combinaison linéaire de ¥ et w.
La formule du double produit vectoriel explicite les coefficients de cette combinaison sous forme
de produits scalaires.

Preuvel&wwmnlaww@mwmm@mm%mm%
W%memawmmm.
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Q DETERMINANT DE TROIS VECTEURS

( )

Définition & : Soient u, U et W trois vecteurs de 'espace &

—

On appelle déterminant ou produit mizte de 4, ¥ et W, noté det (u;v;w), le réel :

det (ﬁ;ﬁ;@):(am).w.

Par analogie avec le plan, le produit mixte de 4, U et W est également noté [ﬁ; U; 17)’] mais cette

notation sera rapidement abandonnée a mesure que ’on gagnera en dimension de I'espace.

Exemple 2 : Si (Z g f 3 %) est une base orthonormée directe alors

det (i3 75k) = ({n) b=h-k=[k =1.

IV.1” Interprétation géométrique du produit mixte

Proposition & : Soient 4, U et w trois vecteurs de ’espace £ non coplanaires.

—

Alors, |det (4;7;w)| est laire du parallélépipede construit sur les vecteurs u, U et w.

Figure XXXII.11 — Volume d’un parallélépipede dans I'espace.

Preuve : Soienk U, 17ett_u'bww«sed'eunbde@'w[wm gmtol&/mmeb
On note ABCDA’B’C’D’ &W@WWW&@W U, U et W

J\robomaz(wﬁi\/\ﬁ)e[o;ﬂ[etH@eWoﬁoﬁomaﬂdeA/wb@erfam(ABCD).

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXII : Geésmetrie de lespace 13
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Lo Rowtewn de ce WJZQEBQPW etk A’H = |[w] x |cosal.
Ba base ant un penclldogpamme dont Veine e sqall o il x 7] x sin (:9) = | A 9]
Lo wolume du, rmgg,g, insde est done V = i A B x @] x |cosal = \(a Aa).w]

= |det (u;v;w)].

Expression du déterminant dans une base orthonormeée directe

—
)

4 R
k') est une base orthonormée directe de &.

Proposition 7 : Soit (17;]

x x’ T
Sia|y |, vy | etd]|y" | alors
z Z/ le
r ' o' / " / /
" T .fl?“
det (@;5:@) =y v v'|=z Y|-y[° “|+2 (dete )
’ N / n / " 1
, , Z oz z y vy
" " T "
=—a g Y +y . — \ (detcz)
z 2 Y
’ 7 T a:_/
=g K —y" |+ 2 |- (det, )
z 2 z Yy

On dit que l'on a respectivement développé par rapport a la premiere, deuxieme ou troisieme

kcolonne. y

|_ Prewve : X ol de caloulon, det (i3 5;w) = (am).wm%(&mmo{um
(58)

i;)5k

y
z Z
/

det (ﬁ;ﬁ;@’)z(ﬁ/\u)@’: - "
z x
y v

/ 7 /

n y y n x "'E n x x

=z |- |tz ,| = (detc, ).
z z zZ Zz vy

En Letat de nos comnaibbance, [uouru monbhen (det03):(det02):(det01)l on me mallew-
M.WWM@MW@MMW@M@@M
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x . x/ x“
N . ) 7
\* /// - =1 /Z"+’lZ/I'"+Z.I'/ n
y y , y" =Ty Y Yy
\\\ /1 \\\ /1 _(Zy/wll+a:z/yll+yx/zll>
< <
7 7
7 \\ 7 \\ - Pour calculer un peu plus rapidement les produits mixtes
z z 2" (et ne pas se tromper dans les signes), on peut appliquer
\\\ /1 \\\ /1 + la régle de Sarrus!'). On écrit le diagramme ci-contre :
e AN e AN — On additionne les trois produits obtenus le long des
. 7 A , 7 A i diagonales descendantes,
. = . S ! + — et on soustrait les trois produits obtenus le long
7 S des diagonales ascendantes.
s N
7
7 / ‘ n
Yy Yy Yy

+
Figure XXXII.12 — Regle de Sarrus

Corollaire 1l : Soit (; ; j ; 7%) est une base orthonormée directe de &.

det (Z,f,f{:) =l

Exercice S : Calculer le volume du parallélépipede construit sur les vecteurs :

u(1;2;—-1),9(—1;3;—1) et W(—8;1;0).

@” Propriétés algébriques
4 - )
Proposition & : Soient 4, U, W et € des vecteurs de ’espace & et soient « et 5 des réels.

Alors :
(1} det (ol + B7;0; W) = adet (4; ;W) + Bdet (757 ; w)
det (d;ad + Or; W) = adet (u;9;wW) + Sdet ( w

S

;T3 W).
det (4;9; 0w+ Br) = adet (4 ;9 ;W) + Bdet (u;;7).
On dit que le déterminant est trilinéaire dans E.
(2} det (4;0;w) = det (W;%;7) = det (V;W;1).

On dit que le déterminant est invariant par permutation circulaire.

. v

|1]. Pierre Frédéric Sarrus, né le 10 mars 1798 a Saint-Affrique et mort le 20 novembre 1861, est un mathé-
maticien francais.

Ses travaux portent sur les méthodes de résolution des équations numériques et sur le calcul des variations. En
1853, il résout I'un des problémes les plus ardus de la mécanique des piéces articulées, celui de la transformation
des mouvements rectilignes alternatifs en mouvements circulaires continus.

Mais il est surtout célébre aupres des étudiants en mathématiques pour une régle de calcul des déterminants
d’ordre 3 qui porte son nom. Celle-ci fut explicitée pour la premiere fois dans I’article « Nouvelles méthodes pour
la résolution des équations » publié & Strasbourg en 1833.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier
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- =

(3] det (u;0;w) = —det (U;4;w) = —det (u;w;9) = —det (W;7;u).

On dit que le déterminant est anti-symétrique.

Le déterminant change donc de signe si ’on échange deux vecteurs.

|_ Preuve : Ruon do bion compliqus on dillsant, los. ronnidis o ddfmibions, précédonten
—

Condition de coplanarité

Théoréme 9 : Soient 4, U et W trois vecteurs de 'espace &. Alors,

U, U et w sont coplanaires si, et seulement si det (4;¥;w) = 0.

Preuve : Joiont a,ﬁetwmmdg@w é
|_50aLO€£etA,BethJ@c1ueﬁ:6K, #=0B & w=O0C.
j:?ww@f;@wmmr&mm.
_ ﬁa&amwmmaﬁmbamzﬁmdet (a;ﬁ;w):(am).wzo.
—ﬁﬂ&ﬁmm&@w&n@%a&mCe(OAB)&wwm&m&m@m@@ﬁ
d:?}i,.e.EI(a;ﬁ)E[RQDer[AwE:aﬁnLﬂTJ.
On o dlow

—ﬁﬁ&ﬁmw&méam,@:,aﬂmbﬂ,ﬁetﬁmwvﬁwmm.
- ﬁﬂ&ﬁmmﬂra@w&WMP@ePEé‘)@Qo{u@O—P:ﬂAﬁ#a
?md%n&w@ﬁ%tdﬂw@nwnboﬁt&owwwﬂw(ﬁ,ﬁ) L.e.o'dyuxjofnoﬂw[tﬂqm(OAB).

O, det (i;5:w) =0 < (am).ru:o & OP-0C =0 ie. C € (OAB).

%%hébm&'ewﬁ,ﬁetﬁ%mvfumm. _I

Exercice £ : Soient u(—1,1,1),9(3,1,2),w(1,1,2) trois vecteurs de 'espace.

(u, 9, w) sont-ils coplanaires ? Si non forment-ils une base directe ?

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXII : Géometrie de lespace
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4 R )
A retenir | :

e un des des vecteurs 4, ¥ et w est nul

ou

e deux des vecteurs 4, U et W sont égaux

ou e S—

Si oL L , alors det (4 ;v;w) = 0.
e deux des vecteurs 4, U et w sont colinéaires

ou

e un des vecteurs 4, U et W est combinaison

[ linéaire des deux autres

. v

L’application
det : &3 — R

est une forme trilinéaire alternée.

Remarque : On peut prouver & partir du caractére alterné que le produit mixte est antisymé-
trique :

En effet,

det (

I~
+
<
I
+
<
gl
I
o
Q.
D
)
Z
_|_
Q.
o8
=
“ﬁl
&l

Il y a, en fait, équivalence entre les deux propriétés si la caractéristique du corps est différente
de 2.

Exercice 7T : Soient 4, , w trois vecteurs de I’espace.

[1] Montrer I'inégalité de Hadamard :
(4, 9, w] < [[a]|¥]|@].

Montrer I’identité de Lagrange :

Q DROITES ET PLANS DE L'ESPACE

Représentations paramétriques

(@ 0)? + (i A )* = ) 5]*.

L’espace est muni d'un repére (O;7;; 7%)

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXII : Géometrie de lespace 17
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Soient A (x5 ;ys;za) € & et ii(a;B;7) € € un vecteur non
nul.

La droite (2) = A + Ru passant par A et dirigée par @ admet pour représentation paramé-

trique :
T=1Tp tat
y=ys+pt ,tekR
Z=2zp +t
¥
[e%
Figure XXXII.13 — Equations paramétriques d’une droite.
Remarques :

— Les coordonnées (x;y;z) représentent les coordonnées d'un point M (z;y; z) quelconque
qui appartiendrait a la droite (2).

Les points de la droite (2) sont alors obtenus en faisant varier le parametre ¢ dans R.

— En particulier, le couple (A, ) doit étre vu comme un repére de la droite (2). Le paramétre
t est alors ’abscisse d’un point M de la droite dans celui-ci.

— Pourquoi appeler le parametre t 7

Tout simplement pour faire référence a la physique ou un mobile M(#) sera représenté a tout
instant ¢ par ses coordonnées, dépendantes elles-mémes de ¢, par ses « équations-horaires » :

x(t) =z + ta
M(t) S y(t) =ys +tB , t R
2(t) = zp +ty

— Enfin, avec une notation plus orientée algebre linéaire,

(2) = A+ vect (u) .

Preuve : B sullib o de braduine o fai :
|— suffl simplement o e

M(z;y;2) € (2) < AM e @ sonk colinsaines

T— Ty o}

— JteR/AM=ti < 3JteR/ |y—ya | =t|B
Z—Zp vy

T—Tp =t T =xp +ta

< JeER/ Sy—yy =1t < FteR/ Cy=yp +1p
Z—zZp =ty z=2zp +1v

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXII : Géometrie de lespace 18 |
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—

Remaraue :Pour une demi-droite, il suffit de remplacer ¢ € R, par ¢t € [a;+oo[out € | — 00; ¢,

par exemple, pour des demies-droites fermée et ouverte respectivement.

Pour un segment il suffira de remplacer ¢t € R par t € [a};b].

Soit A (xza;ys;za) € & un point et soient u(ay;fi;7y,) et
U (a5 By ;79) deux vecteurs non colinéaires de £.

Le plan (£2) = A + R + R¥, passant par A et dirigé par @ et ¥ admet pour représentation
paramétrique : représentation paramétrique, de la forme :
T =xp +tay + Say
(P): Sy=ya +1B1 +568y , (t;5) € R
Z=Zp T 1y + 87,

(Z) = A+ vect (4; V).

Figure XXXII.14 — Equations paramétriques d’un plan.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXII : Géometrie de lespace
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Preuve:fﬁeWMoTTmhmme@om(@)%&Wm&ammﬁ&ﬁm

[ e

M(z;y;z) € (P) < 3 (t;s) € R2 / AM = tii + s

T—Tp ay Qo
<= J(t;s)€R?/ |y—ya |=t|B|+s]| B
ZTRA M 2

T —xp = tog + Say
= F(t;s) ER?/ Qy—ya =th + 355,
Z—zp =1ty + 87
T =T +tag + Say
= 3 (t;s) ER?/ qy=ya +1fy + 5P,
z=2zp 1y + 87

—

Equations cartésiennes de plan

4 A
Proposition 2 : Soit (0;i;j:k) un repére orthonormé direct de &. Soit
A(xp;ya;za) € & un point et soient 4(aq;B;;7) et U(ag;By;7,) deux vecteurs
non colinéaires de &.

Le plan (&) passant par A et dirigé par 4 et ¥ admet pour équation cartésienne :
T—Ty Q Qo
Yy—ya B Bz|=0.
- S N
\. )
Preuve : Soit (z;y;2) € R3.
|_ M(z;y;2) € (2) @AM,ﬁ&ﬁmtooTﬁwmm@det (AM;ﬁ;T)).

4 )

Proposition 13+ Soit (0;7;7; k) un repére quelconque de &.
Tout plan (&) admet une équation de la forme ax + by + cz + d = 0 avec
(asb;c) #(050;0).
Cette équation est appelée équation cartésienne du plan (22).
Réciproquement, soit (a; b; ¢; d) € R* tels que (a;b;c) # (0;0;0) alors 'ensemble des
points M (z;y; z) dont les coordonnées sont solutions de I’équation axz +by+cz+d = 0
a
est un plan (&) de vecteur normal 1 | b
c

\ )
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x
Un point M | ¥ | de I'espace appartiendra donc au plan (&) si, et seulement si ses coordonnées

z
sont solutions de ’équation a 3 inconnues ax + by + cz +d = 0.

Remarque :L’équation cartésienne n’est pas unique. On peut toujours multiplier les coefficients
a, b et ¢ par un facteur k non nul ¢.e. remplacer le vecteur normal 7i par un vecteur qui lui est
colinéaire.

Preuve :@w@oixmw&kaﬂwnudmm:
- 3w (xyz%tmwwdegwww P,@cvru Pama/ntrmA(xA;yA;zA)

o de vecteun movmal 7 (a;b;0)

$—$A a
AM.n =0 = |Y=yYa|.lb| =0
Z— Zpz c

a(x —xp)+ (Y—ya) +(2—2,) =0 < ar+by+cz —(axy +byy +czp) =0
d

axr +by+cz+d=0.
Q'W ax+by+cz+dzoetmnbm%‘£wmaﬂmammrfm(9)
WG,b&CMmMMMWWM&WWa#O&W
A(—Z;O;O) wmﬂm&dmwr@qm(@

@fw aubbi ﬁa;b;c,uecb@ummmmﬂmajbetcmtmmtoubmp@
Ivobpjz/

d
o T+ - a d
On caloulle alors AM.75 = ya o :<x+7)xa+by+cz
a
c

=axr+by+cz+d=0.

s N\
0
Exenple 3 : Les Plans (O; i; 5), (O; 4; k) et (O; 7; k) passant par O | 0 | et de vecteur normal respectif
0
0 0 1
Elo . f 1leti]o ont, respectivement, comme équation z =0, y =0 et x = 0.
1 0 0
\

Exercice & : L’espace est muni d’un repeére orthonormé (O ; i E)

Déterminer une équation cartésienne et un systeme d’équations paramétriques du plan :
‘ passant par A(1,—1,2) et dirigée par les vecteurs 4(2,0,1) et ¥(2,1,0).
‘ passant par les points B(—1,1,1),C(1,—1,1) et D(1,1,—1).
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passant par C et normal au vecteur .

Vs

Dé finition 9 (E quation normale dun plan) :

&

(a;b;¢) #(0;050) et (L) le plan d’équation ax + by + cz +d = 0.

a
L’équation est dite normale si a® +b% +c? =1 d.e. i =1 o0 7 (b) -
c

Soient a, b, ¢ et d des réels tels que

Théoréeme 4+ :
n=+0etn #0.

droite (2) dirigée par 7 A n/.

Soient () et () deux plans de I'espace de vecteurs normaux respectifs

m Si 71 et n/ ne sont pas colinéaires, les plans () et (2’) sont sécants suivant une

= Si 7 et n/ sont colinéaires et si A est un point quelconque de () :

o SiAe (), les plans () et () sont confondus.
e Si A ¢ (2),les plans (Z2) et (') sont strictement paralléles.

» (P) et (P') sont perpendiculaires si, et seulement si 7 et n’ sont orthogonaux.

Ainsi,

(P) ) (P) > AT =0 et (P)L(P) <> ﬁ-ﬁ':o.l

Petite remarque en passant : deux droites contenues dans des plans perpendiculaires ne sont
pas nécessairement perpendiculaires (elles peuvent étre paralleles), et deux droites incluses dans
des plans paralléles ne sont pas forcément paralleles (elles peuvent étre orthogonales).

=

S

<
(2)

Za

1

S \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\w

Table XXXII.1 — Position relative de plans.

Preuve :

WWL%MMW&W

)&(@’)Ww%ﬂw.%%tedwm&&

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier
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- %ﬁaﬁmm@m&m%w(@)a(@/)mmmmm(@).

, M e (2)
Me (2)N(P) < {ME@,)

AM 17
AM L n'
< AM ot colinéaine & 7 A n’.
@MWM@Q@WMMA@LWW%AW
R S _ / L o N7
Joun nébums : AN #Oﬁ(@)—(,@)ﬂ<,@)%ﬁw@mm‘3®era@n/\n

—

Remaraue : Dans l'espace, une droite (Z) n’est pas représentée par une seule équation carté-
sienne mais par deux : celles de deux plans sécants dont elle est I’intersection.

Plus précisément, en posant

(2): ajz+ by + ¢ 2+ d; =0 un plan de vecteur normal 77 | by, | # 0,

A

(P") : ayx + byy + coz + dy = 0 un plan de vecteur normal ny | by | # 0.

Co

Si 7y ATy # 0 alors () et (22') sont sécants suivant une droite (2) dont un systéme d’équations
cartésienne est :

oz +by+cz+d =0
T + byy +coz+dy =0

r=1+2t
Exercice 9 : Soit A(0;—1;4)et (2):y=-2+3t ,teR
z=3+1

Déterminer une équation cartésienne du plan contenant A et (2).

@ DISTANCE

Projection orthogonale d’un point sur un plan ou sur une droite

Détinition IO (Projeté orthogonal sur un plan) :  Soient un plan (&) de vecteur normal
7 et un point A de 'espace.

On appelle projeté orthogonal de A sur (&), lintersection du plan () et de la droite de
vecteur directeur 7 passant par A.

Remaraue :Si A € (£), il est son propre projeté orthogonal.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXII : Géometrie de lespace 23 |
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Figure XXXII.15 — H est le projeté orthogonal de A sur ().

Méthode | (Déterminer un projeté orthoaonal sur un plan) :
SDOWnJJ (:@) umrﬁa/m@bAu/de@@W.
Pama/nb Mo A

Onmeﬁewd'mmmmde(@)etde(@).

Exercice O : Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal du point A sur le plan (£2).

A(1;-1;0)et (£): 20—y —16=0. [2] A(2;153) et (P): z+y+2=0.

directeur 4 et un point A de I'espace.

On appelle projeté orthogonal de A sur (2), l'intersection de la droite (Z) et du plan de

Détinition Il (Projeté orthoconal sur une droite) :  Soient une droite (&) de vecteur
vecteur normal @ et passant par A.

N

Figure XXXII.16 — H est le projeté orthogonal de A sur (2).

Remaraue :Ici aussi, si A € (2), il est son propre projeté orthogonal.
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‘ Distance d’un point a un plan

Détinition 12 Soient () un plan et A un point de l'espace.
On appelle distance de A a (), notée d(A;(Z)), la plus petite des longueurs AM ou
M e (£2).

d(A;(Z)) =min {AM, M € (£)}.

Figure XXXII.17 - d (A;(Z?)) = AH.

Remarque :Si A € () alors d(A; () =0!

Théoréme IS : Soient (£2) un plan et A un point de I'espace.
Si H est le projeté orthogonal de A sur (£2) alors d (A ;(2?)) = AH.

Preuve : Soient (@)m%AmWHmWWW(@)@mW
[ ot quno e 91
TMWW&WAMH%tW%&%HWwW@@W@@&WWQ:

AM? = AH? + HM? = AM? > AH? < AM > AH.

&&MWAH%LM&M%(&Aw@MW&MW@(@)aA.

Done d(A;(2)) = AH.

( )
Proposition I6 : Soient (O ii7 ,%) un repeére quelconque et M € &.

Cas d’un plan défini par un point et un vecteur normal :
Soit (£) le plan passant par le point A et de vecteur normal 7i.

&
d(M;(2)) = . (XXXII3)
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Cas d’un plan défini par un point et deux vecteurs directeurs :
Soit (£?) le plan passant par le point A et dirigé par les vecteurs 4 et ¥. On note
(Z) = A + vect u; U.

d(M; () = H%f;”ﬁ”
d(A:(2)) | -

Figure XXXII.18 — Distance d’un point & un plan.
Preuve Sood& (O;Z;f;i%) wn W ?A.@QKO'M?\A@
Foient (@)&WMWA@LME&

?WW(W)MWWWM&%M@H&WW@MM&

7 - AM = 7i.(AH + HM) = 7 - AH + 71 - HM.

O@ﬁetﬁw@mﬁm%wnmb.e.ﬁ-ﬁ=0.

Jon, aillewns, 7 o HM sonks colimzaines donc 7t - HIM = <+ [fi] x |[HIM]|| = + [ x HM.

Rimas, 7 - AM = £ [ x HM = [ - AM| =[] x HM

TR
2|
=

— d(M;(2)) = | | . (XXXII4)

7]
&mﬁ:ﬂAU%tmmmmcﬂwrﬂa/m(ﬂ).
@e%@mmwwmmmfam
[AM ;105 9] = [ii;0; AM] = (i A 0).AM = 7 - AM.
%mmw%@w%m&mneﬂoﬂmm (XXXH.4) :
i AM] [[AM; s ]|

N

S

d(M;(2)) =
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—

Exercice | : Calculer la distance du point B(1;1;1) au plan Q représenté par le paramétrage :
T =2+s5+1
y =3—s5+2t s, teR.
z =14+2s+1t

p

Cas d'un plan détini par une éauation

Corolaire Il ( cartésienne dans un RLON )

thonormé.

Soit (£) le plan d’équation cartésienne ax + by + cz +d = 0 ou a, b, ¢, d €
(a;b5¢)(0;0;0).

Pour tout point M (zy;; vy ;20) € &, 0n a :

B lazy; + byy + c2zyp + d

M) = e

Soit (O;f;f;%) un repere or-

~N

R et

Preuve : 1 M%L dJ'o,wa/qum lo, nellation (XXXIIL.4).
Foit M (zyp3901) 201 € & Hons

d(M;(2)) = |77L ) AM‘ _ la(zyg — 24) +0(yy — ya) + (21 — 24
’ 7] VaZ + b2 + 2
_ lazy; + byyy + czyp — (azp + by + czM)|'
VZiRia

Oh, A€ (2) < d=—(azy + by, + czy).

_ lazy; + byy + 2y

Done, d(M;(2)) JET T &

Exercice [ : L’espace est muni d’un repére orthonormé (O;7;] ,i%)

—

Déterminer la distance du point A(1,—2,3) au plan  d’équation 2z + 3y — 4z — 6 = 0.

‘ Déterminer la distance du point B(1,1,1) au plan Q représenté par la paramétrage :

r = 24A+u
y = 3—=A+2n MNpeR
z = 142 +p

VI.3

” Distance d’un point & une droite

r

Proposition [T - Soient A, M € & et % € & non nul. On considére la droite (2) = A + Rii.
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Figure XXXII.19 — Distance d’un point a une droite.

Preuvezsoow (O,Z,;,%)WWWde@@
Foient (@)%WMW%WA&WW&
?mMeg,mm@H&WUﬂmeMm?@m(@)aﬁmm
ﬂ’w&mmdmwmwgﬂ,m@:

AM A = (AH +HM) A d = AH A @ 4 HM A 4.
@%ﬁetﬁmw&méommb&ﬁ/\a:a
@m%dedu&ﬁw|‘m/\ﬁ|‘:”ﬁ—ﬁ/\ﬁ”

Ron aillowns, @ &WWWW |[FDM A | = [ x [l = HM x [

Rimsi, [AM A dil| = HM x [ = d(M;(2)) = ”Al\”daﬁ gl

—

Exercice [3 : L’espace est muni d’un repere orthonormé (O ; i 7%)
‘ Déterminer la distance du point A(1,—2,3) a la droite D passant par C(0, 1,2), dirigée par
(4,3,1).
Déterminer la distance du point E(1,0,—1) a la droite D" donnée par le systéme d’équations
cartésiennes :

@ SPHERES

Dans ce paragraphe, I'espace est muni d’un repére (0347 ;7% orthonormé.
paragraphe, p p

r+y+z = 2
—r+2y+z = 0
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= v
Co Ve
xr
Figure XXXII.20 — Spheére de ’espace.
VIIL.1| Equations cartésiennes de sphéres
( )\
Proposition & : Soient .# la spheére de centre Q (x;y,;2,) ou (x,;y,;2,) € R® et de

rayon R > 0.
Soit M € & un point. Alors,

M(x7y7z>€y <~ (x_xw)2+(y_yw)2+(z_zw)2:RQ-

La sphere de centre Q (z,,;y,,; 2,,) et de rayon R, ou la sphere de diametre [AB] est aussi ’ensemble
des points M (z;y; 2z) de l'espace vérifiant :

OM =R <= MA.MB = 0.

Pr‘euve:?Mﬁ@owﬂmdewnbwﬂ(xw;yw;zw)o@(xw;yw)zweﬂ?Setd}em%mmR>0
E&Me@mwd&ﬂaﬂ%@t (z;y) € R2.

M(z;y;2) € <= QM =R <= OM?=R? < (z—2,)%+ (W —y,)*+ (2 —2,)? =R~

—

Remarques : On appelle boule de centre Q (x,,;y,,;2,) et de rayon R > 0 ensemble
%= {M(iy;2) /(@ =2, + (y -y, + (- 2,)* <R},

Plus particulierement,
— M (z;y; 2) est strictement & 'extérieur de la sphére . <= (z—z,,)*+(y—y,)*+(2—2,)* > R?.
— M (z;y; 2) est strictement & I'intérieur de la sphére . < (v—x)%+(y—y,)?+(2—2,)? < R%
Exercice [+ : Reconnaitre dans chacun des cas I'ensemble des points M vérifiant 1’équation
cartésienne donnée.
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[} 2* +9*+2° 20+ 4y +22-10=0 [4] 2*+9°+22+62+9=0
x2+y2+22+y—22+3:0 x2+y2+z2—2x—|—4y—6z—11:0.

4y — 4z + 4z = 222 4 2y% + 222

e h
Proposition |9 : Soient a, b, ¢ et d des réels et . I’ensemble d’équation :

z2 + 9y + 22 — 2ax — 2by — 2cz+d = 0.

»Si d < a®> + b?> + ¢? alors est la sphére de centre Q(a;b;c) et de rayon
R=vVa2+b2+c2—d.

» Sid=a®+0b%+c? alors .7 est réduit au point Q(a;b;c).

w Sid>a?+b%+ c? alors . est vide.

Preuve : Hit (z;y;2) € R3.
|_ M(z;y;2) €. <= 22 +9*>+ 22 —2azx —2by —2cz+d=0
= (z—a)?+y—02+(z—c)P=a+b>+c*—d.

- %d<a2+b2+cgoﬂwm%WR:\/a2+b2+02—d,orn,a,:

M(z;y;2) €Y <= (x—a)’ +(y—0)?+(2—¢)?=R? &= OM =R, ot Q(a;b;c).

Y%tdmw@@%ﬂéned@mxbwﬂ(a;b;c)etdemWR:\/a2+bz+62—d.
~Rd=a2+1?+¢* dow

xr =
M(z;y;2) € <= (z—a)’+(y—0)2?+(2—¢)?=0 <= <y=0>
z=c

yebbdmohéduibmro&mbfl(a;b;c).
- R d>a® 442 aﬂomgw (x—a)?+(y—02+(z—z2c)2 =a?+b*+c?>—d na

>0 <0

@omy@bbmde.
1

Exercice IS : Soient A(1;2;3), B(2;1;3),C(3;1;2) et D(1;0;—1).

Déterminer une équation cartésienne de la sphére circonscrite au tétraedre ABCD.

VII.2| Intersection Sphere et Droite

s \
Proposition 20 : Soient . une sphére de centre 2 et de rayon R et (2) une droite de &.

(1] Sid(2;(2)) <R alors .7 et (2) se coupent en deux points distincts.

On dit que . et (2) sont sécants.
Sid(92;(2)) =R alors .77 et (Z) se coupent en un unique point.

On dit que . et (Z2) sont tangents.
(3] Sid(2;(2)) >Ralors £ N(2) =@.

On dit que .7 et (Z) sont extérieurs.
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Figure XXXII.21 — Intersection d’une sphere et d’une droite.

de Q sun (2) ie. QH =d,(Q;(2)).

ﬂ%unbwaMde(@),%WQHM%LW%%H@&W&&MdQ?W

OH? + HM? = OM? < HM? = OM? — QH2.

|— Preuve:ﬁoowntﬂwwﬁ&éwdewnbwfzetdew& (@)mmd@éaetﬂﬁew

Dos,
Me.” < OM=R = HM?2=R2—QH2.

HM? = R2 —d,(2;(2))>. (XXXIL5)
£4(0;(2) >R <= RQ—QH2<OQJ&W>XXXII.5m’arabdebo@mm&Yﬂ(@):@
[2] %4(2:(2) =R <= HM?=R2— QHQ:OMM:H:Y&(@)mem

WJZWT
[38] %4(2:(2)) < R alows XXXIL5 o deuss pointes E o F solutions ueniffant HM = VRZ — QH?.
Remarque : @Q/nb@eoobde. MW%WW%WQMW%L
WWW@MW%Q@W@WW

r—142¢
Exercice |6 : Déterminer les points d’intersection de la droite (2) d’équation < y = 2t )
z=1-—-3t

t € R et de la spheére d’équation cartésienne 22 + 42 4+ 22 — 2z —y + 2 — 3 = 0.
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N

Figure XXXII.22 — Intersection d’une spheére et d'un plan.

Intersection Sphere et Plan

Soient . une sphere de centre €2 et de rayon R et (£?) un plan de &.
1] Sid(2;(2)) <R alors .7 et (&) sont sécants

Dans ce cas, N(Z) est un cercle de rayon VR? — d? et de centre H, projeté orthogonal
de 2 sur le plan (£2).

2| Sid(Q2;(#)) =R alors & et (&) se coupent en un unique point.

On dit que .7 et (Z?) sont tangents.
3] Sid(Q;(2)) > Ralors &N (F) =2.

On dit que . et (£?) sont disjoints.

S

Preuve : Joient 7 une sihone de centne Q o de nayon R, (2) un plan de & o H b rojets
rmuﬂo%mﬂdg Q sun (D) ve. QH =4d,(Q;(2)).

“PMMWM@(@),%WQHM@W%H@d'W@@meTW
QH? + HM2 = QM? < HM?2 = QM2 — QH2,
Doa,
Me.” < OM=R < HM2=R2—QH? < HM2=R2—4(Q;(2))?. (XXXIL6)
[1] £d(Q;(2) >R <= R2—QH2 < 0 dlow kkl]T6 mlarmdebo&wimuetyﬂ(@):@.
[2] £ d(Q:(2)=R < HM?2=R2—QH? =0 ofos M=H : S o (2) ve coupent en un

wJZPomLT.
S%OL(Q,(W))<Rafmu969€9€3?6@wm&mmwm@%wde(9)W%mt

HM = /R? —d(2;(2))”

ym(c@)%tm%w&edemﬂdsdew %R?—d(ﬂ;(@))%m%dmb(@).
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—

Exercice 1 : L’espace est muni d’un repere (O; iij ,%) orthonormeé.

Montrer que . et (&) se coupent suivant un cercle dont on donnera le rayon, l’axe et le centre
y:x2+y2—|—22—2x—3:0 et (Z):x+y—22—2=0.
2] 2+’ +22 22 —y+2-3=0 et (P):x+y—22-2=0.

Exercice & : Déterminer I'intersection des courbes suivantes :
1) S:a?+y?+22—204+4y—62—11=0 et P:z—2y+2z—2=0.
2] P:2x+y—42=6 et R:z—y+3z=2
‘ Q le plan passant par A(1,—1,0) et dirigé par u(2,1,—1) et ¥(1,4,1).
D la droite passant par B(1,—1,2) et dirigée par w(1,1,2).
Exercice [9 : L’espace est muni d’un repére orthonormé (O ; iP5 7<;)
Déterminer une équation de la sphere de centre €(1,0,1) et tangente au plan P d’équation
r4+y+2z2—1=0.
Exercice 20 : L’espace est muni d’un repére orthonormé (O;i;7; E)
‘ Reconnaitre les deux courbes données, et déterminer leur intersection :
@S:x2+y2+z2—2m+4y—6z—11:0 et P:x—2y+2—2=0.
) S :a?+y*+22—-20—-3=0 et Q:z+y—22—-2=0.
@QP:5x—2y=7 et P:—x+3y—2z-1=0.

r=—1+42t
@S”:m2—|—y2+z2—2x—y+z—3:0 et d:8 y=2t teR
z=1-—3t

‘ Soit Q le plan passant par A(1,—1,0) et dirigé par u(2,1,—1) et ¥(1,4,1).
Soit D la droite passant par B(1,—1,2) et dirigée par w(1,1,2).
Déterminer 9 N D.

VII.4| Intersection de deux spheres

Soient deux sphéres .77 (2;R) et .#” (" ;R’) de centres distincts.

Alors :
ISNS+D < |[R—R'|<d(Q;Q)<R+R

Plus précisément :
Sid(92;9Q) =R+ R’ alors les deux spheres sont tangentes extérieurement.

Leur intersection est réduite a un point de (2Q).
Sid(Q;Q) =|R—R’| alors les deux spheéres sont tangentes intérieurement.

Leur intersection est réduite a un point de (Q9").
Si|R—R’| <d(©;9) <R+ R’ alors les deux spheres sont sécantes.

Leur intersection est un cercle d’axe (Q€2").

|— Preuve :?MWW?(Q;R) & .7 (V;R') de centres diskincts.
R

S oo o 5> 01—
mszQ’&MmM&WWW(QJ,j,k}o«)i:&QQ’.
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Figure XXXII.23 - d(2;Q') >R+ R’.

Figure XXXII.24 - d(Q2;Q')=R+R’.

Figure XXXII.25 -
IR—R/|<d(Q;Q9)<R+R.

Figure XXXII.27 - 0<d(Q2;Q') < |[R—R/|.

Figure XXXII.28 — Positions relatives de deux spheres.

@moew@[\m y@rwfuéctuablomx2+y2+z2 =RZe @Pouibecr«wb\m (l‘—d)2+y2+22 =R2

Sooitm,yetzdeomé%.@no,:

2,2 2
M(z;y;2) € S NS <~ Ay e
(x—d)? +y* + 22
2yt 422 =
e
€T =

= R 22+ + 22 —2dr = RZ—d?
R2
R2 — R + d2
2d

&Ww%gamwmymy’Mamym(@)m(%%1;@@

. _ _RQ—R/Q-i-d2

P&mdeﬂmﬂmx—T.
2 2 2

O s (0 (2) = R
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@%WWWWQ@@MWW@@%Q@@MW&VMW
|R2_R/2+d2|

que 5 mmw%ﬂwmwam

SNS 4P = R-R|<d(Q:)<R+R.

@ew@nwvmm@%mdefaﬂw:
R2_Rl2 d2
| 2d+ |:R<:>|R—R’|:dou,R+R’:d.
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Déterminant, 13 Sphere, 29
, Systeme
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d’un plan, 22 Théoréme
paramétrique de Pythagore, 31, 32
d’un plan, 19, 26
d’une droite, 18, 27 vect (), 19
Espace vect (), 18
vectoriel, 2 Vecteur
colinéaire, 17, 22
Forme coordonnées, 3
alternée, 17 coplanaire, 2
anti-symétrique, 16 directeur, 23, 24
forme normal, 20, 22-24
trilinéaire, 15 nul, 17
égaux, 17
Humour, 1
Intersection

de deux plans, 22
de deux spheres, 33
Sphere et droite, 30
Sphere et plan, 32

Longitude, 5

Méthode
Déterminer un projeté orthogonal
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Ordonnée, 3
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