XXXII

Gésmetrie de Lospace

Dans l’espace, personne ne vous entendra crier.
Tagline du film Alien, le huitiéme passager.
ous continuons dans ce chapitre notre étude des techniques de base en géométrie, mais

cette fois-ci dans I’espace. Rien ne change trés profondément par rapport a ce que nous
avons vu dans le plan, il y a simplement une coordonnée de plus ... et un peu plus de place

re...!
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PTSI VINCI - 2024 I. MODE DE REPERAGE

Q MODE DE REPERAGE

( )

Définition | (Vecteurs coplanaires) :  Trois vecteurs 4, U et w de ’espace sont dits copla-
naires s’il existe un triplet (a; 5;7) # (0;0;0) de réels tels que :

@l + 6 + 4w = 0.

\ Coordonnées cartésiennes

( )
Définition 2 :
m On appelle base de & tout triplet de vecteurs non coplanaires B = (Z, f ; 7%)

= On appelle repére (cartésien) de & tout quadruplet (O;i;7; %), ou O est un point de
& et B= (z’;j;kz) est une base de £.

O est appelé origine du repere.

Cas particuliers :

— Le repere et la base sont dits orthogonauz si les vecteurs i, j et k sont deux & deux ortho-
gonaux.

— Si de plus, les vecteurs i, ] et k sont unitaires alors le repere et la base sont dits orthonormés.

( R

Proposition | : Soit B = (f;f; 7%) une base de &.
Tout vecteur 4 € € s’écrit de maniére unique sous la forme

i=xi4yj+zk on (z;y;2) € R3. (XXXIL1)

On dit que 4 est une combinaison linéaire des vecteurs i, j et k.

\,

En particulier, pour tout point M de ’espace &, le vecteur OM se décompose de maniere unique
dans la base B sous la forme

OM = i + yj + 2k on (z;y)z € R3. (XXXIL2)

4 R
Définition 3 (Coordonnées cartésiennes) :

= Soient B = (Z,j, 7%) une base de ’espace Eetiel.

On appelle coordonnées du vecteur 4 dans la base B, notées u (x;y; 2) 5 Ou ulyl ,

z
le triplet (z;y;2) de la décomposition (XXXII.1). 7
x
= On appelle coordonnées du point M dans le repeére X, notées M (x;y; 2) 5 OU M|y ,
"
L le triplet (z;y;2) de la décomposition (XXXII.2). )
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Figure XXXII.1 — Coordonnées cartésiennes d’un point et d’un vecteur de ’espace.

Vocearulaire :z, y et z sont respectivement appelés, abscisse, ordonnée et cote de M dans le

repere X.
4 L . N
R.appel | (Coordonnées de vecteurs) :  Soit B = (z 247 k) une base de 'espace &.
T T’
m Soient 4 | ¥ |,0 |y | et A€R. Alors :
z 2/
z+a Az
i+v=|y+y et A= |y
z+ 2 Az
T — LA

m AB=| Y¥s —¥a

2B T RA

m SiI est le milieu de [AB] alors I (mB—HCA YT YA ZB 24 )

2 2 72

-
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Coordonnées cylindriques

La repérage cylindrique consiste tout simplement a remplacer les deux premieres coordonnées
cartésiennes x et y par des coordonnées polaires dans le plan engendré par ¢ et j, sans toucher a
la troisieme coordonnée z.

L’espace & est rapporté a un repere ortho-
normé (O;i;j;k).

Soit M € & et M’ son projeté orthogonal sur
le plan (Ozy).

(O ; ;,f) est un repere du plan (Oxy).

M’ admet pour coordonnées polaires [p;0]
dans ce repere i.e.

OM’ = puy = pcos(8)i + psin(6)7.

Figure XXXII.2 — Coordonnées cylindriques d’un point de ’espace.

Définition 4 (Coordonnées aylindriaues) :  On appelle coordonnées cylindrigues de M
tout triplet (p;0;z2) tel que :

- -

OM = pcos(0)i + psin(0)] + zk.

Remarques :
— Comme les coordonnées polaires dans le plan, les coordonnées cylindriques ne sont pas
uniques.
On impose "unicité si on exige p > 0 et § € [0;27[, ce qui exclut le point O. (sic!)
— Si un point M a pour coordonnées cartésiennes (z;y;z) et pour coordonnées cylindriques
(p;0;2) dans un repere orthonormé R(O;i;j;k) alors :

x = pcos(f), y=psin(f) et zest inchangé!
p = v/ x? + y? ne correspond pas a la distance du point M & l'origine du repére,

ATTENTION mais a la distance OM’, ou M’ est le projeté orthogonal du point M sur le plan
(05457).

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXII : Géometrie de lespace
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| 1.3 ' Coordonnées sphériques (Hors-Proaramme)

L’espace & est rapporté a un repere orthonormé X = (O; A 7%)

( )
Définition S (Coordonnées sphériaues) :  On appelle coordonnées sphériques de M tout
triplet (r;6;¢) tel que :

= r=0M
m Les coordonnées polaires de P, projeté orthogonal de M sur (Ozy), sont [rsin(p) ;0]
dans (O;i;f).
B = (7% ; OM) € [0; 7). C’est un angle non orienté.
\

Figure XXXII.3 — Coordonnées sphériques d’un point de I’espace.

Vocaeulaire :r1, 6 et ¢ sont respectivement appelés rayon, longitude et colatitude de M dans le

- - o

repere (O;4;7;k).

Si un point M a pour coordonnées sphériques (r;6;p) alors P, le projeté orthogonal de M sur

(Ozy), a pour coordonnées polaires [rsin(y) ;6] dans (O i1, ])
Ainsi, OP = rsin(¢) cos(8)i + rsin(¢) sin(6)3.
Or, OM = OP + PM avec PM = r cos(¢)k.
On a donc
rsin(p) cos(0)
OM = rsin(y) cos(0)i + rsin(y) sin(0)j + rcos(p)k < M | rsin(p) sin(6)
rcos(p)

Exercice | : Déterminer les coordonnées sphériques du point M (1 01 \/5)

Ne pas confondre latitude et colatitude! La latitude est un angle appartenant
T

a {—f ; }
22

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXII : Géometrie de lespace 5
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Figure XXXII.4 — Coordonnées géographiques.

@ PRODUIT SCALAIRE

\ Produit scalaire en dimension 3

4 )
Définition b (Produit scalaire) : Soient 4 et ¥ deux vecteurs de £.
Soient A € &, B et C de & tels que i = AB et & = AC et (£?) un plan contenant les vecteurs
AB et AC.
On appelle produit scalaire de 4 et v le produit scalaire de AB et AC calculé dans le plan
(2).
Ainsi,

- {ABxACXCOS(m)—nanxacos(ﬁ';‘a) AT A

u-v=AB-AC= (PS1)
0 sit=0oud=0
— AB- AH avec H le projeté orthogonal de C sur (AB)
= - -
5 (I + 3l = @) - o/ ) (PS 2)
N 4

Remaraque : (5,\17) désigne I’angle géométrique formé par les vecteurs 4 et 9. Il est compris entre
0 et m.

Le produit scalaire de deux vecteurs de ’espace se ramenant au produit scalaire de ces deux

vecteurs dans un plan, le produit scalaire conserve ses propriétés, en particulier la bilinéarité et
la symétrie :

Vi, v we &,V (a;f) € R,

(i) 4.V = V..
(ii) u.(a¥ + fW) = it + Sfu.w
(ati + B0).W = au.wW + fU.w

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXII : Gésmetrie de lespace 6|
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—

Exercice 2. : Dans 'espace muni d’un repére orthonormé (O, 7, j, 7%) on considére @ = i — k et
b=14V6j—k.

Déterminer une mesure de I’angle non orienté (a, b)

. PRODUIT VECTORIEL

III.1} Orientation de ’espace

Une fois choisis deux vecteurs unitaires et orthogonaux i et j de ’espace, il reste deux possibilités
pour compléter la base orthonormée, comme 'indique les deux schémas ci-dessous dans lesquels
kq et k4 sont des vecteurs unitaires orthogonaux aux vecteurs ¢ et j.

J
..................... >
3 i
— J ks
.................... >
i
Figure XXXII.6 — Base directe Figure XXXII.7 — Base indirecte

Figure XXXII.8 — Bases orthonormées de l’espace.

On convient de dire que (z 375 k:l) est directe alors que (z 17 k2) est indirecte.
Plusieurs moyens pour s’en souvenir :

— Bonhomme d’Ampere : adossé a E, il a son pied droit sur 7 et son pied gauche sur J.

— Reégle des « trois doigts » : le pouce de la main droite sur 7, l'index sur j et le majeur sur
k.

Figure XXXII.9 — Regle des trois doigts pour orienter 'espace de maniére directe (avec la main droite !!!!)

Proposition 3 : Soit (f; J ,%) une base orthonormale.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXII : Géometrie de lespace 8|
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= Si 'on remplace un des vecteurs par son opposé, la base change d’orientation.
= Si on échange deux vecteurs, la base change d’orientation.

= Si on effectue une permutation circulaire sur les vecteurs, la base ne change pas d’orien-
tation.

I11.2§} Produit vectoriel en dimension 3

( )
Définition T (Produit vectorie :  Soient % et ¥ deux vecteurs de &.
On appelle produit vectoriel de 4 et ¥, noté 4 A v, le vecteur défini par :

(P.V 1)

0 si U et U sont colinéaires
UND = I, .
|@|| x ||B] sin (¥ ;D) k sinon ot k est unitaire et directement orthogonal a (U ; ¥)

Soient 1 et U deux vecteurs de &.

UNU=0 < 4 et U sont colinéaires. I

En particulier, sin (4 ;9) > 0 et 4 A ¥ a la méme direction et le méme sens que k.

e T s

Corollaire 31 : Si 4 et U ne sont pas colinéaires alors (4;0;4 A Y
I’espace.

) est une base directe de

N

Remarque : Si 4 et U ne sont pas colinéaires, |4 A 9| = |u| x || x sin (4 ;7) est toujours laire
du parallélogramme construit sur les vecteurs 4 et o.

Exercice 3 : Soit (Z 7 7%) une base orthonormale directe de &.

Déterminer 7 A j, iNE et j/\ E.

|III.3 I Propriétés algébriques

( )

Proposition + : Soient 4, ¥ et w trois vecteurs de ’espace & et soient a et 0B des réels.
Alors :

UNU=—UAU (Le produit vectoriel est anti-symétrique).
( Le produit vectoriel est )

(0l + ) ANU =t AW+ fOAT R .
linéaire a gauche et a droite

—

UA (o + (W) =l AT+ iAW

On dit que I'application

>
Oy
X
Oy
Oy

=
=
]
>
<y

est bilinéaire (|2]) alternée ([1]).

r Preuve :

F. P&CCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXII : Géometrie de feépace ﬂ
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?Maetﬁmmde@wé
- %a@amw&m@@m@am:mazﬁﬂawe&%,
- %a@ﬁmmwm&m%m@%&mmamwﬁm&m&
& (a:0). (305k) %l:afmb,ump,@amdm@cred@@w&

—

GG =i x |4]sin (@;0) k.

3@@%@(5;&;—7&)mmmmm@@'wa&m—%wmm
mmwmmm%waﬁa(ﬁ;ﬂ).
Do,

—

AT = 8] x ] sin (3; ) (=) = — @] x 5] sin (5 0) k = —i A .

Le produit vectoriel n’est pas associatif.
ATTENTION

GADANT=kNj=—i #in(fAf)=in0=0.

Exercice 4 : Soit A, B, C trois points de I’espace. Montrer que pour tout point M de I’espace :

MA AMB + MB A MC + MC A MA = AB A AC.

II1.4} Expression dans une base orthonormée directe

e \‘
Proposition S : Soit (27; f ; 73) une base orthonormale directe de &.

€T x yZ,—y/Z
Siu|yletv|y |alorsuAT| a’z—x2

’ ’
z P zy —x'y

Autrement dit,

I A B B
uNv ik BE A1 -
z z z oz Yy
( )
Exemple | © On peut toujours calculer des aires de triangle & ’aide du produit vectoriel.

Par exemple, si A (1;2;3), B(—=1;1;—1) et C(0;2;4) alors :

—3) —1 —1
AB| -1 : AC| o puis ABAAC | -6
—4 1 —1
e v/
Enfin, Axpc = 5 |[AB A AC| = %.

\,

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXII : Gesmetrie de lespace 10|
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Figure XXXIL.10 ~ A, 5o = % |[AB A AC||

Preuve : foit B = (i;5;k) une base othonormalle dinede de &.
BWW&'W%M&@W—W@WMW%MB

UAT= (m_"+ yj + z%) A (x/ZJr y'j+ z%)

:M+xy’f/\f+:cz’fA%+yx’fAZ+M+yz’f/\7s
—— — —— Ll
=k =—J =k -
+zx’%Af—|—zy'%/\f—l—M
> -

= (y2' —y' )i+ @'z =22 )] + (ay —2'y)k.

—

Corollasire S| (Dousle produit vectoriel) :  Soient 4, U et w trois vecteurs de ’espace E.

m(a/\w)z(a-w)ﬁ—(a-ﬁ)w.

Preuvei&MmMMWIWW%UJQ%MW@deW%
Wuwmwm&mame&mm@m&

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXII : Gesmetrie de lespace 11 |
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Q DETERMINANT DE TROIS VECTEURS

( )

Définition & : Soient u, U et W trois vecteurs de 'espace &

—

On appelle déterminant ou produit mizte de 4, ¥ et W, noté det (u;v;w), le réel :

det (ﬁ;ﬁ;ﬂ?):(ﬁ/\ﬁ).w.

Exemple 2 : Si (Z s %) est une base orthonormée directe alors

det (7573k) = (i 5) kb =k = =1.

‘ Interprétation géométrique du produit mixte

Proposition & : Solent 4, U et w trois vecteurs de ’espace £ non coplanaires.

—

Alors, |det (4 ;7 ;W)| est aire du parallélépipede construit sur les vecteurs u, ¥ et .

Figure XXXII.11 — Volume d’un parallélépipede dans Iespace.
Preuve : Soient G, 5&@%%@@'%1% gmaﬂ\ﬂammm
On note ABCDA’B’C'D’ o WWE&TW consbwiib sur les vecteuns @, T ob W,
Notons, o = (W50 A D) € [0;7] e H%WW@ A blu/‘u?erﬂom‘ (ABCD).
Lo Rauteur de ce meewm esb A’H = @] x |cos a.
P base est wn PWMO%MWM dont Laine et gﬂaﬂe & ||a) x ||5] x sin (@;3) = @ A 3.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXII : Gésmetrie de lespace 12 |
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IV. DETERMINANT DE TROIS VECTEURS

&m&mmpmgg,g,_ . ebr,domV:Hﬁ/\ﬁHxHEHx]cosa|:‘<ﬁ/\qj)

—

al

= |det (u;v;w)].

—

} Expression du déterminant dans une base orthonormeée directe

-

Proposition 7 : Soit (Z;fé

:L‘ x/ $|I
Sia|yl, oy |etw]y
% Z/ Z"

kcolonne.

On dit que I'on a respectivement développé par rapport a la premiere, deuxiéme ou troisiéme

est une base orthonormée directe de &.

alors

k)

T y/ yn ZL'/ 2" m/ J;"

y/ "= Y , \ + z , y (detcl)
P zZ 2 z y oy

n M T "
=—z vy +y A= 2 \ (detcz)
z 2" Y

/7 7 T .'B,

Y Y- y' R . (detc,)

/ 4 C3

z 2 z 2 Yy oy

.

|— Preuve : I w@b de calolen, det (7o
(i55;k

)

) = (ﬁ/\ﬁ).ﬁdﬂm@@@@o@o}dﬂmm

y v
z Z

= o — =\ — € 'T/ "

det (u;v;w)z(u/\v).w: — , Y
z x
y Y

7 /7 T x/

:.T" y y _y" , +Z" , = (detcs)
z 2 z Zz Yy

&Qlétatdefnobco/rvm,{bwm

]1/04.]71/ monfhen c1/ug (detcs):(detcz):(detcl ), on me ’ITIOQPLE/U/—

MWMJDW%MdemWamm%JwM@@M
OOU/'LO%ENJ/CC.

—

Corollaire 1l : Soit (f 7 7%) est une base orthonormée directe de &.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier
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IV. DETERMINANT DE TROIS VECTEURS

x . x/ x“
N . ) 7
N s _
* // :I'y/Z" + yz/xu + Z.I'/y"
y ’ "
N Y N Y _(///,|l+/_/,ll+/,_/ u)
S x4 S x4 yx" +x2y' +yx'z
< <
7 7
7 \\ 7 \\ - Pour calculer un peu plus rapidement les produits mixtes
z Z 2" (et ne pas se tromper dans les signes), on peut appliquer
\\\ /1 \\\ /1 + la régle de Sarrus. On écrit le diagramme ci-contre :
e AN R AN — On additionne les trois produits obtenus le long des
v 7 A , 7 A : diagonales descendantes,
. = v S ’ + — et on soustrait les trois produits obtenus le long
Pid AN des diagonales ascendantes.
4 N
7 ’ / * n
Yy Y Yy

+
Figure XXXII.12 — Regle de Sarrus

det (;,5,7%) =1.

Exercice S : Calculer le volume du parallélépipede construit sur les vecteurs :
u(1;2;—1),9(—1;3;—1) et W(—8;1;0).

IV.3” Propriétés algébriques

-

Proposition & : Soient u, U, W et € des vecteurs de ’espace & et soient « et [ des réels.
Alors :
‘ det (ati + fr;U;W) = adet (4 ;9;W
det (U; b + fr; W) = adet (i;0;W) + fdet (d;7;w).
U;0;w u;v

det (4;7;aw + Or) = adet (

? )

On dit que le déterminant est trilinéaire dans E.

det (4;9 ;W) = det (W; ;) = det (U;W;u).

On dit que le déterminant est invariant par permutation circulaire.

det (U ;v;wW) = —det (U;1;wW) = —det (U;W;v) = —det (W;V;u).

\On dit que le déterminant est anti-symétrique.

N\

Le déterminant change donc de signe si ’on échange deux vecteurs.

|_ Preuve : Rion do bion compliqus on uilisant, los. ronnisis o ddfmiions, précédonten

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXII : Géometrie de lespace
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—

Condition de coplanarité

Théoréme 9 : Soient 4, U et W trois vecteurs de 'espace &. Alors,

U, U et W sont coplanaires si, et seulement si det (4 ;v;w) = 0.

OGé&etA,BetcceJZaWaZOA, =08 o @ = 0C.

i:?wmw@ﬁdmqu&/mm.

i
—%ﬁ&ﬁmmrobw&méam@@ymCe(OAB)etwmbmwa&m@mdeﬁ
etme,.a(a;ﬂ)en@tiww:amm
@'n/o/aﬂohb:

Preuve : Jienk 4, ¥ of wmmde@w E
|_5004L OB

—%ﬂ&ﬁwﬁw&n@%aﬂm@ﬂ,ﬁojﬁww.
—%ﬂ&ﬁm%@w&n@%mwpegdwb—ﬁ:ﬂAﬁ#a

ﬂ)wud.e%m,«ho’m Gﬁmmmw@ (i %) L.e.o'utﬂncjofnoﬂw"twv (OAB).

O, det (i:5:w) =0 < (am).w:o s OP-0C =0 ie. C € (OAB).
%e/mmjﬂ'eor\ue@ ﬁet’fﬁb;ombcov?amm.

Exercice £ : Soient u(—1,1,1),9(3,1,2),w(1,1,2) trois vecteurs de ’espace.

—

(u, 9, w) sont-ils coplanaires ? Si non forment-ils une base directe ?

( A
N
A retenir | :
4 — —
e un des des vecteurs u, v et w est nul
ou
e deux des vecteurs 4, U et W sont égaux
ou e G
Sio< I, o , alors det (4 ;v;w) = 0.
e deux des vecteurs 4, U et w sont colinéaires
ou
\. o _un des vecteurs 2.4 et 2w est combinaison
linéaire des deux autres

F. PUCCI - Lycée Jules \Garnier CHAPITRE XXXII : Géometrie de /eé/mce E



PTSI VINCI - 2024

V. DROITES ET PLANS DE I’ESPACE

L’application
det : — R
> det (d; ;W)

est une forme trilinéaire alternée.

Exercice 7T : Soient 4, , w trois vecteurs de I’espace.

Montrer I'inégalité de Hadamard :

—

[, 3, @] < [[a] |9 |-

|zl Montrer I'identité de Lagrange :

Q DROITES ET PLANS DE L'ESPACE

Représentations paramétriques

L’espace est muni d'un repere (O; ff 7%)

9 i

s N\
Proposition [O (Droite) :  Soient A (x5 ;ya;24) € & et U(a;B;7) € & un vecteur non
nul.

La droite (2) = A 4+ Ru passant par A et dirigée par & admet pour représentation paramé-
trique :
T=1Tp tat
z=2zpt+t
§ J

Figure XXXII.13 — Equations paramétriques d’une droite.
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|— Preuve:%m%medgmm&gww:

M (z;y;2) € (2) < AM e i sonk colincaines

T— Ty o}

— JteR/AM=ti < 3teR/ |y—ya | =t|B
Z—Zp Y

T—Tp =t T =xp +ta

< JeER/ Sy—yy =1t < FteR/ Cy=yp+1p
Z—ZzZp =ty z=2zp +1v

Soit A (xa;ya;za) € & un point et soient u(ay;f;;7) et

U (g ; By ;7,) deux vecteurs non colinéaires de €.

Le plan (Z2) = A + Ru + R, passant par A et dirigé par @ et ¥ admet pour représentation

paramétrique : représentation paramétrique, de la forme :

T =Ty +tag + Say
(P): qu=ya+tb+5B, , (t;5) € R
p=zp+in + 5%

—

(Z) = A + vect (u; V) .

Figure XXXII.14 - Equations paramétriques d’un plan.
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V. DROITES ET PLANS DE L’ESPACE

Preuve:fﬁeWMoTTmhmme@om(@)%&Wm&ammﬁ&ﬁm

[ e

M (z:y;z) € (P) < I (t;s) € R2 /| AM = tii + 50

T—Tp aq Qo
<= ;) eR/ y—ya | =t| B | +s] 5
ZTZA 71 Y2

T —xp =ty + Sy
= 3(t;s) €ER?/ Qy—yp =16, + 56,
Z—2Zp =ty + 879
T =xp +tag + say
= 3 (t;s) ER? ) qy=ya +14 + 355,
zZ=2zp +1ty + 57

—

Equations cartésiennes de plan

4 )
Proposition 2 : Soit (O i 7%) un repére orthonormé direct de &. Soit
A(xpsya;za) € & un point et soient u(aq;f;;71) et U(ag;By;7,) deux vecteurs
non colinéaires de &.

Le plan (£2) passant par A et dirigé par 4 et ¥ admet pour équation cartésienne :
T—Ty Qp Qo
Yy—ya B Bz|=0.
F=Zh M M2
\L v
Preuve : foit (z;y;2) € RS,
|_ M(z;y;2) € (2) @AMjﬁéﬁmCoT&mamm@det (m;ﬁ;f)).

Proposition [3 - Soit (0;7;];%) un repére quelconque de &.
(1] Tout plan (&) admet une équation de la forme axr + by + cz +d = 0 avec

(a;b;c)#(0;0;0).

Cette équation est appelée équation cartésienne du plan (£2).

‘ Réciproquement, soit (a; b; ¢; d) € R* tels que (a;b;c) # (0;0;0) alors 'ensemble des
points M (z;y; z) dont les coordonnées sont solutions de I’équation ax +by+cz+d = 0

a
est un plan (&) de vecteur normal 71 | b
c

o

Preuve I@@u@o vaQAwam & monbren :

F. PIECCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXII : Géometrie de lespace



PTSI VINCI - 2024 V. DROITES ET PLANS DE I’ESPACE

- %M (xyz%tmwwdeawoﬁwmnb Pﬁcvru Pa/am/rwramA(xA;yA;zA)
o de vecteurn movmal 7 abc)aﬂozm,

$—$A a
AMAa=0 < |y—val.lb]|=0
Z— Zp c

alr—zp)+ (W—yp)+(z—24,) =0 <= ax+by+cz—(axpy +byy +cz,) =0
d

ax +by+cz+d=0.

Qeﬂu&ma$+by+cz+d—0&mm%£awmaﬁomamm%m
mmmmwmwnamwA.
ewwnea,bacmbmmmwmw?mwmw&wmwa#o.fe?w&
A(—Z;o;o) wﬂmmwrﬁm(@
@nWWwﬁ(a;b;c),ummm&m%betcwd:mmb}ubmwgm

:c+g
On collolle allors AM.7 = y“

o o Q

d
= <x+7) X a+ by +cz
a

=ar+by+cz+d=0.

&WMWMWPQM(@)WWAQL@WM»W% |

s N
0
Exemnple 3 : Les Plans (O; i f), (05 7 Tc) et (O; F: %) passant par O | 0 | et de vecteur normal respectif
0
0 0 1
Llo , f 1]eti]o ont, respectivement, comme équation z =0, y =0 et x = 0.
1 0 0
\

Exercice 8 : L’espace est muni d’un repére orthonormé (O;7;j ,74,:)

Déterminer une équation cartésienne et un systéme d’équations paramétriques du plan :
‘ passant par A(1,—1,2) et dirigée par les vecteurs 4(2,0,1) et 9(2,1,0).
passant par les points B(—1,1,1),C(1,—1,1) et D(1,1,—1).

‘ passant par C et normal au vecteur .

Définition 9 (E quation normale d'un plan) : Soient a, b, ¢ et d des réels tels que
(a;b;¢) #(0;0;0) et (L) le plan d’équation ax + by + cz +d = 0.

a
L’équation est dite normale si a® +b% +c¢? =1 d.e. i =1oun | b

c

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXII : Géometrie de lespace 19 |
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-

~\
Théoréme 4 :  Soient (£) et (') deux plans de l'espace de vecteurs normaux respectifs
n+0etn #0.

= Si 7 et n/ ne sont pas colinéaires, les plans () et (') sont sécants suivant une
droite (2) dirigée par 11 A n’.

m Si7 et n’ sont colinéaires et si A est un point quelconque de (2) :

e Si A e (), les plans (£2) et () sont confondus.
o SiA¢ (), les plans (Z) et (') sont strictement paralléles.

.. (P) et (2’) sont perpendiculaires si, et seulement si 7 et 7/ sont orthogonaux.

Ainsi,

Q \\\\\\\\\\\\\\\\\\\‘ Qs M

2 —

Table XXXII.1 — Position relative de plans.

Preuve :
|_ - ﬁﬁdﬁmma@w%ﬁ&m(,@)&(t@/)mpam%%m@mmu&

- %ﬁaﬁmm@w&mﬁww(@)a(@/)mmmmm(@).

, M e (2)
Me (P)N(Z) < {Me(g?”)

AM L7
<~ - .,
AM 1 n/
<~ AMebbco&ﬂbéamd,ﬁ/\W.

= MW@%WWMA&WwﬁAW

Run nesume : AT £0 = (2) =

(@)m(@')meWWﬁAﬁ
1

Remar@ue : Dans l'espace, une droite (Z) n’est pas représentée par une seule équation carté-
sienne mais par deux : celles de deux plans sécants dont elle est I'intersection.
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Plus précisément, en posant

ay
(P): ayx + by + ¢,z +d, =0 un plan de vecteur normal 7; | b; | # 0,
‘@
3
ag

(P') + ayx + byy + ¢z + dy = 0 un plan de vecteur normal 75 | by | # 0.

L C2

Si 71y ATiy # 0 alors () et (') sont sécants suivant une droite (2) dont un systéme d’équations
cartésienne est :

a1z +by+ciz+d; =0
s + boy + oz +dy =0

r=1+2t
Exercice 9 : Soit A(0;—1;4)et (2):y=—-2+3t ,teR
z=3+1

Déterminer une équation cartésienne du plan contenant A et (2).

Q DISTANCE

‘ Projection orthogonale d’un point sur un plan ou sur une droite

Détinition IO (Projeté orthoconal sur un plan) :  Soient un plan (&) de vecteur normal
7 et un point A de 'espace.

On appelle projeté orthogonal de A sur (£2), lintersection du plan () et de la droite de
vecteur directeur 7 passant par A.

Figure XXXII.15 — H est le projeté orthogonal de A sur (£?).

Méthode | (Déterminer un projeté orthoaonal sur un plan) :

?M(@)w[ﬁmetzxmwde@'w.
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O%mwn:wmwwede%m(@)wmw[&m
[w/obo/nb'[\m .

qum@ewwmwmmde(g)etde(%.

\L

Exercice [O : Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal du point A sur le plan (£2).

A(1;-1;0) et (P): 20 —y—16=0. [2] A(2;153) et (P): x+y+2=0.

Détinition Il (Projeté orthoconal sur une droite) :  Soient une droite (2) de vecteur
directeur 4 et un point A de I’espace.

On appelle projeté orthogonal de A sur (2), l'intersection de la droite (Z) et du plan de
vecteur normal u et passant par A.

<

P

N

Figure XXXII.16 — H est le projeté orthogonal de A sur (2).

Distance d’un point & un plan

~

Définition 12 Soient () un plan et A un point de l'espace.

On appelle distance de A a (£?), notée d(A;(Z)), la plus petite des longueurs AM ou
M e (£).

d(A;(2)) =min{AM, M € (2)}.

Théoréme IS : Soient (£2) un plan et A un point de P'espace.

Si H est le projeté orthogonal de A sur (&) alors d (A ;(2?)) = AH.

Preuve:ﬁooimb (@)MWAMWHMWWM(QZ)@%W
[ ot qun o 91
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Figure XXXII.17 - d (A;(Z?)) = AH.

TMWW@@WH%&AMH%W%HWdW@@W@TWWW

AM? = AH? + HM? = AM? > AH? < AM > AH.

&WMAH%LM&M@@P&AP&@@%%NW&%W@(%@A.

Done d(A;(2)) = AH.

4 )
Proposition I6 : Soient (O; Z,j,%) un repere quelconque et M € &.

Cas d’un plan défini par un point et un vecteur normal :

Soit (£) le plan passant par le point A et de vecteur normal 7i.

o AN
d(M;(2)) = : (XXXIL3)

Cas d’un plan défini par un point et deux vecteurs directeurs :
Soit () le plan passant par le point A et dirigé par les vecteurs @ et ¥. On note
(P) = A + vectu; v.

d(M(,@)): ‘[m;ﬂ’ﬁ”
’ i Aol
. J
Preuve Sood& (O;Z;f;i%) WWW@
Foient (@)QerfwmrabmﬂwPonAeLMeéa

W(@)@&m:

Jor aillowns, 7i ot HIM sonk colinéaines, done i+ HM = = [ x |[FIM]| = + [l x HM.
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Figure XXXII.18 — Distance d’un point & un plan.

Rimsi, 7 - AM = + [ x HM = [7i- AM| = 1] x HM

=T (XXXIL4)
&mﬁZﬁAU%bmumeaﬂmrfcm(Q).
@g[ﬁw@m@wm
[AM ;53] = [i;9; AM] = (i A 0).AM =7 - AM.
D ne neste P&w qua oﬁkﬂm%m&nm (XXXIL.4) :

- AM] _ [[AM; ;9]

dM;(P)) = ——— = "7
17 | A9
Exercice [ : Calculer la distance du point B(1;1;1) au plan Q représenté par le paramétrage :
T =2+s5+1

y =3—s+2t s,tek.
z =1+4+2s+t

N
: Cas d'un plan défini par une équation . - .
Corollaire 6] ( cartésienne dams un RON )« Soit (O;i;7;k) un repere or-

thonormé.

Soit (&) le plan d’équation cartésienne ax + by + cz+d = 0 ot a, b, ¢, d € R et
(a;b;¢)(0;0;0).
Pour tout point M (zy;;yp; 2m) € &, 0n a :

axy +byy + ez +d

va? + b +c?
\,
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Preuve : M%L oL'aWJ&qu lov nelabion (XXXII.4).

Joit M(wM;yM)zMEé".Mom:

[ AM] Jagay —aa) + bl —ya) + (o~ 2a

— N Ea
B lazy; + byyp + 2y — (azp + by + czy)|
va? 4 b? 4 ¢2 .

Oh, A€ (2) < d=—(azy + by, + czy).

_ lazy; + byy + 2y

Done, d(M;(2)) N )

—

Exercice [2 : L’espace est muni d’un repére orthonormé (O;7;7; 7{:)
Déterminer la distance du point A(1,—2,3) au plan  d’équation 2z + 3y — 4z — 6 = 0.
‘ Déterminer la distance du point B(1,1,1) au plan Q représenté par la paramétrage :

r = 24+A+u
y = 3—=A+2n MNpeR
z = 142 +p

‘ Distance d’un point & une droite

( )

Proposition [T Soient A, M € & et i € € non nul. On considére la droite (2) = A + Ri.

| il

ﬂ’mMeamm@H?@WMmeMm@@m(@)mz

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXII : Géometrie de lespace 25 |




PTSI VINCI - 2024 VII. SPHERES

TMWMWWWJ&%@:
AM A = (AH +HM) A i = AH A i + HM A 4.

@mﬂetﬁw\tco&méommb&ﬁAﬂ:ﬁ
On on deduis qua. K31 1 ] = N A

Rn allewns, T o HM sont mrﬁo%omum done [[FIM A dif| = [[FEIM]| x [[i] = HM x [,

Fims, [[AM A ]| = HM [} = d (M:(2)) = ”Am i

—

Exercice [3 : L’espace est muni d’un repere orthonormé (O ; i 7%)

‘ Déterminer la distance du point A(1,—2,3) a la droite 2D passant par C(0, 1,2), dirigée par
i(4,3,1).

‘ Déterminer la distance du point E(1,0,—1) a la droite 2’ donnée par le systéme d’équations
cartésiennes :

@ SPHERES

Dans ce paragraphe, I’espace est muni d’un repere (O ; i ; j ; 7-%) orthonormé.

rT+y+z = 2
—rz+2y+z = 0

Figure XXXII.20 — Spheére de ’espace.
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VII.1] Equations cartésiennes de sphéres

( Y

Proposition 18 © Soient . la sphere de centre Q (z,,;9,,;2,) ou (x,;y,;2,) € R® et de
rayon R > 0.

Soit M € & un point. Alors,

M(z;y;2) €S < (2—1,)" +(y—y,)° + (2 - 2,)" =R%

La sphere de centre Q (z,,;y,,; 2,,) et de rayon R, ou la sphére de diametre [AB] est aussi ’ensemble
des points M (z;y; z) de lespace vérifiant :

OM =R <= MA.MB = 0.

Pr‘e.uve_:?mbyuwp@edembwﬂ(xw;yw;zw)o«‘b(ww;yw)zweﬂ??’etdem/jmvf{}()
FLMGWWWMPQW%J; (z:y) € R

M(z;y;2) € <= OM=R <= OM?=R? < (z—2,)%+(y—y,)*+ (2 —2,)? =R~

—

Remaraues : On appelle boule de centre 2 (z,;y,, ;2,) et de rayon R > 0 I'ensemble

#={M(xiy:2) /(@ =2, + (y—5.)° + (- 2,)* <RZ.

Plus particulierement,
— M (x;y;2) est strictement & extérieur de la sphére . <= (r—z,,)?+(y—y,)?+(2—2,)? > R2.
— M (z;y; 2) est strictement & I'intérieur de la sphére . < (z—x )% +(y—y,)*+(2—2,)? < R%

Exercice [+ : Reconnaitre dans chacun des cas I’ensemble des points M vérifiant 1’équation
cartésienne donnée.

[} 2 +¢*+2° - 20 +4y+22-10=0 [4] 2> +¢y* +2°+62+9=0
2] 2 +3*+2°+y—22+3=0 2?2 +y? 4+ 22— 22 +4y—62—11=0.

[3] 4y — 4z + 4z = 22 + 2% + 227

e N\
Proposition |9 © Soient a, b, ¢ et d des réels et .% I’ensemble d’équation :

22 + 9% + 22 —2ax — 2by — 2cz +d = 0.

wSid < a® + b? + 2 alors est la sphére de centre Q(a;b;c) et de rayon
R =Va2+b2+c2—d.

» Sid=a?+b%+ c? alors .7 est réduit au point Q(a;b;c).

w Sid>a®+b%+c? alors . est vide.

|— Preuve : %ot (z;y;2) € R3.

M(z;y;2) € S <~ 224y + 22 —2ax —2by —2cz+d =0
= (r—a)’+y—02+(z—c)=a®>+b*>+c*—d.
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- S%d<a2+b2+c2ofon@,mrommtf{:\/a2+b2+02—d,oauo,:

M(z;y;2) €7 <= (z—a)’+(y—b)>*+(2—¢c)*=R? <= QM =R, ot Q(a;b;c).

Y%tdmp@@s?ﬁmdewnbwﬂ(a;b;c)etdemWR:\/aQ—s—bQ—i—cQ—d.
- .Sobd:(IQ—FbQ-FCQOBO?w

xr =
M(z;y;2) €S <= (x—a) ) +(y—0b2*+(z—¢)*=0 < <y=b
z=c

yebtdomnéduibmro&mbﬂ(a;b;c).
R d> a4+ 2 oﬂyw@w (x—a)+(y—0>2+(z—z2c)2=a’+b0>+c?>—d na

>0 <0

Dane 7 est wide.
1

Exercice IS : Soient A (1;2;3), B(2;1;3),C(3;1;2) et D(1;0;—1).

Déterminer une équation cartésienne de la sphére circonscrite au tétraedre ABCD.

VII.2| Intersection Sphere et Droite

Soient .’ une spheére de centre 2 et de rayon R et (2) une droite de &.
1] Sid(2;(2)) <R alors .7 et (Z) se coupent en deux points distincts.

On dit que .7 et (Z2) sont sécants.
2] Sid(2;(2)) =R alors . et (2) se coupent en un unique point.

On dit que .7 et (Z) sont tangents.
3] Sid(R;(2)) > Ralors ¥ N(2) =@.

On dit que .7 et (Z) sont extérieurs.

&

Prewe:ﬁomywm%MdngetdngR (.@)wned)wtedg@@etH@eW
|_ de Q sun (2) ie. QOH=d.(Q;(2)).

ﬂ’mwwl\/{de(@),%WQHM%tm%mﬂad'W&nﬁmmdeﬂ%&w
QH2 + HM2 = OM? <= HM? = QM2 — QH2.
Dos,
Me.” < OM =R = HM?2 = R? — QH2.

HM? = R2 —d,(Q;(2))>. (XXXIL5)

Fd(Q;(2)) >R < R2—QH2 <0 dlows XXXIL5 n'a pas de solubion & .7 N (2) =@
\ s

)

2] £ d4Q;(2) =R <= HM2:R2—QH2:0Q&W>M:H:fei:(.@)sew%w):@wwn,
MJZWT.
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Figure XXXII.21 — Intersection d’une sphere et d’une droite.

[38] £4(Q:(2)) <R alows XXXIL5 o dewso poinks E e F solutions vénifrant HM = VR? — QHZ

Remarque : @G/nb@ecc\b/d}e. on hedémonlne, %Pahhwzm ﬁue?@bom%ew\be@wn,o?aef\@%t

x—1+4+2¢t
Exercice |6 : Déterminer les points d’intersection de la droite (2) d’équation < y = 2t )
z=1-—-3t

t € R et de la sphére d’équation cartésienne 22 + 4% 4+ 22 — 20 —y +2 — 3 = 0.

lVII.3| Intersection Spheére et Plan

Soient . une sphere de centre € et de rayon R et (£?) un plan de &.
1] Sid(2;(2)) <Ralors 7 et (&) sont sécants

Dans ce cas, N(Z?) est un cercle de rayon VR? — d? et de centre H, projeté orthogonal
de Q sur le plan (2).

2] Sid(R2;(2)) =R alors .7 et (&) se coupent en un unique point.

On dit que .7 et () sont tangents.
3] Sid(©2;(2)) > Ralors S N(F) =2.

On dit que .7 et (£?) sont disjoints.

J

|— Preuve:?MYumoTﬂéhedewde:dehmdo’mR(«@)Wmﬁyﬂ’”d”geﬁ}l@@w@é

de Q sun (P) e, QH =d.(Q; (D).
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N

Figure XXXII.22 — Intersection d’une spheére et d'un plan.

?mboubWMde(@),&WQHM%LW%%H@dW@e%WdeTW@
QH? + HM? = QM2 <« HM? = QM2 — QH2,
Dos,

Me.” < OM=R < HM2=R2—QH? < HM?=R2—4(Q;(2))?. (XXXIL6)
[1] £4(2;(2) >R <= R2—QH2 < 0 dlow KkXTT6 %'@Pmdem&bumetym(ﬂ)zz.
[2] £ 4(Q:(2)=R < HM?>=R?—QH? =0 ofows M =H : S o (P) ve coupent en un

wJZPomLT.
\5%@(9;(@))<RM9@9@9@3%@WMW&@W@(@)@%W
HM = /R2 —d.(2; (2))>

ym(ﬁ)wm%mﬁe@mﬂad‘aw JR?—@(Q;(@))Q,WW(@).
1

Exercice [T : L'espace est muni d'un repére (O ;7; ;%) orthonormé.
Montrer que . et (&) se coupent suivant un cercle dont on donnera le rayon, l’axe et le centre
1) 2 +y*+22—22-3=0 et (P):ax+y—22-2=0.
2] 2+’ +22 -2 —y+2-3=0 et (P):ax4+y—22-2=0.
Exercice & : Déterminer 'intersection des courbes suivantes :
1) S:a?+y?+22—254+4y—62—11=0 et P:z—2y+2z—2=0.
‘P:2:L‘+y—4z:6 et R:z—y+32=2.
Q le plan passant par A(1,—1,0) et dirigé par u(2,1,—1) et ¥(1,4,1).
D la droite passant par B(1,—1,2) et dirigée par w(1,1,2).
Exercice 19 : L’espace est muni d’un repére orthonormé (O;7; i Z:)

Déterminer une équation de la sphere de centre 2(1,0,1) et tangente au plan P d’équation
r+y+z—1=0.
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Exercice 20 : L’espace est muni d’un repére orthonormé (0;i;7; E)
‘ Reconnaitre les deux courbes données, et déterminer leur intersection :
@S:x2+y2+z2—2m+4y—62—11:0 et P:x—2y+2—2=0.
) S :ax?4+y?+22—20—-3=0 e Q:x4+y—22-2=0.
(QP:bx—2y=7 et P :-x+3y—z—1=0.

r=—142t
@S”:x2+y2+z2—2$—y—|—z—320 et  d:< y=2t teR
z=1—3t

[2] Soit Q le plan passant par A(1,—1,0) et dirigé par @(2,1,—1) et (1,4, 1).
Soit D la droite passant par B(1,—1,2) et dirigée par w(1,1,2).
Déterminer QN D.

VII.4| Intersection de deux spheres

Soient deux spheres .7 (2;R) et .#” (" ;R’) de centres distincts.

Alors :
ISNS+D < |[R—R|<d(Q;Q)<R+R"

Plus précisément :
Sid(92;9) =R+ R’ alors les deux spheres sont tangentes extérieurement.

Leur intersection est réduite a un point de (2Q).
Sid(Q;Q) =|R —R’| alors les deux spheéres sont tangentes intérieurement.

Leur intersection est réduite a un point de ().
Si|R—R’| <d(©;9) <R+ R’ alors les deux spheéres sont sécantes.

Leur intersection est un cercle d’axe (Q€").

|— Preuve:?mmwﬁgmuym;mety/(Q’;R’)dewmmm.

, X - > r 7y 7 less
Roons d = Q0 &Mmm&wmm(ﬁ,z,],@wz_dﬁﬁ.
@mw%ywwéﬂ*whml‘2+y2+z2 :R2et<5ﬁ/o,1w«wéﬂ;\wﬁmu(l’—d>2+y2+z2=R2.

S%ib.x,yetZde@héJb.@wq,:

2 2 2 _ 2 2 2 2 _ 2
M(m;y;z)éﬁﬂ&”@{ rHy +2 = R <:>{ vy 2 = R

> +y* +2° = R?

= R2 — R + d2

r = —
2d

&Ww&gqmwd&@mYﬂy/Mdd@wmyﬂ(@)w(ﬂ)gal;@e

. R-RZ4d?
2 2 2
O 4 (@; () = B };d*d’.
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Figure XXXII.23 - d(2;Q') >R+ R’.

Figure XXXII.24 - d(Q2;Q')=R+R’. Figure XXXII.27 - 0<d(Q2;Q') < |[R—R/|.

Figure XXXII.25 -
IR—R/|<d(Q;Q9)<R+R.

Figure XXXII.28 — Positions relatives de deux spheres.

On netrowse domnc, comme les dewcs condlen damn lo plam, len trois can dinfersection suisamt
‘I’\Kw/b
IR2 —R" + d?|

5 mmwwwmwam

SNS 4D = R-R|<d(Q:2)<R+R.

@efm,@mew&mmbdefom%@nw:
|R2_R/2+d2|
5d =R < [R—R/|=d oo R+R' =d.
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