Devoir en temps libre n°18 Pounr le 06/12

Variarles aléatoires

Un employé d’un centre d’appels doit joindre N personnes.

e Le premier jour, il appelle ces N personnes, chacune ayant une probabilité p € ]0; 1[ de répondre,
et ce de fagon indépendante des autres personnes. On note alors X; le nombre de personnes
ayant répondu ce premier jour.

e Le deuxieme jour, ’employé rappelle tous ceux qui n’ont pas répondu a son premier appel, mais
ne rappelle pas ceux qui ont déja répondu le premier jour. On suppose que la probabilité p de
répondre est inchangée. On note alors X, le nombre de personnes ayant répondu ce deuxieme
jour.

e [’employé, voulant suivre les directives du centre d’appels, est tenace : il rappelle le troisieme
jour tous ceux qui n’ont pas répondu lors des deux jours précédents et ainsi de suite...

e Il rappelle donc le jour n toutes les personnes n’ayant pas répondu les (n—1) jours précédents.
La probabilité de répondre est toujours de p pour chaque personne, et le fait de répondre est
indépendant des autres. On note X,, le nombre de personnes ayant répondu le jour n.

e Enfin, on note Z, le nombre total de personnes qui ont pu étre jointes durant les n premiers
jours.

On supposera que les variables aléatoires sont toutes définies sur un méme espace probabilisé
(Q,P).

Partie A. Les deux premiers jours

Al.  (5) Reconnaitre la loi suivie par X, (justifier).

Correction : X, comple le nombre de succen dans N népdlitions indénendanten (d‘w

@ En déduire 'ensemble des valeurs X, (Q2) ainsi que 'espérance et la variance de X;.

Correction : On en déduit que | X,(€) = [0;N], E(X,) = Np ot V(X,;) = Np(1 —p).|
A2. Soit i € [0; N].
(=) Sachant (X; = i), quelles sont les valeurs prises par X, ?

Correction : Jadant (X, = i) (Cesb-a dine, i pewsonnet onfs nénondu le premien joun)
Joimsi, Q%mﬂ@qmwrmXngcﬁmt(Xlzi)mbdmmmw[[O;N—iﬂ.

@ En déduire la loi conditionnelle de X, sachant (X; = i) en donnant les valeurs
P(X, = j | X; =) pour tout j € [0; N].
Correction : Soo,oﬁn/n,t( X, =), @@Wmﬁ()eqﬂeoib«mXQ m@@emmnﬂhedem(g%

WWW QQMJ WN—ZWWOLWWW@

Done, Qo,@obwndwownﬂedeXQw(ﬂamb(Xlzi)%b?/@@o&@wwmaﬁederaham@bimN—ietp.

o igrife -

N—i J P)N—i—j s N
P(Xy=3|X, =1) = <j>P(1p)N Je 0N —1]

0 bimon.
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(<) Conclure en donnant la loi du couple (X, Xj,).
Correction : eom/rme X1 (Q) = Xg(Q) = [[0; N]L £ba%d&w%@%uaﬂam0 [P(Xl = i,X2 = ])

Wtoub(i,j)E[[O;N]]?%mwd,?@Wm[mécédm@m@:
P(X, =i,Xy =j) =P(X; =) P(Xy = j | Xy =) <dé%mm¢'mwﬂa&mmdmmw&m

N i ) B i PR T N g
_ <i>p(lp)N ( j >p (1 p>N s j € [0; N —], (OLO’{W%’ (J%1m>et(ﬁ2&>
0

Partie B. Un cas particulier des deux premiers jours.

1
On suppose dans cette partie que N =2 et p = 3 On donne le tableau décrivant la loi de (X, X))

ci-dessous :
P(X, =i, X, = j) J
0 1 2
1 1 1
0 - - -
) 16 8 16
v 1 A A 0
2 A 0 0

B1. Que vaut A7
Correction : %mmd%vho@o&ﬂfe@d&wnbwhv L ona:

1 1 1 1
N+ —+-F+—=1 <= 3/\+1:1 — 3\ =

168" 16 = A=

1
1

e~ w

B2. Par un exemple de calcul de probabilité (qui ne renvoie pas la valeur 0), vérifier la cohérence
de ce tableau avec le résultat obtenu en ((<)).

Correction : e/wnrfe calleullons P(X; = 0,X, = 0) & Laide de (&) (en prenant N = 2 of
1

p:§)=

e qui MWW%WWW@@%&@@G@.

B3. Déterminer la loi de X, en justifiant soigneusement (un calcul littéral et numérique est
attendu).

Correction : Gomme X,(Q) = {0,1,2}, & vogil de cleden les wallewns P(X, = j) poun

je{0,1,2}.%ah@m&mw&&mm(%m&%mm@&mf
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menks ((X1 = i))1<i<3)f omn @ =

<

PX,=0)=PX; =0,X,=0)+P(X;, =1,X,=0)+P(X; =2,X, =0)
1 9
PXy=1)=PX;=0,Xy =) +P(X; =1,X; =1) +P(X; =2,X;, =1)
1 3
8+ 8
P(Xy=2)=P(X; =0,X, =2) +P(X; =1,X, =2) + P(X; =2,X, =2)
_1
-~ 16°

(@w—a—m@%ﬁ%&&bwmwmcﬂmm&w)m

J 0 1 2
. 9 3 1
P(Xy =j) 161381718

B4. Les variables aléatoires X; et X, sont-elles indépendantes ?
Correction : &W@WWWM%W@@@%@& (sommation det

. . j
P(X, =i,X, = P(X, =i
(X4 > =J) 0 1 9 (X )
0 LR S !
. 16 8 16 4
! 1 1 1 0 !
4 4 2
2 - 0 0 -
1 .
P(X, = j — 2 —
(X2 =) 6 | 8 | 16
11
GWMWW[P(Xl =2,X, =2) =04 P(X; = 2)P(X, = 2) = ;75 done| X, o X; ne sonk pan indépendantes.
B5. Calculer E(X,) et V(X,).
Correction : @‘WQ@&L@XQ,%@:
32 1
E(X,) [=0-P(X, = 0)+1-P(Xp =1+ 2 P(X, =2) = S+ 70 | = 5
3 4 5

[E(X%):OQ-[P(XQ:O)+12-P(X2:1)+22-[P(X2:2):§+1—6:§.

Fnaloment

= E(X3) — E(X,)? =

ool W

|
B~

Partie C. Les prémices de la loi de Z,,.

On revient au cas général ou N € N* et p € ]0;1].

C1. Sin € N*, exprimer Z,, en fonction des X,,.

Correction : ewwm/ezn%tgemmzheboboﬁdewmmdambnﬂmma Zn:X1+"'+X7L:ZXk"

k=1
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C2. Soit k > 2. Calculer P(X;, =0 X; =0,...,X,_; =0).

Correction : $ensnement Xy =0,....,X;,_,=0) mxa/rwgue que Wnlmw&b (k—1)
remienss jouns. Done, b, loi, conditionnelle de X, sadkant (X; =0,...,X, 1 = 0) esb lo loi binomicle

%(N,p) (mmo/rvn,e/mpjnt Ldynbﬂue lo? <JJ(9/ICL>) JU(X/nbAJJ

P(X,, =0[X; =0,...X, , =0)|= (ﬁ)p%—m“ =(1-p)N.

C3. En déduire que P(Z,, = 0) = (1 — p)"N pour tout n € N*.
Correction : W@wlmmd@nﬂmwwn&%eﬁw&m%m%

X, = )HD(XQ:O\Xl:0)...[P(Xn:0|x1:o,.. W1 =0) PAQMMW
—p)Nx (1 —p)N x..x(1—p)N
cg_ (1) diapen (62)

= (1—p)™ (m{ﬂt(f@ngam).

C4. Que vaut hm P(Z, =0)7

Cor‘re.oﬂor\: %Wu—p)Ne]—1;1[(m0<1—p<1mmmmmd@@@gmbm
@ = @™ sun J0; 1) on en déduik que ((1—p)™)" = (1—p)™ — 0 cest-a-dine| P(Z, =0) — 0.

n—+oo n—+oo

Partie D. Loi de Z,,.

D1. A laide de la question (@), montrer que pour tout (i,75) € [0; N]?,

N—i .
. . P =p)NT stz
P(Zo=jlZ,=1i)= (]—Z> ( )
0 sinon.
Correction : ﬂ’ma,é%mmdezletzz;
(P(Zy=j|Z,=4)] = PX +Xy=j|X, =i

= [P(X2:j_i|X1:i)

N—i\ . .

(, ,’>pﬂ(1—p)NJ 8 0<j—i<N—j
= j—Z
(©) 0

D2. Si j € [0;N], en déduire que :

P(Zy = j) =p’ (1 —p)*""% Z (T:Z) (T) (1—p)i—.
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D3. Simplifier ( =

Correction : $0<i<j<Nona:

(ij)(lf)_ (N — i)l Nl alG—d)! N (N
) G=iN= ) a(N=p! 51 (N=jlt | \j)

D4. En déduire que Z, ~ B(N,p,) ot p, = p(2 —p).

Correction : %ﬁé@md@mﬂu@bﬁm&vhé@éd@@madmgwjeﬂo;Nﬂz

(p(2—p)) (1 —p2—p)" " (con 1—p(2—p)=1—2p+p*=(1—p)?)

| p(1—py)NI (o0 py =p(2—p)).

@frv’l,ecoqvnaﬂ;d,cyrwwne Qob@&/nmnAaQ@deFu}w/rméfh%NethZp(Q—p).

On admet que, pour tout n € N*, on a Z,, ~ B(N,p,,) ou (p,,) est une suite de réels définie par
la relation de récurrence suivante :

pr=p et VneN, p,,=(1-pp,+p
D5. Déterminer une expression de p,, en fonction de p et de n.
Correction : 1 sagit dune suile Mmm%@mw Lo sollution %wn@/wﬂe de R'W
me%em(w%tVneN* Ps1 = (L= p)p,) esb domnse pan (A(L p))neN*meo)\GR(ume
m&mmvmﬁmgmmn@%t 1(on 1=(1—p)- 1+p)@mmﬂmd@@ﬁewﬁﬂm

wmdmw&mwﬁm@@uw&mwmwwm&m
AER G
CTAJ;@

VneN, p,=1+A1-—pm
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®’1'p1:p = p=14+ANl-p) <= A= —1 Fnalement

’VnelN*, p,=1—(1—p)™

D6. Retrouver le résultat de la question (C4.).
Correction : Comme Z, ~ B(N,p,), on o :
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