
1 Semaines 26 et 27

Nom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Prénom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : Convergence des séries de Riemann.

Exercice 1 : Déterminer la nature de la série de terme général (cos 1√
𝑛

)
𝑛

− 1√
𝑒

.

Exercice 2 : Soit 𝑓 ∶ ℝ3 ⟶ ℝ3

(𝑥, 𝑦, 𝑧) ⟼ (𝑦 + 𝑧, 𝑥 + 𝑦 + 𝑧, 𝑥)
.

1 Donner les images par 𝑓 des vecteurs de la base canonique de ℝ3.

2 Déterminer des bases de ker 𝑓 et Im 𝑓.

3 Soit 𝑢 = (0, −1, 1), 𝑣 = (1, 0, −1) et 𝑤 = (2, 3, 1). Montrer que (𝑢, 𝑣, 𝑤) est une base de ℝ3,
et déterminer les formules analytiques de 𝑓 dans cette base.

Exercice 3 : Soit A =
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 1 −1
−1 3 −1
−1 1 1

⎞⎟⎟⎟
⎠

et 𝑓 l’endomorphisme canoniquement associé à A.

1 Déterminer une base de ker (𝑓 − I𝑑) et de ker (𝑓 − 2I𝑑).

2 En déduire une base de ℝ3 dans laquelle la matrice Δ de 𝑓 est diagonale.

3 Calculer Δ𝑛, puis A𝑛 pour 𝑛 ∈ ℕ.
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2 Semaines 26 et 27

Nom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Prénom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : F est une base de E si, et seulement si matFE
(F ) est inversible.

Exercice 1 : Déterminer la nature de la série de terme général (1 + 2 + … + 𝑛)−𝛼.

Exercice 2 : On considère l’endomorphisme de ℝ2 𝑓 ∶ (𝑥, 𝑦) ↦ (−13𝑥 + 6𝑦, −9𝑥 + 8𝑦).
1 Déterminer sa matrice dans la base canonique ;

2 Soient 𝑢 = (1, 3) et 𝑣 = (2, 1).

Vérifier que (𝑢, 𝑣) est une base de ℝ2, et déterminer mat(𝑢,𝑣)(𝑓)

Exercice 3 : Soit 𝑓 ∈ L (E) de matrice A =
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 2 1
1 1 0
0 2 1

⎞⎟⎟⎟
⎠

dans la base ℬ = (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3).

1 Montrer que ℬ′ = (𝑒2, 𝑒1, 𝑒3) est une base de E.

2 Déterminer la matrice de 𝑓 dans la base ℬ′.
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3 Semaines 26 et 27

Nom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Prénom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : Théorème de comparaison pour les séries positives.

Exercice 1 : Déterminer la nature de la série de terme général ch 𝑛
ch (2𝑛)

.

Exercice 2 : Soit 𝑓 ∶ ℝ3[X] ⟶ ℝ3[X]

P ⟼ P − P′

.

1 Montrer que 𝑓 est un endomorphisme de E.

2 Déterminer la matrice de 𝑓 dans la base canonique de ℝ3[X].

3 𝑓 est-il un isomorphisme ?

Exercice 3 : Soit E = ℝ𝑛 de base ℬ = (𝑒1, ⋯ , 𝑒𝑛).

On considère 𝑓 ∈ L (E) de matrice A =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝛼 (𝛽)
⋱

(𝛽) 𝛼

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

dans la base ℬ.

1 Soit ℬ′ = (𝑒′
1, ⋯ , 𝑒′

𝑛) où 𝑒′
𝑖 =

𝑖
∑
𝑘=1

𝑒𝑘. Montrer que ℬ′ est une base de E.

2 Déterminer la matrice de 𝑓 dans la base ℬ′.
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4 Semaines 26 et 27

Nom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Prénom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : Si 𝑓 ∈ L (E, F) et 𝑥 ∈ E, matBF
(𝑓(𝑥)) = matBE,BF

(𝑓) matBE
(𝑥).

Exercice 1 : Déterminer la nature de la série de terme général 1
(5𝑛

2𝑛)
.

Exercice 2 : Soit 𝑓 ∈ L (ℝ3) de matrice A =
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 2 1
1 1 0
0 2 1

⎞⎟⎟⎟
⎠

dans la base canonique.

Y a-t-il une base dans laquelle la matrice de 𝑓 est B =
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 0 2
1 1 2
0 1 1

⎞⎟⎟⎟
⎠

?

Exercice 3 : Soit E un espace de dimension finie. Montrer que la trace d’un projecteur est son
rang.
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5 Semaines 26 et 27

Nom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Prénom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : Comparaison série-intégrale.

Exercice 1 : Déterminer la nature de la série de terme général 𝑢𝑛 = 𝑛 1
𝑛 − 𝑛 1

𝑛+1 .

Exercice 2 : La famille suivante de ℝ4 est-elle libre ou liée ? Fournir des relations de dépendance
linéaire quand des relations existent.
(𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) où 𝑒1 = (3, 0, 1, −2), 𝑒2 = (1, 5, 0, −1) et 𝑒3 = (7, 5, 2, 1).

Exercice 3 : Soit E = 𝕂𝑛[X]. 𝑢 est l’endomorphisme de E défini par :

∀P ∈ E, 𝑢(P) = P(X + 1) − P.

1 Déterminer ker𝑢 et Im𝑢.

2 Déterminer explicitement une base dans laquelle la matrice de 𝑢 est
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 0 … 0
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮

⋱ 0
⋮ ⋱ 1
0 … … 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.
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6 Semaines 26 et 27

Nom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Prénom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : L (E, F) est isomorphe à M𝑛,𝑝(𝕂).

Exercice 1 : Déterminer la nature de la série de terme général (√𝑛2 + 𝑛 − 𝑛)
𝑛
.

Exercice 2 : La famille suivante de ℝ4 est-elle libre ou liée ? Fournir des relations de dépendance
linéaire quand des relations existent.
(𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4) où 𝑒1 = (1, 1, 1, 1), 𝑒2 = (1, 1, 1, −1), 𝑒3 = (1, 1, −1, 1) et 𝑒4 = (1, −1, 1, 1).

Exercice 3 : Soient E, F, G des espaces de dimension finie. On considère 𝑓 ∈ ℒ(E, F) et
𝑔 ∈ ℒ(F, G).
Montrer que

Im 𝑓 = ker 𝑔 ⟺ {𝑔 ∘ 𝑓 = 0
rg (𝑓) + rg (𝑔) = dim F.
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7 Semaines 26 et 27

Nom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Prénom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : Convergence des séries de Riemann.

Exercice 1 : Déterminer la nature de la série de terme général :

(cos 1√
𝑛

)
𝑛

− 1√
𝑒

.

Exercice 2 : La famille suivante de ℝ4 est-elle libre ou liée ? Fournir des relations de dépendance
linéaire quand des relations existent.
(𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4) où 𝑒1 = (0, 0, 1, 0), 𝑒2 = (0, 0, 0, 1), 𝑒3 = (1, 0, 0, 0) et 𝑒4 = (0, 1, 0, 0).

Exercice 3 : La famille suivante de ℝ4 est-elle libre ou liée ? Fournir des relations de dépendance
linéaire quand ces relations existent.
(𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4) où 𝑒1 = (2, −1, 3, 1), 𝑒2 = (1, 1, 1, 1), 𝑒3 = (4, 1, 5, 3) et 𝑒4 = (1, −2, 2, 0).
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8 Semaines 26 et 27

Nom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Prénom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : F est une base de E si, et seulement si matFE
(F ) est inversible.

Exercice 1 : Déterminer la nature de la série de terme général :

𝑒 − (1 + 1
𝑛

)
𝑛

.

Exercice 2 : La famille suivante de ℝ4 est-elle libre ou liée ? Fournir des relations de dépendance
linéaire quand des relations existent.
(𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4) où 𝑒1 = (2, −1, 3, 1), 𝑒2 = (1, 1, 1, 1), 𝑒3 = (4, 1, 5, 3) et 𝑒4 = (1, −2, 2, 0).

Exercice 3 : Soit ℬ = (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) une base de E.
1 On pose ℬ′ = (𝑒1 + 2𝑒2 + 𝑒3, 𝑒1 + 2𝑒2 + 2𝑒3, 𝑒2 + 2𝑒3). Montrer que ℬ′ est une base de E.

2 Soit 𝜙 l’endomorphisme de E tel que matℬ(𝜙) =
⎛⎜⎜⎜
⎝

5 −4 2
14 −10 4
16 −10 3

⎞⎟⎟⎟
⎠

. Déterminer matℬ′(𝜙).
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9 Semaines 26 et 27

Nom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Prénom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : Théorème de comparaison pour les séries positives.

Exercice 1 : Déterminer la nature de la série de terme général :

(1 + 2 + … + 𝑛)−𝛼 .

Exercice 2 : Déterminer ker 𝑓𝑖 et Im (𝑓)𝑖.
En déduire si 𝑓𝑖 est injective, surjective, bijective.

𝑓1 ∶ ℝ2 → ℝ2, 𝑓1(𝑥, 𝑦) = (2𝑥 + 𝑦, 𝑥 − 𝑦)

Exercice 3 : Soit 𝑓 ∶ ℂ3[X] ⟶ ℂ3[X]

P ⟼ 1
2

X2P″ − XP′ + P

.

1 Déterminer Im 𝑓 et ker 𝑓.

2 Montrer que ℂ3[X] = Im 𝑓 ⊕ ker 𝑓.

3 Quelle est la nature de 𝑓 ?

4 Déterminer la matrice de 𝑓 dans la base canonique.
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10 Semaines 26 et 27

Nom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Prénom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : Si 𝑓 ∈ L (E, F) et 𝑥 ∈ E, matBF
(𝑓(𝑥)) = matBE,BF

(𝑓) matBE
(𝑥).

Exercice 1 : Déterminer la nature de la série de terme général :

ch 𝑛
ch (2𝑛)

.

Exercice 2 : Déterminer ker 𝑓𝑖 et Im (𝑓)𝑖.
En déduire si 𝑓𝑖 est injective, surjective, bijective.

𝑓2 ∶ ℝ3 → ℝ3, 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2𝑥 + 𝑦 + 𝑧, 𝑦 − 𝑧, 𝑥 + 𝑦)

Exercice 3 : Soient 𝑏1 = (1, 1, 2), 𝑏2 = (−2, −1, 3), et 𝑏3 = (0, −3, −1).
On note F = vect (𝑏1, 𝑏2) et G = vect (𝑏3).

1 Montrer que ℬ = (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) est une base de ℝ3.

2 Que peut-on en déduire pour F et G ?

3 Soit 𝑝 le projecteur sur F parallèlement à G. Déterminer la matrice M de 𝑝 dans la base ℬ

4 En déduire la matrice N de 𝑝 dans la base canonique ℰ de ℝ3.
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11 Semaines 26 et 27

Nom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Prénom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : Comparaison série-intégrale.

Exercice 1 : Déterminer la nature de la série de terme général :

sin ( 1
𝑛 ) .

Exercice 2 : Déterminer ker 𝑓𝑖 et Im (𝑓)𝑖.
En déduire si 𝑓𝑖 est injective, surjective, bijective.

𝑓3 ∶ ℝ2 → ℝ4, 𝑓3(𝑥, 𝑦) = (𝑦, 0, 𝑥 − 7𝑦, 𝑥 + 𝑦)

Exercice 3 : Soit E un espace de dimension finie. Montrer que la trace d’un projecteur est son
rang.
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12 Semaines 26 et 27

Nom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Prénom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : L (E, F) est isomorphe à M𝑛,𝑝(𝕂).

Exercice 1 : Déterminer la nature de la série de terme général :

1
𝑛 ln 𝑛

pour 𝑛 ⩾ 2.

Exercice 2 : Déterminer ker 𝑓𝑖 et Im (𝑓)𝑖.
En déduire si 𝑓𝑖 est injective, surjective, bijective.

𝑓4 ∶ ℝ3[X] → ℝ3, 𝑓4(P) = (P(−1), P(0), P(1))

Exercice 3 : Soit 𝑓 ∶ ℝ3 ⟶ ℝ3

(𝑥, 𝑦, 𝑧) ⟼ (𝑦 + 𝑧, 𝑥 + 𝑦 + 𝑧, 𝑥)
.

1 Donner les images par 𝑓 des vecteurs de la base canonique de ℝ3.

2 Déterminer des bases de ker 𝑓 et Im 𝑓.

3 Soit 𝑢 = (0, −1, 1), 𝑣 = (1, 0, −1) et 𝑤 = (2, 3, 1). Montrer que (𝑢, 𝑣, 𝑤) est une base de ℝ3,
et déterminer les formules analytiques de 𝑓 dans cette base.
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13 Semaines 26 et 27

Nom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Prénom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : Convergence des séries de Riemann.

Exercice 1 : Déterminer la nature de la série de terme général :

1
𝑛𝛼 ln𝛽 𝑛

Exercice 2 : On considère l’endomorphisme de ℝ2 𝑓 ∶ (𝑥, 𝑦) ↦ (−13𝑥 + 6𝑦, −9𝑥 + 8𝑦).
1 Déterminer sa matrice dans la base canonique ;

2 Soient 𝑢 = (1, 3) et 𝑣 = (2, 1).

Vérifier que (𝑢, 𝑣) est une base de ℝ2, et déterminer mat(𝑢,𝑣)(𝑓)

Exercice 3 : Soit ℬ = (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) une base de E.
1 On pose ℬ′ = (𝑒1 + 2𝑒2 + 𝑒3, 𝑒1 + 2𝑒2 + 2𝑒3, 𝑒2 + 2𝑒3). Montrer que ℬ′ est une base de E.

2 Soit 𝜙 l’endomorphisme de E tel que matℬ(𝜙) =
⎛⎜⎜⎜
⎝

5 −4 2
14 −10 4
16 −10 3

⎞⎟⎟⎟
⎠

. Déterminer matℬ′(𝜙).
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14 Semaines 26 et 27

Nom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Prénom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : F est une base de E si, et seulement si matFE
(F ) est inversible.

Exercice 1 : Déterminer la nature de la série de terme général :

𝑛!
𝑛𝑛 .

Exercice 2 : Soit (𝑎𝑛) une suite d’éléments de ℝ∗
+ telle que S𝑛 =

𝑛
∑
𝑘=0

𝑎𝑘 diverge.

Pour 𝑛 ∈ ℕ, on pose 𝑢𝑛 = 𝑎𝑛
S𝑛

. Déterminer la nature de la série ∑ 𝑢𝑛.

Exercice 3 : Soit A =
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 1 −1
−1 3 −1
−1 1 1

⎞⎟⎟⎟
⎠

et 𝑓 l’endomorphisme canoniquement associé à A.

1 Déterminer une base de ker (𝑓 − I𝑑) et de ker (𝑓 − 2I𝑑).

2 En déduire une base de ℝ3 dans laquelle la matrice Δ de 𝑓 est diagonale.

3 Calculer Δ𝑛, puis A𝑛 pour 𝑛 ∈ ℕ.
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15 Semaines 26 et 27

Nom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Prénom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : Théorème de comparaison pour les séries positives.

Exercice 1 : Déterminer la nature de la série de terme général :

𝑛𝛼(ln 𝑛)𝑛

𝑛!
.

Exercice 2 : On considère la suite (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ définie par :

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 = 𝑛𝑛𝑒−𝑛√
𝑛

𝑛!
.

1 Donner la nature de la série de terme général 𝑣𝑛 = ln (
𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

).

2 En déduire l’existence d’un réel 𝑘 > 0 tel que :

𝑛! ∼
𝑛→+∞

𝑘
√

𝑛 𝑛𝑛

𝑒𝑛 .

Exercice 3 : Soit 𝑓 ∈ ℒ(ℝ3) de matrice A =
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 2 1
1 1 0
0 2 1

⎞⎟⎟⎟
⎠

dans la base canonique.

Y a-t-il une base dans laquelle la matrice de 𝑓 est B =
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 0 2
1 1 2
0 1 1

⎞⎟⎟⎟
⎠

?
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16 Semaines 26 et 27

Nom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Prénom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : Si 𝑓 ∈ L (E, F) et 𝑥 ∈ E, matBF
(𝑓(𝑥)) = matBE,BF

(𝑓) matBE
(𝑥).

Exercice 1 : Déterminer la nature de la série de terme général :

1
(5𝑛

2𝑛)
.

Exercice 2 : Déterminer la nature de la série de terme général (√𝑛2 + 𝑛 − 𝑛)
𝑛
.

Exercice 3 : Soit 𝑓 ∈ ℒ(E) de matrice A =
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 2 1
1 1 0
0 2 1

⎞⎟⎟⎟
⎠

dans la base ℬ = (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3).

1 Montrer que ℬ′ = (𝑒2, 𝑒1, 𝑒3) est une base de E.

2 Déterminer la matrice de 𝑓 dans la base ℬ′.
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17 Semaines 26 et 27

Nom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Prénom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : Comparaison série-intégrale.

Exercice 1 : Soit 𝑓 ∶ ℝ2 ⟶ ℝ2

(𝑥, 𝑦) ⟼ (2𝑥 + 𝑦, 𝑥 − 𝑦)

Déterminer une base du noyau et de l’image de 𝑓 et en déduire si 𝑓 est injective, surjective, bijective.

Exercice 2 : Soit (𝑎𝑛) une suite d’éléments de ℝ∗
+ telle que S𝑛 =

𝑛
∑
𝑘=0

𝑎𝑘 diverge.

Pour 𝑛 ∈ ℕ, on pose 𝑢𝑛 = 𝑎𝑛
S𝑛

. Déterminer la nature de la série ∑ 𝑢𝑛.

Exercice 3 : Soit E = ℝ𝑛 de base ℬ = (𝑒1, ⋯ , 𝑒𝑛).

On considère 𝑓 ∈ ℒ(E) de matrice A =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝛼 (𝛽)
⋱

(𝛽) 𝛼

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

dans la base ℬ.

1 Soit ℬ′ = (𝑒′
1, ⋯ , 𝑒′

𝑛) où 𝑒′
𝑖 =

𝑖
∑
𝑘=1

𝑒𝑘. Montrer que ℬ′ est une base de E.

2 Déterminer la matrice de 𝑓 dans la base ℬ′.
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Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : L (E, F) est isomorphe à M𝑛,𝑝(𝕂).

Exercice 1 : Soit E un espace vectoriel et soient E1 et E2 deux sous-espaces vectoriels de dimen-
sion finie de E, on définit l’application 𝑓∶ E1 × E2 → E par 𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1 + 𝑥2.

1 Montrer que 𝑓 est linéaire.

2 Déterminer le noyau et l’image de 𝑓.

3 Que donne le théorème du rang ?

Exercice 2 : Soit (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ∗ une suite strictement positive. On pose 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛
∏𝑛

𝑘=1(1 + 𝑢𝑘)
.

1 Déterminer la somme T𝑛 = 𝑣1 + 𝑣2 + ⋯ + 𝑣𝑛, en fonction de P𝑛 =
𝑛

∏
𝑘=1

(1 + 𝑢𝑘).

2 Montrer que la série ∑ 𝑣𝑛 converge.

3 Montrer que :
+∞

∑
𝑛=1

𝑣𝑛 = 1 ⟺ ∑ 𝑢𝑛 diverge.

Exercice 3 : Soient 𝑏1 = (1, 1, 2), 𝑏2 = (−2, −1, 3), et 𝑏3 = (0, −3, −1).
On note F = vect (𝑏1, 𝑏2) et G = vect (𝑏3).

1 Montrer que ℬ = (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) est une base de ℝ3.

2 Que peut-on en déduire pour F et G ?

3 Soit 𝑝 le projecteur sur F parallèlement à G. Déterminer la matrice M de 𝑝 dans la base ℬ

4 En déduire la matrice N de 𝑝 dans la base canonique ℰ de ℝ3.
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