]_ Semaines 26 et 27

Séries et Matrices d’applications linéaires |

Question de cours : Convergence des séries de Riemann.

f 4 : - L 1\" 1
Exercice | : Déterminer la nature de la série de terme général | cos — | — —=.
vn NG
n
cos L) L L nmeos k1 ni(i-da (L)) 2
Vn Ve

Correction :

@m%m(amwﬁaﬂg@w.

Exercice 2 : Soit f: R? — R3
(x,y,2) +— (Y+zzx+y+z2)
Donner les images par f des vecteurs de la base canonique de R3.
Déterminer des bases de ker f et Im f.

Soit u = (0,—1,1), v = (1,0,—1) et w = (2,3,1). Montrer que (u,v,w) est une base de R3,
et déterminer les formules analytiques de f dans cette base.

1 1 -1
Exercice 3 : Soit A=| -1 3 —1]| et f’endomorphisme canoniquement associé & A.
-1 1 1

Déterminer une base de ker (f — Id) et de ker (f — 2Id).
|z| En déduire une base de R? dans laquelle la matrice A de f est diagonale.
Calculer A", puis A™ pour n € N.
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2 Semaines 26 et 27

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : .7 est une base de E si, et seulement si matg_(F) est inversible.

Exercice | : Déterminer la nature de la série de terme général (1 + 2+ ... +n) “.
- a ny * 2o
Correction : (142+...+n) * = <"(”2+)) ~
n 83

%m(amw)wm&w&mma>é

Exercice 2 : On consideére 'endomorphisme de R? f: (z,y) — (—132 + 6y, —9x + 8y).
Déterminer sa matrice dans la base canonique;;
Soient u = (1,3) et v = (2,1).

Vérifier que (u,v) est une base de R?, et déterminer mat, ) (f)

Exercice 3 : Soit f € Z(E) de matrice A = dans la base B = (e, €9, €3).

S~
N =N
_ o

Montrer que B’ = (e, eq, e5) est une base de E.
|z| Déterminer la matrice de f dans la base B’.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier ﬂ
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3 Semaines 26 et 27

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : Théoréme de comparaison pour les séries positives.

. h
Exercice | : Déterminer la nature de la série de terme général _an_
ch (2n)
. hn <
Correction : —— ~ -Z = ¢ Donc b, sénie (& G :
8 ch (2n) aw = C onc o, nénie (& % com/u@uae

2

Exercice 2 : Soit f: Ry[X] — R,[X]
P +— P-P
Montrer que f est un endomorphisme de E.
Déterminer la matrice de f dans la base canonique de Rs[X].
f est-il un isomorphisme ?

Exercice 3 : Soit E = R" de base B = (e;,-,¢e,).
o (8)

On considere f € Z(E) de matrice A = dans la base B.
(8) o

i
Soit B’ = (e}, e;,) ol e = Zek. Montrer que B’ est une base de E.
k=1
|z| Déterminer la matrice de f dans la base B’.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier ﬂ PTSI



4: Semaines 26 et 27

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : 9i f € Z(E,F) et v € E,matg (f(z)) = maty_ 4 (f)maty (z).

. 1
Exercice | : Déterminer la nature de la série de terme général —(5n) .
2n

1 5n)!
Rsons U, o %
oy (2n)!(3n)!
(5n+5)!

{
Upry  Enr2lGEni3)  (5n+5)(5n+4)(5n + 3)(5n +2)(5n + 1) 55
)N

u, O T 2n+2)2n+ 1)(3n+3)(B3n+2)(3n+ 1) 2233

n (2n)!(3n)!

@m@am(@mww%)@)

Correction :

<1

1 1
Exercice 2 : Soit f € Z(R3) de matrice A = | 1 0
0 1

F. PUCCI Lycée Jules Garnier il PTSI



4: Semaines 26 et 27

Exercice 3 : Soit E un espace de dimension finie. Montrer que la trace d’un projecteur est son
rang.

Correction : ?mbpmwmdeE.%pzo,@L(p):h%(p)ZOetm,p:IdE,
Gulp) =ng(p) =n.

@oﬁéwwn@p%tmrwwm%reﬂl,n—lﬂ,Gncﬂmmme@aied:EBWE&}
0o - .

meMmE:?m(p)@gm(p).@amboewe@ob@?@nmbmdep&éout Fo 0

o lo nombre de 1 st dim(Im(p)) = r. Mois dlors Gulp) = r.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier il PTSI



5 Semaines 26 et 27

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : Comparaison série-intégrale.

Exercice | : Déterminer la nature de la série de terme général u,, = nn —nw.

= e n — entl
Correction : = et — et (mate(3)
et elnpee(ly)

In _lnn Inn
= e% |:1 — e n2 +°( n2 )j|

Innlnn Inn 1
one u, ~en — ~— =o|— |

n n2 n

M%ma@@%wﬁ%un coaw@xae@o«w Zu” cowue)ua,e

3
2

Exercice 2 : La famille suivante de R* est-elle libre ou liée ? Fournir des relations de dépendance
linéaire quand des relations existent.

(e1,€q9,€3) 0 e = (3,0,1,—2), e5 = (1,5,0,—1) et e5 = (7,5,2,1).
Correction : EE(L malrice de QCL Ko/m»@ﬂe (61762763) dans Qa/ @abe W de R* ent

3 1 7
0 5 5
1 0 2
-2 -1 1

E%MMWMWMWA61+M62+W3:O&WAJuetugm/mmutwm
0 5 O
medenmmA:( 1 0 2)

—2 -1 1
&W%Md@mmmmwmmm
deb(A) = —10 — 2 x 10 = —30 # 0.

e boub—mdbbémw etb de Bramen b admet donc @'wruﬂwe solution (A, p,v) = (0,0,0). P suile, b

gmm-% (e1,€q,€3) bk Uilre.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier il
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5 Semaines 26 et 27

Exercice 3 : Soit E = K, [X]. u est "'endomorphisme de E défini par :
VP € E, u(P) = P(X +1) — P.

Déterminer keru et Imu.

0 1 0 0

E Déterminer explicitement une base dans laquelle la matrice de u est 0
1

0 0

Correction :
ummfﬂﬁ)muw%maMPwmw&(m@Wme&wu(P)%L
um[\o@j/néﬁnededgca/ﬁémvﬂq@n.
°&Wmmmmu.%wwm,MPm4@md@ﬁmum
Q=P —P(0).
?MR%\O&%M P(0) = P(1) =P(2) = ... b donc 0, 1, 2 4..MdmmmdeQ.fPuWQe
WQW@de&WQ%Lmuﬂd:de:P(O)etPe[Ko[X].M
Renu = K, [X].
°MM@'W&&MMWn%uz(nﬂ)—l:n.ﬂ)'mMMP%tm
K,[X], P(X+1)—P etk dams K, ;[X] (bLotn/I\obePzanX"—F...,?ewe%Aam&deX" dans
u(P) etk a, —a, =0).
En nesums, Tmu C K, 1[X] ef dimdmu = dimK,,_;[X] < 400 e done Imu =R, [X].

Rernu = Ky[X] et T = K, [X].

@de@PozletaumdePlzXo[uL«»éu%'emt@wmu(PO)zoetu(Pl):PO.
Growsons, P, = aX2+bXbe@c1ueu(P2) = P, ({Q,ebbcﬂoﬂbﬁueb,{,d.e%(P) > 1,
deg(u(P)) = deg(P) — 1 et d'autne pont; les consbantes sonk inutiles can Renu = Ky[X])

1
u(Py) =Py & a(X+1)?2+b(X+1)—aX?—bX = X & (2a—1)X+a+b=0&a = 3 &t b=—a

On, prend Py = %(XQ —X) = %X(X— 1).
Growsons, Py = aX3 4 bX2 + X tel) que u(Py) = P,.

1 1
u(Py) =P, < a(X+1P3 +b(X+ 1) +e(X+1) —aX? —bX? — X = 5X2 —5X

1 1
= <3a—§>X2+<3a+2b—§>X+a+b+c:0

1 1 1
= ebb=—Zcc=-.
< a 6 B C 3

On, prond, Py = %(X3 —3X?%+2X) = %X(X— 1)(X —2).

legkgn Pk:EH(X—z‘).?mlgkgn—L

F. PUCCI Lycée Jules Garnier ll PTSI



5 Semaines 26 et 27

w(Ppi1) =

b 1 & 1
HOX—i-l—z T !H(x—i)zi!(()u) (X—k) ]

/{:
1k
- (X*Z) Pk'
k =0

éhelonnés de K, [X] &dmw?@@wm% (Pr)ocnen ook une base de K,[X].
@a/n@erJe@obe,?@mobMoed@UmQ@Kaﬂ/mdéﬁUbé@.

%@e@Pk)nggmwa\Wwde@n+lzdymﬂ<n[X]Po&dm&me@dede%r@u

F. PUCCI Lycée Jules Garnier il
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6 Semaines 26 et 27

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : Z(E,F) est isomorphe a A, ,(K).

. n
Exercice | : Déterminer la nature de la série de terme général (\/ n2+n— n) )

(VeE ¥ —n

n n n
) a (\/n2 +n+n)
B 1
(,/1 +2+ 1)
_ e—nln(,/1+%+1

Correction : ol
_ e—n,ln(2+ﬁ+°(ﬁ))
_ e—n[1n2+ln(1+ﬁ+°(%)ﬂ

54—  \" 1 1
@wemcohe()é( n2—|—n—n) Z—nQan
(w/1+%+1>

Exercice 2 : La famille suivante de R* est-elle libre ou liée ? Fournir des relations de dépendance
linéaire quand des relations existent.

(e1,€q,€3,€64) Ol 67 = (1,1,1,1), e, = (1,1,1,—1), e5 = (1,1,
Correction :

—1,1) et e, = (1,—1,1,1).

11 1 1 11 1 1
11 1 -1 0 0 0 -2 .
L1 =lo 0 2 o |(ew2<i<4LiecLi-L)
1 -1 1 1 0 -2 0 0
0 -2
=l 0 -2 0 |=-8+0.
-2 0 0

@m&»@wmﬁ@e (e1,€q,€3,€4) ebtwnega/wﬂe&ﬂne(etdmowne@omdeE)

F. PUCCI Lycée Jules Garnier il
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Semaines 26 et 27

Exercice 3 :
g€ L(F,QG).

Montrer que

Soient E,F,G des espaces de dimension finie. On considere f € L(E,F) et

Im f=kerg < {

gef=0
rg (f) +1g(g) = dimF.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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7 Semaines 26 et 27

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : Convergence des séries de Riemann.

Exercice | : Déterminer la nature de la série de terme général :

o) -

Correction :

N

n
COS ——— o L _ enlncosﬁ - 67% _ enln(l—i—o—ﬁﬁ-o(ﬁ)) e
\/E

@m?am(dmné%oﬂgu)dﬂu@%&

Exercice 2. : La famille suivante de R* est-elle libre ou liée ? Fournir des relations de dépendance
linéaire quand des relations existent.

(e1,€q,€3,€64) Ol €5 = (0,0,1,0), e5 = (0,0,0,1), e3 = (1,0,0,0) et e, = (0, 1,0,0).
Correction : J\rofofnb, (ul,u2,u3,u4) lo base oommwctue de R

go/ ga/rm% (61762763764) = (u3,u4,u1,u2) a méme ’w/nxa, crue Qo/ @a/rrvﬂ),@ (ul,u27u37u4) cenb-&-dire
4. SEQ’ Kamw?ﬂe (61762763,64) eal done wne @abe de R%.

1 2 4 1
Eo,mubmdeg@@om%(e%el,e&eddwmga@abewde R* onk 1 _31 é —22
1 1 3 0

emﬂmaﬂmw%%mm

10 0 0

1 -3 -3 =3

11 1 1 (e5 =€, — 26y g =e3 —4ey b €7 =4 —€5)
1 -1 -1 -1

10 0 0

1 -3 0 0

1 1 10 0 (es = €5 —e5 b eg = €7 — €5

1 -1 0 0

F. PUCCI Lycée Jules Garnier 11 I PTSI



7 Semaines 26 et 27

go,mabmd/—debbubebtd;ew\;%z

Exercice 3 : La famille suivante de R* est-elle libre ou liée ? Fournir des relations de dépendance
linéaire quand ces relations existent.

(61762a €3, 64) ou € = (27 -1,3, 1)7 € = (17 1,1, 1)7 €3 = (4a 17573) et ey = (17 -2, 270)
Correction : $o mabuice de la @cvm»%e (eg,€q,€5,64) domn lo base ou/wn,«cTue de R* ent

1 2 4 1
1 -1 1 =2
1 3 5 2 ’
11 3 0
Cette matrice a méme los, matrices suisambes
’LQ/T\% Ct/\b@
1 0 0 0
1 -3 -3 -3
11 1 1 (e5 =€, — 26y €5 =€5—4dey b €7 = €4 — €5)
1 -1 -1 -1
10 0 0
1 =3 0 0
1 1 0 0 (esfeﬁ es b eg = ey 65)
1 -1 0 O

To matrice ci-devsusy enl de nang 2.

%%%ﬂd@m@m@d@%@amj%(el,e%e&eﬁw@bbejmrnhﬁm&m&ée.&/m%bédegmwm@m
co@cvn/n,e@oumv;t0268266—65:(63—462)—(61—262)2—61—262+63d:dmw63=€1+262.
Saml%réde@o,wmw@owne@o«m0:69:67—65:(64—82)—(61—282):e4—|—62—61

eid,(yrwe4:€1—€2.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier 12 I PTSI



8 Semaines 26 et 27

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : .7 est une base de E si, et seulement si matgz_(F) est inversible.

Exercice | : Déterminer la nature de la série de terme général :

1 n
e—<1+—> .
n

Correction :

@m%m(ab@vm@b%@)&w%e

Exercice 2. : La famille suivante de R* est-elle libre ou liée ? Fournir des relations de dépendance
linéaire quand des relations existent.

(e1,€q,€3,64) Ol ] = (2,—1,3,1), e, = (1,1,1 1) 63— (4,1,5, 3) et ey = (1,-2,2,0).
Correction : &go/wuﬂ@e%tdenom% 2 lice.
Efaww%téde@q/bwmwgwnmegoummb0268=€6—e5=(63—462)—(61—262)2—61—262+€3
el domc €3 = e + 2e,.

f@mf&mmhwmﬁwwgommo_eg_@ = (e, —ey) — (6] —2e5) = €4+ €5 — €

el donc €, =¢; —

F. PUCCI Lycée Jules Garnier 13 I

PTSI



Semaines 26 et 27

Exercice 3 : Soit B = (e;, ey, e3) une base de E.
On pose B’ = (e; + 2e, + €5, €1 + 2e45 + 2e4, €5 + 2€3).

5

Soit ¢ I’'endomorphisme de E tel que matg(¢) = | 14

16

Montrer que B’ est une base de E.
—4 2

—10 4 |. Déterminer matg (¢).
—10 3

F. PUCCI Lycée Jules Garnier

PTSI



9 Semaines 26 et 27

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : Théoréme de comparaison pour les séries positives.

Exercice | : Déterminer la nature de la série de terme général :
(1+2+..+n)".

UESAR

Correction : (1+2+..+n) " :< 5

n2a .

&m(amw&)wmiwua>é

Exercice 2 : Déterminer ker f; et Im (f)

i

En déduire si f; est injective, surjective, bijective.

fl : |R2 - |R2a fl(xay) = (2x+y,x—y)

Exercice 3 : Soit f: C4[X] — C4[X]
1
P — §X2P” —XP'+P
Déterminer Im f et ker f.
|zl Montrer que C4[X] = Im f @ ker f.
Quelle est la nature de f7

Déterminer la matrice de f dans la base canonique.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier 15 I PTSI



]_ O Semaines 26 et 27

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : i f € Z(E,F) et z € E,matgy (f(z)) = maty_ 4 (f)matg ().

Exercice | : Déterminer la nature de la série de terme général :

chn
ch(2n)’

en
chn 5

ch (2n) ~oe = e™". Donc lo sénie <d/ (C% coﬁvu@uae

2

Correction :

Exercice 2 : Déterminer ker f; et Im (f)

i

En déduire si f; est injective, surjective, bijective.

f2 : |R3 _)IR?’a fQ(xvyaz) = (2$+y+z,y—z,m+y)

Exercice 3 : Soient b; = (1,1,2), by = (—2,—1,3), et by = (0,—3,—1).
On note F = vect (by,by) et G = vect (bg).
Montrer que B = (b, by, by) est une base de R3.
Que peut-on en déduire pour F et G?
Soit p le projecteur sur F parallelement & G. Déterminer la matrice M de p dans la base B
En déduire la matrice N de p dans la base canonique & de R3.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier 16 I PTSI



]_ ]_ Semaines 26 et 27

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : Comparaison série-intégrale.

Exercice | : Déterminer la nature de la série de terme général :

sin(%).

Exercice 2 : Déterminer ker f; et Im (f)

i

En déduire si f; est injective, surjective, bijective.

f3 : |R2 _>|R4a f3($ay) :<y707$—7y71’+y)

Exercice 3 : Soit E un espace de dimension finie. Montrer que la trace d’un projecteur est son
rang.

Correction : %«'LpumWwdeE.%p:O,tm(p)z'ua,(p)=0etm,p=IdE,
‘Cw(p):*ﬁ(p):n-
@ohp&nnmml?,pebbumrho&ecb%@dehmu%TEﬂl;nfl]].GmcﬂoimLu/ne@omdeEﬂadn/[\béed,@@
1 0 .0
0 - :
MM%E:jm<p)@ggb<p)@mcdxe@ob@?mmdepbm S 0

o lo nombre de 1 et dim(Tm(p)) = r. Mais alors Tu(p) = 1.

&meuma'mwmmm%

F. PUCCI Lycée Jules Garnier 17 I PTSI



]_ 2 Semaines 26 et 27

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : Z(E,F) est isomorphe a 4, ,(K).

Exercice | : Déterminer la nature de la série de terme général :

pour n > 2.
nlnn

Exercice 2 : Déterminer ker f; et Im (f)

i

En déduire si f; est injective, surjective, bijective.

fa: Rg[X] = R?, f4(P) = (P(—1),P(0),P(1))

Exercice 3 : Soit f: R? — R3
(z,9,2) — (W+zzt+y+za)
Donner les images par f des vecteurs de la base canonique de R3.
Déterminer des bases de ker f et Im f.

Soit u = (0,—1,1), v = (1,0,—1) et w = (2,3,1). Montrer que (u,v,w) est une base de R?,
et déterminer les formules analytiques de f dans cette base.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier 18 I PTSI



]_ 3 Semaines 26 et 27

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : Convergence des séries de Riemann.

Exercice | : Déterminer la nature de la série de terme général :

1

nen®n

Exercice 2 : On considére 'endomorphisme de R? f : (z,y) = (—13z + 6y, —9z + 8y).
Déterminer sa matrice dans la base canonique;

E Soient u = (1,3) et v = (2,1).

Vérifier que (u,v) est une base de R?, et déterminer mat, ,, (f)

Exercice 3 : Soit B = (e, ey, €5) une base de E.
On pose B' = (e; + 2e, + e5, e + 2e,5 + 2e4, e, + 2e5). Montrer que B’ est une base de E.

5 —4 2
Soit ¢ 'endomorphisme de E tel que matg(¢) = | 14 —10 4 |. Déterminer matg (¢).
16 —10 3

F. PUCCI Lycée Jules Garnier 19 I PTSI



]_4: Semaines 26 et 27

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : .7 est une base de E si, et seulement si matgz_(F) est inversible.

Exercice | : Déterminer la nature de la série de terme général :
n!
nn
. n!
Correction : Rsons Uy = —.
n
(n+1)!
Up 11 (n+1)ntt 1 1
- n! - 1\" - <l
Un, n (1 + 5) n—too €

n
Exercice 2 : Soit (a,) une suite d’éléments de R, telle que S,, = Z a;, diverge.
=0

a
Pour n € N, on pose u,, = S—” Déterminer la nature de la série Zun
n
. S, —S S
Correction : On a u, = gt =1
n

ﬂ)'mwo<an<sndm@un<1et1—un>o.

n

S

@'wubbe PO}UQ In ( §71
Ror e, on o lim S, = +00 donc lim Y In(1 —uy;,) = —oc.

-%UHHO,ZURWWW\L.
n £ou, =0 ln(l—un)wuwetgmwuewm%ew.

n
) =In(l —u,), & en sommant, InS; —1InS,, = Zln(l — Uy,)-
k=1

1 1 -1
Exercice 3 : Soit A=|—-1 3 —1] et f’endomorphisme canoniquement associé a A.
-1 1 1

F. PUCCI Lycée Jules Garnier 20 I PTSI



]_4: Semaines 26 et 27

Déterminer une base de ker (f —Id) et de ker (f — 21d).
En déduire une base de R? dans laquelle la matrice A de f est diagonale.
Calculer A", puis A™ pour n € N.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier 21 I PTSI



]_ 5 Semaines 26 et 27

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : Théoréme de comparaison pour les séries positives.

Exercice | : Déterminer la nature de la série de terme général :
n®*(Inn)”
n!
n®*(lnn)"

Correction : Rsons u, = '
n.:

n “(In(n n+1
oy _ R (14 1) lin (1n<n+1>>"

14+ =
+n n-+1 Inn

- n®(Ilnn)m
u, ()

« R
(1 N 1) In(n + 1)@”1“(1"1(3:“)
o n+1

1n(1+i>)
In(n+1) 1 14 ——n’
O enin(t) _ mn(145550 ) e h) — erbtelh)
n—-+o0o

Foinsi % — 0 o lo sénie (& tevmes wa%a) conenge.

Exercice 2 : On considere la suite (u,,),c, définie par :

_n"e"/n

VneN, wu
n!

n

u
- (s 1
Donner la nature de la série de terme général v,, = In ("—+) .
U
n

En déduire I'existence d’un réel k > 0 tel que :

F. PUCCI Lycée Jules Garnier 22 I PTSI



]_ 5 Semaines 26 et 27

1 2 1
Exercice 3 : Soit f € £(R?) de matrice A= |1 1 0| dans la base canonique.
0 2 1
1 0 2
Y a-t-il une base dans laquelle la matrice de fest B=|1 1 2|7
01 1

F. PUCCI Lycée Jules Garnier 23 I PTSI
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Semaines 26 et 27

Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : Si f € L(E,F) et z € E,;matgy (f(r)) = maty_ 4 (f)maty ().

Exercice | : Déterminer la nature de la série de terme général :
1
(50)
(5n+5)!
. 1 (Gn)!  wu @uroiGeil  (5n+5)(5n+4)(5n + 3)(5p + 2)(5n + 1)
Correction : Rsons u,, = = 22 -
T E T B!y, o T @n2)@n + DB+ 3)Ep+2)Bn 1)

Correction :

/n2 _ ”:<n>n
( n“+n n) JE nan
1
( 1+%+1)n
efnln( 1+*+1)

—e 1n(2+ﬁ+o(%)>

—e [ln 2+1n(1+ﬁ+o(%))}

@w@n@o’wﬂé(\/ﬁ—n)n:(l<ln

. n
Exercice 2 : Déterminer la nature de la série de terme général (\/n2+n—mn) .
g
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Exercice 3 : Soit f € £(E) de matrice A = dans la base B = (e;, €y, €3).

O =
N~ N
=

Montrer que B’ = (e, €4, e5) est une base de E.
|z| Déterminer la matrice de f dans la base B’.
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Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : Comparaison série-intégrale.

Exercice | : Soit f: R? — R?

Déterminer une base du noyau et de 'image de f et en déduire si f est injective, surjective, bijective.
Correction :

Coeaons b noa
(z,y) € ker (f) <= f(z,y) =(0,0) <= (2z+y,z—y)=(0,0)

2 =
— { THY=0 g = (0,0)
z—y=0

Jinsi ker (f) = {(0,0)} e done I st injectine. GWMOL%@%'@%%J;W&W&

flz,y) =X,Y) < 2z+y,2—y) =(X)Y)

X+Y
r—y=Y y:X—QY
3
(2,1) (X-i—Y X—2Y>
— (x = | —
Y 3 3

3 7 3

Donc poun nimponte CTWQ (X,Y) € R? on trouse un antécédent (z,y) = <X+Y X_QY)

quic wonifie done f(x,y) = (X, Y).
@Ofn.o Im (f) =[R2 ﬁavn/a/u f enlb bu)la,e(fuue
Remaraue : Une autre mathode ent decdnaine une base de Qli/m,q(ae dune base (o base

cononique, o wantle) po .
@wawawmw
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n
Exercice 2 : Soit (a,) une suite d’éléments de R, telle que S,, = Z a,, diverge.
k=0

a .
Pour n € N, on pose u,, = S—” Déterminer la nature de la série Zun
n

S, —8S S

Correction : On o u, = S gifl

@'wnerahh0<an<sndofmoun<1et1—un>0.

n n71:17

n n

D autre Pa/lb ln% =In(1 —u,), && en sommant, InS; —1nS,, = Zln(l — Uy,)-
n k=1

fpm RA rotﬂ% e, on o limS, = 400 donc limzln(l - uk’) =%
k=1

lﬁunﬂQZundmm%e?nm@zm\L
-%un—>O, ln(l—un)Numet&bb@uedWen%egmn&

Exercice 3 : Soit E = R" de base B = (e;,,¢,).
a (8)

On considére f € £(E) de matrice A = dans la base B.
(8) a

i
Soit B’ = (e},,e;,) ol e = Zek. Montrer que B’ est une base de E.
k=1
Déterminer la matrice de f dans la base B’.
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Séries et Matrices d’applications linéaires

Question de cours : Z(E,F) est isomorphe a 4, ,(K).

Exercice | : Soit E un espace vectoriel et soient E; et E, deux sous-espaces vectoriels de dimen-
sion finie de E, on définit 'application f: E; x Ey — E par f(z,25) = 21 + z5.

Montrer que f est linéaire.
Déterminer le noyau et 'image de f.

Que donne le théoreme du rang?
Correction :

Im (f) = {f(21,25) | 71 € By, 25 € By} = {2y + 25 |2 €Ej 29 € B} = B +Ey.

?m@emmjam :
ker f = {(z1,25) | f(z1,25) = 0} = {(z1,25) | 21 + 25 = 0}
MWWO%LWWP&AM.&Q%&WM(xl,JiQ)Ekerf;méju%eIlEEL

IQEEQetl‘l:—xg.@cym xleEg.@cyno IleElﬂEg.%WMbberlﬂEz
dorns (z,—2) € ker f. Donc

ker f = {(z,—z) | # € E; NEy}.
@QWQ'%WxH(x,—x) montne: que kerf%zmeR@a E, NE,.
getﬁéohé/mdmm/n%ulémit :
dimker f + dimIm (f) = dim (E, x E,).
WW@Q'WMWMkerf&ElﬁEZ on obtient :
dim (E, N Ey) 4 dim (E, + Ey) = dim (E, x E,).

Jutmdim(EleQ):dimEl—I-dimEzdmwomhefhowueoecwe@'maﬁueﬂpegetﬁéohénwdeb’
ﬂuabwd/i/mgrmm:

dim (E; + E,) = dim E; + dim E, — dim (E; N E,).
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. u
Exercice 2 : Soit (u,),cn une suite strictement positive. On pose v,, = —p——.
I, (1 + )
n
Déterminer la somme T, = v; + vy + -+ v,,, en fonction de P H (14 uy).

Montrer que la série g v,, converge.

+00
Montrer que : Zvn =1 < Zun diverge.
n=1

Correction :

?a)bhéumh;@n,oe, T,”/:l—Pi

%mdmmmvunbe%u%tm%mmrm 1,m@@ma@ﬂ°ww@%&

On o InP, = Zln(l +u,). Mowis u,, — 0 done In(1+u,) ~ u, e donc InP, — £ e

¢
P, — e

Jinsi, T, 51—t < 1.
Rors > " In(1+u,,) mww?mmmln(uu)—mu — 0 ef done
In(1+w,) ~u, oJ:Zu wmwuamd:

?mwn@ Zln(l—i—un) ok & CFP on o +i:.oln(l—l—un) = 400. Donc P, = 400

o T, — 1

Exercice 3 : Soient b; = (1,1,2), by = (—2,—1,3), et by = (0,—3,—1).
On note F = vect (by,by) et G = vect (bg).

Montrer que B = (by, by, bs) est une base de R®.

Que peut-on en déduire pour F et G ?

Soit p le projecteur sur F parallelement a G. Déterminer la matrice M de p dans la base B
En déduire la matrice N de p dans la base canonique &£ de R3.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier 29 I PTSI



