Planche d, exencices

Fichiers Applications-Lineaires-Matrices 3,B et ¢ |

EXERCICES FACILES :

Exercice | : Soit f: R3 — R3
(,y,2) — (W+zz+y+zmz)
‘ Donner les images par f des vecteurs de la base canonique de R3.
Déterminer des bases de ker f et Im f.
‘ Soit u = (0,—1,1), v = (1,0,—1) et w = (2, 3,1). Montrer que (u,v,w) est une base de R?,
et déterminer les formules analytiques de f dans cette base.
Exercice 22 : On consideére I'endomorphisme de R? f : (z,y) + (—13z + 6y, —9x + 8y).
Déterminer sa matrice dans la base canonique;

[2] Soient u = (1,3) et v = (2,1).

Vérifier que (u,v) est une base de R?, et déterminer mat, ., (f)

Exercice 3 : Soit f: R4[X] — R5[X]
P +— P—-P
‘ Montrer que f est un endomorphisme de E.
‘ Déterminer la matrice de f dans la base canonique de R4[X].
‘ f est-il un isomorphisme ?

1 21
Exercice 4+ : Soit f € Z(R3) de matrice A= |1 1 0| dans la base canonique.
0 21
1 0 2
Y a-t-il une base dans laquelle la matrice de fest B=11 1 27
011

Exercice S : La famille suivante de R* est-elle libre ou liée ? Fournir des relations de dépendance
linéaire quand des relations existent.

(61762763> ol € = (3707 17_2)7 €oy = (175707_1> et €3 = (775727 1)

3 17

=
Correction : &m@%w<€1a62763)mumwwk4%ﬁ (1) 8 2
-2 -1 1

EE%UMWWMWMW\BA€1+MBQ+V€3:Od/lvrwownu,eb,)\,uetvgowmmﬂ;umm—md/&b@ww

0 5 5
denmbuoeA:( 1 0 2)

—2 -1 1
&W&m&mmmmwmmm

deb(A) = —10 — 2 x 10 = —30 # 0.

&mfwwwmamm@'wm(A,u,u):(o,o,O).ﬂ’mm@@w
(€1,€9,63) enlb Uibre.
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Planche d, exencices

Exercice b : La famille suivante de R? est-elle libre ou liée ? Fournir des relations de dépendance
linéaire quand des relations existent.

€1,€q9,€3,e4)oue; = (1,1,1,1), e, =(1,1,1,—-1), e =(1,1,—1,1) et ¢, = (1,—1,1,1).
1:€2,€3,€4 1 2 3 4

Correction :
11 1 1 11 1 1
11 1 -1 0 0 0 -2 .
11 -1 1|70 o —2 o |fer2sishlicli—Ly)
1 -1 1 1 0 -2 0 0
0 -2
=l o —2 0 |=-8+0.
—2 0 0

@cmo@@@a/m%e (eq,€q9,€5,€4) MWW%&(@LMW@O@@ E).

Exercice T : La famille suivante de R* est-elle libre ou liée ? Fournir des relations de dépendance
linéaire quand des relations existent.

(e1,€9,€5,e4) ot €; = (0,0,1,0), e, = (0,0,0,1), e5 = (1,0,0,0) et e, = (0,1,0,0).

Correction : J\roboqw (ul,uQ,uS,u4) Q@ @lobe ca/no/n/tﬂue de R%.

5 @ommgze (e1,€9,€5,64) = (Ug, Uy, Uy, Usy) @ MBMe 'wmxa; que lo gcmm%e (U, Uy, Us, Uuy) cenb-d-dine 4. Y
@O”MQQ@ (e1,€9,€3,€,) enb donc une base de R

1 2 4 1
1 -1 1 =2
. ) | 4
galﬂwblwde%gow%@z»elae&e@mga@omwdeﬁ enlb L3 5 o
1 1 3 0
e&@mm@mw%e@%mm
1 1 1 1 (65:61*262 66:€3f4629te7:64762)
1 0 0 0
1 -3 0 0
L1 10 0 |(s=comes e =er—es)

&mbmwm%tdng

Exercice & : La famille suivante de R* est-elle libre ou liée ? Fournir des relations de dépendance
linéaire quand des relations existent.

€1,69,€5,€4)0U e, =(2,—1,3,1), e =(1,1,1,1), e5 = (4,1,5,3) et e, = (1,—2,2,0).
1,€2,€3,€4 1 2 3 4

Correction : &gmﬂg%zdewzmwmww&é&
%m@ﬁwmw@mw0268=e6—e5=(e3—462)—(61—262):—61—262+e3et
donc e3 = e + 2e,.

g&/m%béde@@ﬂuﬂbu';@m\ e collonne ib 0=eqg=e;, —e; = (e, —ey) — (6] —26y) = €4 + €5 — €, eb donc
- @ouhm»t

64:617
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Planche d, exencices

Exercice 9 : Déterminer ker f; et Im (f)

7

En déduire si f; est injective, surjective, bijective.

fl : R? — [R27 fl(xay) = (2384-1/,33—3/)
Exercice [O : Déterminer ker f; et Im (f),.

En déduire si f; est injective, surjective, bijective.
fo i RE=R3, folr,y,2) = e +y+2z,9y—2z,2+Y)
Exercice [ : Déterminer ker f; et Im (f),.
En déduire si f; est injective, surjective, bijective.
fa:R2 = RY, fa(w,y) = (y,0,2 — Ty, +y)
Exercice [ : Déterminer ker f; et Im (f)

%

En déduire si f; est injective, surjective, bijective.
fa i Ra[X] = R, f4(P) = (P(—1),P(0),P(1))
Exercice 3 : On considére I'endomorphisme de R? f : (z,y) = (—13z + 6y, —9x + 8y).
Déterminer sa matrice dans la base canonique;
Soient u = (1,3) et v = (2,1).

Vérifier que (u,v) est une base de R?, et déterminer mat,, . (f)

EXERCICE DE DIFFICULTE MOYENNE :

Exercice | : La famille suivante de R* est-elle libre ou liée ? Fournir des relations de dépendance
linéaire quand ces relations existent.

(e1,€9,€5,€4) Ol e; = (2,—1,3,1), e, =(1,1,1,1), e5 = (4,1,5,3) et e, = (1,—2,2,0).

1 2 4 1
Correction : Sgawmde%gamb%(ewel,emeﬁdmmga@ammwde R4 onb 1 _31 é —22
1 1 3 0

%WQWWWQ@WW

1 0 0 0

1 -3 -3 -3

1 1 1 1 (65261*262 66:‘33*462&67264*62)
1 -1 -1 -1

1 0 0 0

1 -3 0 0

1 1 0 0 <68:66—659L69:67—65).

1 -1 0 0

gammw—dmb%tdeham%z
%%%Ldemé/mede@aw(61,62763,64)W%L%ny&%&é&fmmu%béd@?@b@bj@m@m@mm@
Kom/m;bO:es266—65:(63—462)—(61—262):—61—262+e3d:dome3:el+262.

fanu%héde@mﬂummcogommegoumﬁt0:69:67—65:(64—62)—(61—262):64+62—61 b donc

€4 =6 — €.
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Planche d, exencices

Exercice 2 : Soit B = (e, €4, e5) une base de E.
[1] On pose B’ = (e; + 2ey + €3, €1 + 25 + 2e3, €5 + 2¢3). Montrer que B’ est une base de E.

5 —4 2
Soit ¢ 'endomorphisme de E tel que matz(¢) = [ 14 —10 4 |. Déterminer matz (¢).
16 —10 3

Exercice 3 : Soit f: C4[X] — C5[X]
P — %X2P” —XP' +P

Déterminer Im f et ker f.
Montrer que C4[X] = Im f @ ker f.
[3] Quelle est la nature de f?

‘ Déterminer la matrice de f dans la base canonique.
Exercice 4 : Soient b; = (1,1,2), by = (—2,—1,3), et by = (0,—3,—1).
On note F = vect (by,b,) et G = vect (bs).
‘ Montrer que B = (b, by, bs) est une base de R3.
‘ Que peut-on en déduire pour F et G?
‘ Soit p le projecteur sur F parallelement a G. Déterminer la matrice M de p dans la base B
En déduire la matrice N de p dans la base canonique € de R3.

Exercice S : Soit E un espace de dimension finie. Montrer que la trace d’un projecteur est son
rang.

Correction : SoowpwmPnoa',e,cbeundeE.SOup:OJ[Cm(p):h%(p):oe):mp:IdE,ch(p):h%(p):n.
@ymw@p%tmwmdewn%re[1;7z—1ﬂ.©nmm@amdeEzaw:@aQ@mm
" 0

10
0 - :

E = In(p) ®Ren(p). Dams celte base, o matnice do p st | © ! o . ot lo mombre de 1
: W 0
0 0 0

etb dim(Jm(p)) = 1. Mais alows Tr(p) = 1.

Exercice b : Soit f: R3 — R3
(x,y,2) +— (y+z,x2+y+272)
Donner les images par f des vecteurs de la base canonique de R3.
Déterminer des bases de ker f et Im f.
‘ Soit u = (0,—1,1), v = (1,0,—1) et w = (2,3,1). Montrer que (u,v,w) est une base de R3,
et déterminer les formules analytiques de f dans cette base.
Exercice 7 : On considere 'endomorphisme de R? f : (x,y) — (—13z + 6y, —9z + 8y).
‘ Déterminer sa matrice dans la base canonique;
[2] Soient u = (1,3) et v = (2,1).

Vérifier que (u,v) est une base de R?, et déterminer mat,, . (f)
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Planche d, exencices

Exercice & : Soit f: C4[X] — C4[X]
P — %XQP” —XP'+P

‘ Déterminer Im f et ker f.

[2] Montrer que C3[X] = Im f @ ker f.

‘ Quelle est la nature de f?

Déterminer la matrice de f dans la base canonique.

Exercice 9 : Soit f: R3[X] — Ry[X]
P +— P—P
Montrer que f est un endomorphisme de E.

‘ Déterminer la matrice de f dans la base canonique de R5[X].
f est-il un isomorphisme 7

Exerdcice [0 : Soit f: C4[X] — C4[X]
P %XQP”—XP/JFP

‘ Déterminer Im f et ker f.
Montrer que C5[X] = Im f @ ker f.
‘ Quelle est la nature de f7?

Déterminer la matrice de f dans la base canonique.

Exercice | : Soit f: R3[X] — R4[X]
P +— P-—PF
Montrer que f est un endomorphisme de E.

‘ Déterminer la matrice de f dans la base canonique de R5[X].
[8] f est-il un isomorphisme ?

EXERCICES PLUS ARDUS :

1 1 —1
Exercice | : Soit A=|—-1 3 —1] et fl'endomorphisme canoniquement associé & A.
-1 1 1

[1] Déterminer une base de ker (f —1Id) et de ker (f — 2Id).
‘ En déduire une base de R? dans laquelle la matrice A de f est diagonale.
Calculer A™, puis A™ pour n € N.

1
Exercice 2 : Soit f € Z(E) de matrice A= | 1
0

NI e V)

1
0 | dans la base B = (e}, ey, €3).
1

[1] Montrer que B’ = (ey, ey, ¢e5) est une base de E.
Déterminer la matrice de f dans la base B’.
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Planche d, exencices

Exercice 3 : Soit E =R" de base B = (eq,,¢€,).

a (8)
On considere f € Z(E) de matrice A = dans la base B.

(8) a

i
1] Soit B' = (e},-,el ) ou e, = e,. Montrer que B’ est une base de E.
1 n % k q
k=1
‘ Déterminer la matrice de f dans la base B’.

Exercice 4 : Soit E un espace de dimension finie. Montrer que la trace d’un projecteur est son
rang.

Correction : Sooil?pwmv)wa}ecfe«mdeE‘%p:Q cCm(p):m%,(p)=0oJ:w;p:IalE ‘Cw(p):vua,(p):n
@mw@p%tmwmdem%re[1,n—1ﬂ.@ncﬁmmbwm@mdeEBodquéeandéwm1mﬁm
.. 0

1 0
0 - - :
E = In(p) @Rer(p). Dans celte base, lo matrice de p vécnit | = ! o . ot lo mombre de 1
. ... O
0 0 0
etb dim(Jm(p)) = 1. Mais alows Tr(p) =1
Exercice S : Soit E = K,,[X]. u est 'endomorphisme de E défini par :
VP eE, u(P)=PX+1)—P.
‘ Déterminer keru et Imu.
0 1 0 0
Déterminer explicitement une base dans laquelle la matrice de u est 0
1
0 0

Correction :
°%W@MWWQ@U.W@W1MPWM®MUMQ:P—P(O).
?MW P(0)=P(1)=P(2) = ... b donc 0, 1, 2, .,.MdmmmdeQ.g)uW&ara%mm

Qod/metwnem%w;bédemamm,erl:m@&de:P(O)etPeMO[X].meQ,%u:MO[X}.

°Jm9cw:,c12cvw,d/'a/[m,éb,ge&éon@medm’zmn%gmca,u:(n-f—l)—lzn.@'aubwpaﬂ;u]?ebtdomb,[Kn[XL
P(X +1) = P ek dons K, 1[X] (b on pove P = a,X" + .., Qe(.oe%’d@ntde X" dans u(P) est
a, —a, =0).

En nébumé, T K,,_1[X] &b dimJmu = dimK,,_[X] < 400 e donc T = R, [X]

Reru = Ko[X] e Tmu = K, [X].
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Planche d, exencices

@n[wn):dePO:letaumdePlzXﬂmuéngwmt@wmu(PO):OoLu(Pl):PO.
Grousans Py = aX? + bX tel que u(Py) = Py (£ est dlin que i deq(P) > 1, deg(u(P)) = deg(P) —1
@d'mw&bmmmmmnﬂwmmu:ko[xp

1
u(P2)=P1@a(X—i—l)Q—l—b(X—i—l)—aXQ—bX:X<:>(2a—1)X—|—a+b:0®a=iojb:—a‘

On, prend Py = %(X2 —X) = %X(X— 1).
@wuon/@ P, = aX3 +bX2% 4 X CJ, ct/ue U(P3) =P,

f 1 1
u(P3):P2@a(XJrl)S+b(X+1)2+c(X+1)—aX3—bX2—cX:§X2—§X
@(3@—*))(2 (3a+2b—7>X+a+b+C—0

1
= — b:_f = —.
& a 69L Qetc 3
1 1
On, prend Py = £(X? —3X2 +2X) = - X(X - 1)(X - 2)

1k71 o
Conayons, 1<k<nP,=—|[X—-i) Bumn1<k<n—1,
o k!g

k
HXHﬂ
1=0

(X —1i)=P,.
=0

i
L

w(Ppi) =

1 ‘ 1 ‘
G L0 = G (X 0= (X [T X -0

T
o

k
l
Kl

%&»Pb < nmmmm@m%denﬂzmmx]wﬂd,mded@?@@%wm
@mﬁw@wﬂ?g PL)ochen et une base de K, [X].

@mmmumd@u@u@@md@a@;@

Exercice b : Soient E,F,G des espaces de dimension finie. On considére f € £(E,F) et
ge L(F,G).

Montrer que
gef=0
rg (f) +1g(g) = dimF.

Exercice T : Soit B = (e, ey, €5) une base de E.

Im f =kerg < {

1] On pose B’ = (e; + 2e, + €3, €1 + 2e4 + 2¢e5, €5 + 2¢5). Montrer que B’ est une base de E.
1 2 T €3,€; 2 3, €2 3

5 —4 2
Soit ¢ ’endomorphisme de E tel que matgz(¢p) = | 14 —10 4 |. Déterminer maty (¢).
16 —10 3
1 1 -1
Exercice & : Soit A= | -1 3 —1| et fl'endomorphisme canoniquement associé a A.
-1 1 1

Déterminer une base de ker (f — Id) et de ker (f — 2Id).
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‘ En déduire une base de R* dans laquelle la matrice A de f est diagonale.
Calculer A™, puis A" pour n € N.

1 2
Exercice 9 : Soit f € £(R?) de matrice A= |1 1
0 2

1

0

1
1
Y a-t-il une base dans laquelle la matrice de fest B= | 1
0

0 2
1 217
11
1 21
Exercice O : Soit f € £L(E) de matrice A= [1 1 0| dans la base B = (e, e,,¢€3).
0 21
[1] Montrer que B’ = (ey, ey, e3) est une base de E.
Déterminer la matrice de f dans la base B’.
Exercice | : Soit E =R" de base B = (eq, -, ¢€,)-
a (8)
On consideére f € £(E) de matrice A = dans la base B.
(8) @

[1] Soit B’ = (¢],--,e,) ol ej = Z ej,. Montrer que B’ est une base de E.
k=1
Déterminer la matrice de f dans la base B’.
Exercice [ : Soient b; = (1,1,2), b, = (—2,—1,3), et by = (0,—3,—1).
On note F = vect (by,b,) et G = vect (bs).

Montrer que B = (by, by, bs) est une base de R3.

Que peut-on en déduire pour F et G?

Soit p le projecteur sur F parallelement & G. Déterminer la matrice M de p dans la base B
En déduire la matrice N de p dans la base canonique £ de R3.
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