Planche d, exencices

Fichiers Series-SATP a8, B et ¢ |

EXERCICES FACILES :

. 1"
Exercice | : Déterminer la nature de la série de terme général (cos 7) - —.
n

n
(COS }) N L _ enlncos% - e_% _ enln(l—ﬁ-‘rﬁ-‘ro(ﬂ%)) - e—%
n

Correction :

@m@@b@w@(dmméﬁuﬂ@a)dxmefuﬁe.

Exercice 22 : Déterminer la nature de la série de terme général (1 +2+ ... +n) *

. 1 o 9
Correction : (1+2+..+n) = (”(”;)) ~ S
1
%W(@WW&%@)W%&M&@W&MQ>§.
. , . , . L, chn
Exercice 3 : Déterminer la nature de la série de terme général NG @n)’
ch (2n

chn 5
ch (2n)

en
n

Correction : =e " Donc lo ssnie (& TP connenge.

4]

2

Exercice 4 : Déterminer la nature de la série de terme général ﬁ
2n

Correction : Roons u, =
n

(
(5n+5)! 5
Upt1  (2n+2)1(3n+3)! (5n + 5)(5n + 4) (5n + 3)(571 + 2) (5’!1 + 1) 5
)

_ N 1.
2t D(3n13)3n+2)Bnr 1) 2238 ©

- (5n)!

Exercice S : Déterminer la nature de la série de terme général u, = nn — n.

1 1
u,, = nn — nnt+t

Inn Inn

— e n —en+tl
. _ on Inn@( 1., (1
Correction : e — e (l-gte(3))
= e e (hE)

1 _Inn Inn
—ent |:1 — e a2 +°( n2 )]

Innlnn Inn (1)
onc U, Y E N —(F N —— =0
" n2 n?
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Planche d, exencices

n
Exercice £ : Déterminer la nature de la série de terme général (\/ n?+n— n) .

() = (i)
1

(y1+2+1)
_nln( 1+%+1)
. e )
Correction : o
— e—nln(2+ﬁ+0<;))
— enln2mn(1e (1)

— i67£+0(1>

on
1

Ou encore 0 < (\/n2+n—n)n:%<i.
<,/1+%+1> 2

Exercice T : Déterminer la nature de la série de terme général :
1\" 1
cos— | ——.
vn Ve

Correction :

=

n
<COS \/1>> o L _ enlncos% _ 6_% _ enln(l—i—}—ﬁ+o("%)) e
n

@m@@b@i@(&@vm@r@ﬁaﬁ%@)&m@ﬂ%&

Exercice & : Déterminer la nature de la série de terme général :
1 n
e— (1 + —> .
n

Correction :

@m@@me(@t@mmww,ga)dwehﬂe
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Planche d, exencices

Exercice 9 : Déterminer la nature de la série de terme général :

(e}

(1424 ...+n)"

n2a )

. 1 o L
Correction : (1+2+..+n) %= (n(n;)> ~

&m(awmwh%a)wm%emd:wﬂwmtaa>%.

Exercice O : Déterminer la nature de la série de terme général :

chn
ch(2n)’
Correction : 7 5 _ e Done la, sanie (& TH
ch(2n) £° ’ ~
Exercice [ : Déterminer la nature de la série de terme général :

sin (%) .
Exercice [ : Déterminer la nature de la série de terme général :

1
nlnn

pour n > 2.

Exercice [3 : Déterminer la nature de la série de terme général :
1
nen’n
Exercice [+ : Déterminer la nature de la série de terme général :

n!

nn’

Correction : Rsons u, = —
(n+1)!
un+1 _ (n+1)n+1 _ 1 1 < 1
Uy, o (14 1) notoo e

Exercice IS : Déterminer la nature de la série de terme général :

n*(lnn)"
n!

. *(Inn)™

Correction : Bsons u, = %
n+1)(In(n+1))7+t n
Upiq % (1 1 )a In(n+1) (In(n+1)\" ( 1 )a In(n+1) nin(l2insl))
= - — = + — — 1 + — — e Inn
u, no(an)n n n+1 Inn n n+1

1n(1+%>>

In(n+1)  In | 1
@’b enln(v) _ 671 n( +—Tmn 1

— enn(lt i temm ) — emntelmn) — 5 1

n—-+0o0o
Foimsie L2t 0 ot fo snie (& tervmes pobitids) convenge.
u n—-+0oo

n
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Planche d, exencices

Exercice |6 : Déterminer la nature de la série de terme général :

1
(50)
(5n+5)!

. _ _ 1 6Bn)! Uy Baeeerst _ (5n+5)(6n+4)(5n 4 3)(5n +2)(5n + 1)

Correction : Reons u, = G Gl w, | Gl T Gar2)@at (3t 3G+ )G+ )
EXERCICE DE DIFFICULTE MOYENNE :
N 1 n
Exercice | : Soit a > 0. Déterminer la nature de la série de terme général u,, = (n-l_—H) "
nn

. 1 " 1

Correction : u, = — <1 + 7> a ~ —ea™.
n n n
Lo N . U,”+177L+1 ~

&mzunebt@mwg&@naiun —7’” a a.

- 5%(1<1,Q@WZU”W%&
- 5‘ia>1,@@m2undym%@.
- %a:LunN%m@@mW.

n
Exercice 2. : Soit (a,,) une suite d’éléments de R telle que S,, = Z a;, diverge.
k=0

a . . -
Pour n € N, on pose u,, = <. Déterminer la nature de la série E Uy,
n

S —S, . S,
Pn Pn-l _q_ Pn-l
S, S

@'ume[mnt()<an<8ndmuoun<1et1—un>0.

Correction : @fw a U, =

n

D autre [mmb In (SéLl) =In(1 —u,), e&& en sommant, InS; —1In S, = Zln(l — Uy,)-
n k=1

Ton %oﬂfwae , on o limS,, = +00 done lim Y In(1—uy) = —oc.
=

- S%un—/%O,ZundA/%%nmmw‘
- fu, =0 ln(l—un)wuwet&xb@uedwen%e@m.

Exercice 3 : Soient Z u,, et Zvn deux séries a termes strictement positifs.

AN . . U v . . .
Montrer que si, & partir d’un certain rang, —==% < -+ alors E v,, diverge si E u,, diverge.
u v

n

Exercice 4 :

n
Par comparaison a une intégrale, donner un équivalent de u,, = E In? k.
k=1

- PR
‘ La série de terme général — est-elle convergente 7
n

F. PUCCI Lycée Jules Garnier ﬂ PTSI Vinci - 2024

T

[

~ —
2



Planche d, exencices

1
(n!)%'

Exercice S : Nature de la série Z

Correction : o o > = donc la nénie dinenge.

Exercice b : CNS portant sur a,b,c € R pour que

5l
Sl
Sl
Sk

converge.

Correction : %it u, lo tevme ?wmﬂ de celte suite.

. _i: a N b N c
WL B+l VBE+2  VBE+3
Oh a b c a+b+c

+ - ~
V3k+1 V3k+2 V3k+3 V3k
(un)n@l\l %tOJﬁed'e (uBn)Jetdma+b+C:0

b c 1

Tfn/u@ﬁbp/mgnl; i celte condibion ent ie, ¢ + + @(
. Wm?&gmm\/:swrl V3k+2  V3k+3

(ofrvu@)uae.

Sl=

ING

Sle

) done (u)

& comme Us,_1 = Us, +o(l) e Usp—g = Usy, +o(l), on wnffmt & Q@ ocvn/uoﬁ;%en/oe de (un)neh\l'

Exercice T : Déterminer la nature de la série de terme général u,, = nn —nn.

Correction :

1 1
U,, = nn — nntl
Inn Inn
=€ n — entl
Inn Inn 1 1
=en —en (1_5"'0(5))
Inn Inn__Inn (lnn)
—en —en w2 ol 2

1 _Inn Inn
= e% |:1 — e n? +°( n2 )}

meInn  Inn 1
@cvn/o U, ~en ~ =o | —= |-

3
n2 n?2 n2

Exercice & : Soit a > 0. Déterminer la nature de la série de terme général u,, =

. 1 \" 1
Correction : un:—<1+—> a” ~ —ea™
n n n
+1
vénie E U, & Pomh%y n o ", Sara
—%a<1,9,q/béuagunwweh%&
—5Di,a>1,Qo,§é)ueEundx/ueﬂ%e.
~Ra=1u, ~ =, donc lo sénie diverge.
va=1u,~~, be)weduue/‘u%e
1

Exercice 9 : Nature puis somme de Z
n>1

nn+1)(n+2)

(n+1)"

n
nntl
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Planche d, exencices

. 1 1 )
Correction : m ~ 3 domnc ch néhie cxyn/u@uae

1 12 1 12 a xS 1 1
S S Vi 2 gy 1 1
n(n+1)(n+ 2) n n+l n+2 —nn+1l)(n+2) 4

+oo
) 1 e g .
Exercice O : Calculer —— 5 apres en avoir justifié existence.
= n?(n+1)
Correction : — L done o sénie
" on2(n+1)2  nt i
N S S S
n2n+1)2 n2 (n+1)2 n+l n
N N N+1 N+1 N 2
1 1 1 1 1 s
Dot 3= ———— =" = — 1| +2Y =~ 2y -1 3
L e\ ) R T a7
+oo
Exercice | : Calculer ————— apres en avoir justifié I’existence.
T; (2n+1)2 P )
Correction : — 2 done b souie
Co(2n+1)2 4n? i
@fn, b@/[\ajw, @% Corvmen, d indices ‘[\/OA)L et VTT\/I’\OA)Y/ :
= m2 —~ (2n +1)2 —~ (2n)?
@=Lt il
Ze(n+1)2 4
+oo 1 2

. 1
Exercice [ : Montrer que la série E In (1 — —2> converge, et calculer sa somme.
n
n>2

. ;. n
Exercice [3 : Montrer que la série Z 3n converge, et calculer sa somme.

n>1
EXERCICES PLUS ARDUS :

Exercice | : Soit (a,) une suite d’éléments de R’ telle que S,, = Z a,;, diverge.

k=0
a . . L.
Pour n € N, on pose u,, = S—" Déterminer la nature de la série Zun
n
Correction : On o u, = % =1- SéH

n n

@‘mwo<an<snm%<1et17un>0.

D autre POJ‘LL In (Sgl> =In(1 —u,), && en sommant, InS; —In S, = Zln(l — Uy,)-
n k=1

R QW%@, on o limS,, = 400 donc lilen(l —uy) = —00.
k=1
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Planche d, exencices

- ﬁun%O,ZunWme
- Sobun—>0, ln(l—un)Nuwa%me.

Exercice 2. : On considere la suite (u,,),,c, définie par :

_n"e "/n

vYneN, wu
n!

n

ya 7z Ve u
Donner la nature de la série de terme général v,, = In ("—H)

Up,

‘ En déduire I'existence d’un réel k£ > 0 tel que :

n
n! ~ kyn r
en

n—-+oo

n
Exercice 3 : Déterminer la nature de la série de terme général (\/ n?+n— n) .

Correction :

(i) = ()
T

=€

B S SN
271,
1
on e
n 1 1
Ou encone 0< (\/TLQ—I—’/Z—H) =~ < o
(y1+2+1)

n
Exercice 4+ : Soit (a,,) une suite d’éléments de R’ telle que S, = Z a;, diverge.
k=0

S|

Pour n € N, on pose u,, = S—” Déterminer la nature de la série Zun
n
. S, —S S
Correction : Ona u, = ”87”*1 =1-— g*l

n n

fD'm[wnL0<an<Sndomun<1et1—un>0.

D autre [uch: lnh =In(1 —u,), et en sommant, InSy; —1InS, = Zln(l — Uy,)-
Sn k=1
Ron be, on o lim S, = +00 donc lim . In(1 —wy,) = —oc.
e >

- 5Oi,un4»01 Zundmm%e%)memmmb
-~ fu, =0 ln(l—un)wuwet&mbéued}\/ue}uaee/nmh&
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Planche d, exencices

. u
Exercice S : Soit (u,,),cpn- une suite strictement positive. On pose v,, = —7———.
T, (1 +uy)
n
‘ Déterminer la somme T, = v; + v, + - +v,,, en fonction de P H (14 uy,).

[2] Montrer que la série E v,, converge.

+00
[3] Montrer que : Zvn =1 < Zun diverge.
n=1

Correction :

‘ g)o)‘bm@ouh}v@moe, Tn:I—Pi

fﬁamdwmmwn@%%tmgm@rm1m@@m@@?w
On o nP, = In(1+u,). Jeais u, — 0 done In(1+u,) ~ u, e donc InP, — £ &t P, — €.
Fimst, T, 51—t < 1.
Mors S " In(1 + u,,) Wm@ﬂ@u?mmmln(l+u)—>0u — 0 & donc
In(1+u,)~u, & > u, conuengenaif,

+o00
Rn com/o&x:ruﬂnb, Zln(l + u,,) éont & ‘Cg? on o Zln(l +u,) = +oo. Done P, — +oo &
n=1

T, — L

. "1
Exercice &£ : Pour n € N*, on pose v,, = ( g E) —Inn.
=1

Montrer que la série E (Vpp1 — v,,) converge. Qu’en déduire pour la suite (v,,)?
n>1

. 1 1
Correction : VYne N v, —v —In(n+1)+Inn=———1In (1+—).
n+1 n

n,:n+1

. 1 1 1 1 1 1 1 1 1

MW&Z n+l — )ooammxa,qeb’U,L—)O.

n=1
.1

Remaraque : Z% lnn—>’y~0 577 constante d Guder-Masdleroni.
= n—+o0o

an
a; +ay+-+a,

Exercice T : Soit (a,) une suite réelle strictement positive. On pose b,, =

Comparer la nature des séries Z a,, et Z b,,.

Correction : &n posant S, = S ap ona b, = ‘SLn
k=1

n

- SOuz[\/[\o@cyr\b que Za” conenge. Hons, limS, =€ > 0. Done b, ~ WE el an converge
S, —Sn 1 S

—?szbnwweh%&@%abnz S Zl—s

n
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Planche d, exencices

Foimni,

S,
81:1—b ¢t InS, , —InS, =In(1—b,) &w&mw@msl—ms Zlnl—b).

n

eom/m,eZb com/m@uaeo'n/a/b — 0. JU(:unm ln(l—b)wb etd,cyn,thll—b cotrvu@uae

Dow InS,, = £ & S, — et

Soit (u,,) la suite définie par u; € ]\/5, +oo[ et Vn € N*,u, .| = /2 +u,.

Exercice & :
! Déterminer la convergence et la limite ¢ de la suite (u,,),,cp
Déterminer la nature de la série Z(un —10).
Correction :
- u, - {=2
— On [ove Uy = Uy — 2.

- ﬁulzz&bme&mu%%wnwmo

- fou €]v2,2[ ona ¥nEN, v, <0 (&b v, > 0)

Vg = 2+un—2:\/4+vn—2:2( 1+“£—1> —%—f—o(vn).
1

vn

- (j'dfymbi/u1>\/§.

-> &

Exercice 9 : A laide de la méthode des rectangles déterminer un équivalent de u,
k=n+1

puis donner la nature de la série g Uy, -

Correction :
1 1 1

ﬁﬂwua&ynmdmm%t%d/mwmewmueﬁxam@kQN k-l—l)_k k-i—l
Gm?@mzﬁwm%m@%mwwbm:

=X /1 1) 11

EdE )

o) k=n n+l n

- gmwmwbawnewﬁﬂnafe

1
T = — esb décroibsante. @frvc»dmo
22 k+1) A
Todr X1 oo dy 1 1
a
JG}UCO’T\ABCT(M‘LJ;/ .172 ZkQ\/ 5 n+1\un\ﬁ.
n+1 k=n+1 n
U, ~ — ?mmbecrum@@am(a@%w%e
+oo
. 1
Exercice O : Pour a > 0, on pose ((«a) = E —.
n
n=1

Montrer que (o — 1)((a) —— 1.

a—1*t
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S
Q

S
Q

: 1 Tde X1 td
Correction : gmx}%f%tdechmmnb%m@/ig —<1+/ ﬁ
T 0 n=1 0

Done ! <(Cla) <1+ 11etléa—lg(a)g(a—l)—l—ld:[w)u@md)mnmb,(a—l)((a)—>1,

a—1" a— a1+
1
aubrement dib ~ l
¢l 1+ a—1

Exercice | : Montrer que Inn! ~ nlnn.
Correction : In(n!) = Z In k.
k=1

k k+1
Tor, i de@m@omdjmln, / lnxdxglnké/ Inzdz.
k—1 k

n n+1
@Ofn,o/ lnxdméln(n!)g/ Inzdz, & done nlnn—n+1<In(n!) < (n+1)nn+1) —n
1 1

P 1 1 In(n!) ( 1) In(1+2) 1
conséquent, 1 — — < S+ )|\ 1+ — ] -
Jor ’ lnnJrnlnn nlnn +n + Inn Inn
R i lim In(n!) 1 e done |Inn! ~nlnn
e = I~ I
" notoo nlnn
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