XXXIV
Fanctisns. de dew variables

our ce dernier chapitre de I’année, nous allons faire un rapide survol des techniques d’étude
et de calcul liées aux fonctions & deux variables que vous approfondirez I’an prochain.
Au programme, des choses que vous avez pour la plupart déja croisées en physique ou
en SII : calcul de dérivées partielles, plan tangents, différentielles et un tout petit peu de
champs de vecteurs.

Figure XXXIV.1 — Surface représentative de la fonction r — w
r

Le but de cette section, dont le contenu sera entierement repris dans un cadre plus général en seconde année,
est de familiariser les étudiants avec les calculs sur les dérivées partielles, notamment avec la « régle de
la chaine », et de développer une vision géométrique des fonctions de deux variables. Le point de vue est
donc essentiellement pratique. Toute extension et tout développement théorique supplémentaire sont hors

programme.
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Q APPROCHE GRAPHIQUE
Définition | - Soit € un sous-ensemble de R?.

On appelle fonction & deuz variables toute fonction f: Q +— R.

Comme pour les fonctions de la variable réelle, Q) est appelé le domaine de définition de f.

f+ R — R f: R? — R
x +— sin(z) (x;y) +— sin(z)sin(y)
Figure XXXIV.2 — Fonction a une variable Figure XXXIV.3 — Fonction a deux variables
Exercice | : Préciser le domaine de définition des fonctions suivantes et en donner une inter-

prétation géométrique :

. . 3 2 3 A2 1
fi(zy) — a° + 22°%y + zy° — 4y°. E g: (x;y)HH'

Correction :
Dy =R
f@gomMg%tde%memﬂ?Qrmede&,Wzmdey:x

Graphe

Nous avons I’habitude de représenter toute fonction f: R — R par une courbe dans le plan R?,
précisément la courbe d’équation y = f(x).

Une fonction f : R? — R sera, quant a elle, représentée par une surface de 1’espace R? d’équation
z=f(z;y).
( )

Définition 2 (Surface représentative) :  Soit Q un ouvert de R% et f: Q — R.

On appelle surface représentative de f I’ensemble

S ={(z,y,2) €R®, (z,y) €Qet z= f(z,y)}
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Figure XXXIV.5 — z = sin(x)

Y
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Figure XXXIV.7 — y = sin(x)

Intéressons-nous, par exemple, & la fonction (x;y) — 22 + sin(3y).
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Figure XXXIV.8 — z = x? + sin(3y)

Pour construire son graphe ., on étudie souvent son intersection avec une collection de plans

paralleles qui balaient I'espace R? tout entier.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier
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Ainsi, pour tout A € R :
— Tl'intersection de .7 et du plan d’équation x = X est la courbe d’équation z = \? + sin(3y)

dans ce plan,
— Tl’intersection de .7 et du plan d’équation y = X est la courbe d’équation z = 22 + sin(3\)

dans ce plan,
— Tl’intersection de .7 et du plan d’équation z = \ est la courbe d’équation x? + sin(3y) = \

dans ce plan. Ces courbes particuliéres s’appelle des lignes de niveau A de f (confer para-
araphe (1.2) ).

Figure XXXIV.11 - Intersec-

Figure XXXIV.9 — Intersection Figure XXXIV.10 — Intersec- .
. tion de ¥ avec z = 10.
de . avec y = 2. tion de % avec x = .

Faites l'effort de réfléchir en les mémes termes aux exemples qui suivent et assurez-vous de bien

les comprendre.

Figure XXXIV.12 - z = /22 + y2. Figure XXXIV.13 — z = 2* + ¢

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIV : fonclions de dewr variables
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Figure XXXIV.14 - z = 22 — ¢2. 1,1
lz| |yl

Figure XXXIV.16 - z = sin(x). Figure XXXIV.17 — z = sin(x) + sin(y).

Figure XXXIV.18 - z = (z + y) e (@+v?), Figure XXXIV.19 — z = ysin(z) e *".

Lignes de niveau

Définition 3 (Lianes de niveaw) : Soit Q C R? et f: Qr— R.

Pour k£ € R, on appelle ligne de niveau k, ou courbe de niveau k, 'ensemble

Lk:{(x,y)EQ, f($7y):k}'

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIV : fonclions de dewr variables ﬂ
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Figure XXXIV.20 - Lignes de niveau de (z,y) — x2 — y2.

Exenple | © Considérons la fonction (x ;y) — 2 — y2.

= Les lignes de niveau sont des hyperboles.
= La ligne de niveau 0 est constituée des deux droites d’équation y = = et y = —x.

De maniere générale, toute courbe joignant des points d’égale valeur est appelée isopléthe. Elle
sépare des zones de faibles valeurs et des zones de valeurs plus élevées. Toutes les courbes iso-...
que vous connaissez sont des isopléthes.

s N
Exemple 2 :
= Si f est la fonction qui, a la longitude et la latitude associe l'altitude, alors les lignes de niveau
représentent les points qui sont a la méme altitude : si on se promeéne sur une ligne de niveau, on

ne monte ni ne descend. Ce sont ces lignes (dites de niveau) qui sont représentées sur les cartes
topographiques.

Plus les courbes de niveau sont serrées, plus l'altitude varie rapidement, plus la pente est forte.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIV : fonclions de dewr variables 6_'
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~

Figure XXXIV.21 — Les lignes de niveau autour du mont Fuji

Exemple 3 :
m Si f est la fonction qui, & la longitude et & la latitude associe la pression (au niveau de la mer), alors
les lignes de niveau relient des points d’égale pression. Ces lignes sont appelées en météorologie des
courbes isobares.

Lorsque les isobares forment des boucles fermées, la plus petite boucle au centre indique le centre de
pression. Un systéme anticyclonique est représenté par un « H »en anglais et un systéme dépressionnaire
est représenté par un « L »en anglais.
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Figure XXXIV.22 — Courbes isobares : La vitesse du vent est fonction de I’écartement des isobares : plus
les isobares sont serrées, plus la pression varie rapidement, plus le vent souffle fort.

|I.3 I Applications partielles
4 )
Définition 4+ : Soit Q C R%et f: Q1+ R.

= pour tout y, € R, on note f(-,y,) ou fy, Vapplication z +— f(z,yy) qui est définie sur
Pensemble des réels x tels que (z,y,) € Q.

fyo :x|—>f(x7y0)

= pour tout z, € R, on note f(z,) ou f, 'application y — f(z¢,y) qui est définie sur
Pensemble des réels y tels que (zy,y) € Q.

f:z:o :y — f(x07y)

. f( o) et f(zg,-) sont appelées applications partielles de fen (zy,y,).

Les applications partielles sont donc données par la méme équation que la fonction f elle-méme,
seul le statut de x et de y change : au lieu d’avoir deux variables, I'une d’elles est désormais fixée
(sa valeur dépend du point (z;y,) en lequel on regarde les applications partielles).

Tracer les représentations graphiques de ces applications partielles revient a tracer la coupe de
la surface représentative de f par les plans d’équation respective y = x, et * = x,. confer
paraaraphe (I.1) .

7

Exensple 4 : Considérons la fonction z > 22 — y? et (x4 ;1,) € R2.

= Les fonctions partielles sont des paraboles de concavité contraire :
zr— 2?2 —y2 et yr— —y?+zi

» Les lignes de niveau k € R sont des hyperboles d’équation 22 — y? = k ou les deux bissectrices lorsque
k=0.
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Figure XXXIV.23 - (z,y) — f(x,y) = 2 — y? avec ses fonctions partielles
fzo:(x07y)'—>f(‘r07y) et fyo:(x7y0)'—>f<w7y0)'
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Figure XXXIV.24 — f, :y+— flzg,y) Figure XXXIV.25 ~ f :z+— flz,yo)

Figure XXXIV.26 — Applications partielles de (z;y) — 22 — y2.
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3

Figure XXXIV.27 - Lignes de niveau de Figure XXXIV.28 — Différences entre fonctions
(z;y) — x2 —y2. partielles et lignes de niveau de (x ;y) — x2 — y2.
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Exenple S : Considérons la fonction f : (z;y) — z2 + y2.

Papplication partielle obtenue en fixant y = 1 est la fonction d’une variable f, ; : x +— x? + 1.

I'application partielle obtenue en fixant x = 2 est la fonction f, 5 : y y? +4.
Les applications partielles sont toutes représentées par des paraboles.

En particulier, & l’origine, elles ont pour équation x — 2 et y — y2.

= Les lignes de niveau sont des cercles.

Figure XXXIV.29 — Différence entre fonctions partielles et lignes de niveau.

R.emarque : Les courbes des applications partielles et les lignes de niveau permettent de recons-
tituer l'intégralité de la surface. Par exemple, la Ffiaure (XXXIV.30) s’appelle un paraboloide
hyperbolique tandis que la flaure (XXXIV.31) est un paraboloide de révolution.
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Figure XXXIV.30 — z = x2 — ¢2.
Figure XXXIV.31 — z = 22 + ¢2.

Exercice 2 (Applications partielles) : Soit f: R? — R
(r,y) > e®cos(y).

Déterminer f(-,0) et f(3,-).

Correction :

100

—100

RUDIMENTS DE TOPOLOGIE DANS [R?

On introduit brievement dans ce paragraphe, et sans s’apesantir sur les preuves, quelques notions
topologiques simples dont nous aurons besoin ensuite.

L’idée essentielle, si nous voulons faire un peu d’analyse, est de pouvoir définir la notion de limite
d’une fonction en un point.

Globalement, pouvoir exprimer rigoureusement le fait que f(x) peut étre « aussi proche » de ¢
que ce que 'on veut a condition que x soit « assez proche » de z, ce que nous écrivons

lim f(x) = f(x,).

T

m Pour une fonction d’une variable réelle & valeurs dans R, lim f(z) = ¢ s’écrivait :
=T
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[z — x| <a [f(z) =t <e
VeeR,,Jae R,/ xE]:cO—O;;:I:O—i-a[ = < f(x)e]fois;ﬁ—ke[
d(zg ;o;) <« d(f;f(ogl;)) <e.
fR—R

e /
z 0 /¢ f(@)

f"[R’NW

Figure XXXIV.32 - Fonction & une variable & valeurs dans R ou R2.

m Pour une fonction d'une variable réelle & valeurs dans R? ~ C, nous avons tout d’abord eu
recours au module et les expressions ci-dessus restent inchangées :

|z —x4] < «
ou |flz)—t]. <e
wlirgof(x):é <~ VeeR,,JaecR/ x€lryg—a;xry+af = ou
ou dl; f(x)) <e.
d(zg;7) <«

Nous pouvons aussi munir R? de sa structure euclidienne canonique i.e.

— de son produit scalaire :

— et de sa norme associée :

My: B — R,
— iy — — | =
@ il = V) = a2 1 2.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIV : Fonctions de dewn variables 13 |
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On identifiera souvent le vecteur % (z;y) de R? avec le point M du plan de coordonnées
(x;y) dans un repére orthonormé (O i1 D i.e. on confond R? avec le plan affine & si bien

qu’on notera fréquemment M = (z;y).

La norme euclidienne permet également de définir une distance sur R? appelée distance

euclidienne :
dy: RZxR* — R, = dy: PxP — R,
(@;9) +— [u—7,. (M;M') +— [M—M|, =MM".
|z —x4] < @
" I£(w) €], <<
VeeR:, JaeRy/ T € |ry—a;zy+af = ou
ou dy (45 f(x)) < e.
L d(zg;z) < «
—3°
: ——
fMo) £(M)
Figure XXXIV.33 — Fonction a deux variables a valeurs dans R.
m Pour une fonction de deux variables a valeurs dans R, lim f(xz) = £ s’écrira alors au

(x;9)=(x05Y0)
paraaraphe (II1.1) sous la forme légitime :

([ (@59) = (z059)l, <« (M) —f<e
VeeR, JaeRL /) < MM, < « = ¢ fM)e]l—e;l+¢]
dy (My; M) <a d(f; f(M)) <e.

\

‘ Boules
-

Définition S : Pour tous A(zy,y,) € R? et r > 0, on appelle : N
m boule ouverte de centre A et de rayon r ’ensemble
BA,r)={MeR*/AM <r} = {(z;y) € R?*/ |(z;y) — (w05 %) <r}.
m boule fermée de centre A et de rayon r I’ensemble
BA,r)={MeR*/AM <} ={(z;y) € R?/ |(z3;y) — (zo; %) <7}
\ 4

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIV : Fonclions de deun variables ﬂ
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r

—
A

Boule fermée : B(A,r) Boule ouverte : B(A, )

Figure XXXIV.34 — Boules de centre A dans R2.

Dans le plan R?, on gagnerait bien sfir & parler de disques et de cercles, mais la théorie développée
dans ce chapitre s’étend sans difficulté majeure a R™ pour tout n > 2, alors autant parler tout de
suite de boules et de spheres.

\ Ouverts

La définition qui suit ne devrait pas trop vous dépayser.

Détinition L (Voisinage d'un point) :
e Soit A € R2.

On appelle voisinage de A toute partie de R? contenant une boule ouverte de centre A.

On notera dans ce cours Vg2(A) ou, plus simplement, V(A) ’ensemble des voisinages
de A dans R2.

e Soit  une partie de R?.

On dit que Q est (un) ouvert si :

VAeQ, I3r>0, B(A,r) C Q.

4 N\

Figure XXXIV.35 — Un ouvert est (un) voisin(age) de chacun de ses points.

Un ouvert de R? est donc voisinage de chacun de ses points, c’est-a-dire qu’il contient une boule
ouverte autour de chaque point. Intuitivement, un ouvert est un ensemble qui n’a pas de « bord »
a I'image des intervalles ouverts de R. Cette branche des mathématiques s’appelle la topologie.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIV : Fonctions de dewx variables
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( )

Proposition | :

(i) Toute boule ouverte est un ouvert.
(i) Le complémentaire de toute boule fermée est un ouvert.

En particulier, R? \ {A} est un ouvert pour tout A € R2.

(i12) Tout produit de deux intervalles ouverts est un ouvert.

\,

Preuve:%mmmwmwwde@@mmm:mwmw
|_WAm@'mwmmtQmammmmﬂr>0WWﬂA,r>cQ

?emmb@nb@mumdum]meu/ue%na,rﬂw

(L)'r:p_AB. (UL)TZAB_p. () r=min {p, p'}
2 2
<
p f -
B A
Remaraues :

SDMCeue%two.SB@@MBe@wmﬂf:{Me[R?, CM < 1} mest pa un owvent.
%mmwmmm@@mmA:[m[x[o,m
1

Exercice 3 (Topoloaie) : Les parties suivantes de R? sont-elles ouvertes ?

[1] Le demi-plan {(z,y) € R*, y > 0}.

[2] Une boule ouverte.

Une droite.

[4] L’ensemble {(z,y) € R, |z| <1 et [y] <1}.
@z

( )

Définition T (Limite (finie) en un point) :  Soient  un ouvert de R?, f : Q — R,
My(zg,yo) € Qet £ €R.

On dit que f admet une limite £ en M, si :

L4 VEEIRia ElOéG[Ri, V($,y>EQ, H(x7y)_(x07y0)” <a = |f(-'1f,y)_£| <e.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIV : Fonctions de dewn variables m
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V(6)

Figure XXXIV.36 — Cas général d’une fonction définie sur R? & valeurs dans R™.

e VeeR:, Ja R, YMeQ MM < a = |f(M)—{| <e.
L] VV€ GV[R(E), EIVMO EV[RZ(M()), VMEQHVMO, f(M) EVe

On note alors lim f(M)=/¢ ou lim x,y) = 4.
M—M, f( ) (z,y)—=(z0,Y0) f( y)

\

La plupart des résultats qu’on a démontrés pour les fonctions de R dans R sont conservés :
— unicité de la limite,
— caractere localement borné,
— opérations (combinaison linéaire, produit, inverse, composition avec une fonction de R dans
R),
— compatibilité/ou pas avec les inégalités larges/strictes,
— théoreme d’encadrement, ...

Les preuves sont faciles a faire, il suffit de remplacer les valeurs absolues dans ’ensemble de départ
par des distances dans R?

Remarque : On aurait pu définir aussi des limites de valeurs +o0o0 ou —oo, mais nous n’en aurons
pas dans ce chapitre.

Faire tendre M = (x;y) vers A = (z;y,) ne revient pas a faire tendre z vers z, puis
y vers y, ou le contraire.

ATTENTION

Le point M peut se rapprocher de A de bien des maniéres, il n’est pas obligé d’y aller
en ligne droite selon i ou j et c¢’est bien la le probleme!

Exemple [ © Considérons la fonction définie par

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIV : Fonctions de dewn variables ﬂ
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Figure XXXIV.37 — Différentes maniéres de tendre vers un point dans R2.

f: R2\{(0;0)} — R

2zy
; =
(z;y) Py
Il est clair que :
e lim lim z =1lim0=0
-0 y—0 12 + y2 -0
et
e lim lim =1lim 0 = 0.

y=02-0 2 +y2  y-0

Mais nous allons voir que f N’a PAS de limite en (0;0). Cela se visualise assez bien, mais cela se montre
aussi assez bien en coordonnées polaires (7;6).

On sait que tout point M (z;y) de R? peut étre écrit sous la forme (rcosf;rsinf) pour un certain
(r;6) € R, x R dit couple de coordonnées polaires de M.

Pour tout (z;y) € R2\ {(0;0)} de coordonnées polaires (r;6), on a :

2zy  2rcos(f) x 2rsin(f)
2 +y2 r2

flzsy) = = sin(260), donc f ne dépend que de la variable 6.

Par conséquent, si (z;y) tend vers (0;0) en maintenant constant angle 6, (z;y) tend vers le réel sin(20)
pour ce 6 fixé.

On obtient ainsi des limites différentes selon la maniére dont on fait tendre (x;y) vers (0;0), donc f ne peut

Qvoir de limite en (0;0).

Exercice 4 : Soit f: R2\ {(0,0)} — R la fonction définie par

_ .’L’2y2
TP (g

f(z,y)

Montrer que lim lim f(z,y) = lim lim f(z,y) =0 et que lim f(x,y) n’existe pas.
z—0 y—0 z—0

y—0 (z,9)—(0,0)
Correction :
2 lim 2 0
. . Y y—0Y
1 f = 1 = = - = O
oy () = Jing v+ 1 —y/z)? lim, 0p° + (1 —y/x)* 1
F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIV : Fonctions de dewn variables ﬂ
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De mome lim f(z,y) =0.
z—0

4

D autre [w/ﬂ:, flz,x) = pri 1 dot ilir(l)f(l,x) =1ek <w7y1>1ir(1070)f(m,y) ne [\;eul? pas ecoinben.
4 Y
Proposition 2 (Caractérisation séquentielle de Ia limite) :  Soient Q un ouvert de R?,

f:Q— R, My(zg,y) €Net L eR.

lim  f(z,y) =¢ < Pour toute suite (z,,),cn €t (¥, )pen cOnvergeant
(mvy)_)(x07y0)
respectivement vers x; et y, liril flz,,y,) ="
n—+oo

Comme dans le cas des fonctions a une variable, on se sert surtout de la contraposée de la

premiére implication i.e. si on peut trouver deux couples de suites (z,,,y,,) et (x,,,y,) ayant les

méme limites mais pour lesquelles lim f(z,,y,) # lim f(z),y,) alors f ne peut avoir de
n—+o0o n—+00

limite au point considéré ou encore moins étre continue (confer paraaraphe (II1.2) ).

( )

Exemple T : Reprenons la fonction f: RZ2\{(0;0)} — R de I’ exemple (6) .

2zxy
(x;5y) m
1 1 1
li =.2)=1 li =.0]=0+£1.
i) el o) o

Ici aussi, la fonction f ne peut avoir de limite en (0, 0).

\

I11.2} Continuité

( )
Définition & . Soit  un ouvert de R? et f: Q — R.

On dit que f est continue en My(z(,y,) € 2 si Mliril/I fM) = f(M,) d.e. si:
—Mo
e Vee [Rj»a Jda e [Ri? V($>y> € 97 ”(«T,y) - (x(hy[))” <a = ‘f(M) _f<MO)’ <e.
e Vee Ry, JacR,VMeQ, My M<a = |f(M)— f(My)| <e.

On dit que f est continue sur € lorsqu’elle est continue en tout point de €.

L On note €°(£2, R) leur ensemble.

On notera aussi, suivant le point de vue, lim  f(z,y) = f(zg,Yp)-
(Izy)%(woﬂlo)

En particulier, si ¢ : R — R est une fonction continue sur un ouvert contenant f(2) alors ¢ o f
est continue sur 2.
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ATTENTION

Ici aussi, pour montrer qu’une fonction de deux variables (z;y) — f(x;y) est continue
en A (z;Yp), il ne suffit pas de montrer que les fonctions d’'UNE variable z +— f(x;y,)
et y — f(z,;y) sont continues respectivement en z et y,.

De nouveau, (z;y) peut s’approcher de A de bien des maniéres, il n’est pas obligé de
le faire « & x fixé » ou « a y fixé ».

Contre-Exemple 8 : La fonction (x;y) de I’ exemple (6) précédent n’est

2 + y2
pas prolongeable par continuité en (0;0), alors que fonctions = + f(x;0) et y +— f(0;vy),
identiquement nulles, le sont en 0.

éxemples 9 : \ ‘

Les fonctions (x ;y) — x et (x;y) — y sont continues sur R2. I

A fortiori, par produit et combinaison linéaire, toute fonction polynomiale de deux variables est continue
sur R2.

[o.

Run tout M(z;y) €RZ |F(M) — f(A)| = |z — 25| < V(2 —24)2 + (y—ya)2 = AM.
&WQZ&W@Q«'M\/AM<O¢ = |f(M) - f(A)| < e

i@@omcﬂmfebtd@awwﬂﬂm%boubFMnLAER2dmn@mﬂ32.

Preuva:@énmrmwwﬁa,ﬁueft($;y)l—>wehtwnl’j/nuee/mA(azA;yA)Eﬂ?z.

e >0.

— |

La norme ¥ — ||J| est continue sur R2. I

dans R, el)de?a,g[yrwb\ow (& wne waniallle) t — Vt continue sun R,

» Soient I et J deux intervalles, ¢ € €°(I,R) et ¢ € €°(J,R).

Preuve : ?Wﬁﬁewmde&bgok@oab[w%ﬂwaﬂe T5y) — x? +y conbimue sun R? & ’UOQPJJJL@
—1

Les fonctions (z;y) — ¢(x) + ¥ (y) et (z;y) — ©(x)1p(y) sont continues sur I x J. I

-

%EWWWLIXJFMWWM.

@nmcmd@mm&mmm@%mebwde@mmww@m.

Preuve : (z;y) > & esb conbinue sun I x J & valewns dans T ek @ Lest sun I done (x5 y) — o()

En résumant,

Vs

Proposition 3 . Soient Q un ouvert de R? et A € R.
Si f et g sont continues en (x,y,), alors :

= [+ g est continue en (z,y,)
= Af est continue en (z,y)
» fg est continue en (xg,y,)
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w | f| est continue en (x,y,)

w Sig(zg,y,) # 0, alors f est continue en (z, y,)
g

On retrouve que toute combinaison linéaire de fonctions continues est une fonction continue.

Exercice S : Etudier la continuité f : (z,y) — sin(z + y)e =¥,

Correction :

Proposition 4 : Si f est continue en (x,,y,) alors :

5 fy, i@+ f(-,yo) est continue en zy;
w fu, 'y f(x,) est continue en y,.

La réciproque est fausse!

2
ATTENTION 11 suffit de considérer encore la fonction f : (z,y) %—l—yyz de I’ exemple (6) qui

n’est pas continue en (0,0) alors que ses deux applications partielles z +— f(z,0) et
y — f(0,y), toutes deux identiquement nulles, le sont.

Q DIFFERENTIABILITE DE R% DANS R

La théorie de la « dérivation » des fonctions en général, pas forcément de R dans R, est appelée
calcul différentiel.

Je mets des guillemets parce que, comme nous allons le voir, il est beaucoup plus compliqué et
subtil de « dériver » une fonction de plusieurs variables qu’une fonction d’une seule variable.
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\ Dérivées partielles

e 2
Définition 9 (Dérivée directionnelle) :  Soient  un ouvert de R2, f : Q — R une fonc-
tion, A(zg,7y,) € Q et B(h, k) € R2.

On dit que f est dérivable en A dans la direction ¥ si la limite
A+tv)— f(A th tk) —
lim F(A+1) — F(A) = lim f(@o +th, yo + tk) — f(20, Yo) existe et est finie.
t—0 t t—0 t
Le cas échéant, on appelle dérivée de f en A dans la direction ¥ ce réel noté D f(A).
\ y

Dire que f est dérivable en A dans la direction ¥ revient & dire que la fonction F : ¢ — f(A + tv)
est dérivable en 0 et on a alors :

Figure XXXIV.38 — Droite de R? passant par A et de vecteur directeur ¥. On parle de droite affine.

Remaraues :
— Si =0, la fonction t — f(A +t¥) = f(A) est définie et constante sur R tout entier, donc
dérivable en 0 avec Dy f(A) = 0.

— Pour ¥ non nul, la définition précédente n’a de sens que parce que la fonction t > f(A +t0)
est définie au voisinage de 0. Cela découle du caractere ouvert de €, qui contient B(A,r)

pour un certain r > 0.
r
Posons en effet a« = —. Pour tout ¢t € |—a;al, on :

—

91

d(A, A +t0) = |t = [t| x ||F]| < a||d]| =r = A+tie B(A,r) C Q.

La fonction t — f(A + t¥) est ainsi définie sur |—a;al.
Que représente géométriquement la dérivée de f en A dans la direction ¢7

‘ Considérez dans R? le graphe . de f :
7 ={(@iyi) R/ (wiy) € Qet 2= f(z3y) }.

@‘ Coupez-le sans ménagement par le plan « vertical » &, ; passant par A dirigé par les deux

vecteurs orthogonaux v et k.
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En toute rigueur, ¥ appartient & R?, mais nous avons identifié R? au plan d’équation z = 0
de R3.

L’intersection . N &, ; est une courbe ¢ du plan &, ;.

Figure XXXIV.39 — Dérivée d'une fonction suivant une direction.

Oubliez désormais le reste de I'espace et concentrez-vous sur &, ; et €.

Munissez &, ; du repere (A, 7, %) La courbe % n’est alors rien de plus que le graphe de
la fonction ¢t — f(A + tv) et, s’il existe, Dy f(A) est son nombre dérivé en 0 dans la base
(U, k) i.e. la pente de sa tangente en 0.

Notez bien ici que U n’est pas forcément unitaire, il faut en tenir compte quand on se
représente la pente. [/

La définition suivante n’est qu'un cas particulier de la précédente.

( \
Définition IO (Dérivées partielles) : Soient  un ouvert de R?, f :  — R une fonction
et A(zy,yq) € Q.

= S'il existe, le réel D; f(A) est appelé dérivé partiel par rapport a x de f en A(xg,yo)-

0
On le note %(:EO, Yo) ou, plus simplement, 0, f(A).

s S’il existe, le réel D]vf(A) est appelé dérivé partiel par rapport a y de f en A(zy,y,).

On le note @C(zo, Yo) ou, plus simplement, 9, f(A).

Jy

\

|1]. Sil'on peut tous descendre une colline suivant la méme direction on n’est pas obligé de le faire & la méme
vitesse |
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Une fonction f d’une seule variable posséde une seule dérivée f” quand elle est dérivable. Il arrive

, daf .
qu’on note ar cette dérivée.

. . .oaf o, .
Pour une fonction d’une seule variable, la notation —~ s’écrit avec des « d » droits.

dx
0 0
Pour une fonction de deux variables, les notations of et of s’écrivent au contraire
ATTENTION ox dy
avec des « d » ronds. C’est comme ¢a ...
Of(z;y)
oxr

0 0
Par ailleurs, quand on évalue of en (z;y), le résultat se note of (z;y) et non

ox ox

Figure XXXIV.40 — Dérivée partielle suivant les vecteurs de base.

Le calcul concret des dérivées partielles est tres facile.

En effet, avec des notations évidentes :

D;f(A) _ %g% f(A-I-tit) — f(A) :%Lﬂ(l)f(xo +t;y0i—f(ggo;yo>
’ - 5 a ,
= Jm fle yﬁ_if)% b) a_i(fc%;gp) = f1,(@o).

0
Calculer a—f(A) revient a fixer y a la valeur y, dans f(x;y) et a dériver par rapport a = au sens
x

usuel.
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0
Pour la méme raison, on obtient —f en dérivant f(x;y) par rapport & y a z fixé en xz :

dy
Df(A) i JAEE) = FA) L F@eiy0 1) — (w5 90)
t—0 t t—0 t
IRT f(%ay)—f(%ayo)_@c Yy
= ylggo — = (20, Y0) = fz, (W0)-

A

Exenple [O : La fonction (z ;1) — e*¥’ posséde des dérivées partielles sur R? et,

of 2 of =
4 5 2 —_J 5 — 12 aTY —_J = — Ty
(z;y) € R?, 89c(w,y) y?e et 8y(w,y) 2zy e

L’existence des deux dérivées partielles de f n’entraine pas la continuité de f.

e N

Contre-Exemple Il : Considérer encore la fonction de I’ exenple (6) :

ATTENTION

2zy

f=($,y)H{932+y2
0 si (z,y) = (0,0)

si (z,y) # (0,0)

\,

Le résultat qui suit n’est qu'une adaptation au cas des fonctions de deux variables de résultats
bien connus pour les fonctions d’une seule variable.

Nous n’avons rien a démontrer car les dérivées partielles ne sont jamais que des dérivées par
rapport a une seule variable, I'autre étant gelée.

~

Théoreme S (Opérations sur les dérivées parttielles) :

Combinaison linéaire, produit, inverse : Soient  un ouvert de R2 et f : Q — R et
g : Q — R deux fonctions.

Si f et g possedent des dérivées partielles sur €2, il en est de méme de toute combinaison

1
linéaire de f et g et du produit fg, mais aussi de I'inverse — si f ne s’annule pas.

f

En outre, pour tous k € {z,y} et A € R,

1 0

OO +9) = \0uf + 09, O4(19) =90 + 0kg e 3 (3) =4

Composition : Soient  un ouvert de R?, I un intervalle, f : Q — I et ¢ : I — R deux
fonctions avec f(Q) C L

Si f possede des dérivées partielles sur € et si ¢ est dérivable sur I, alors ¢ o f possede
des dérivées partielles sur Q et, pour tout k € {z,y} :

mwoﬁ=amewf]
o J

Exercice b : Soit f: (z,y) — 22 sin(zy).

Déterminer g—f et 8_f

x Oy
‘ On note

25 _o00r 0 _ 0o
oydx  Oydxr  Oxdy Oz Oy
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2 2
Oyox ¢ 0xdy’

Un commentaire 7

Déterminer

IV.2] Fonctions de classe

Définition || : Soit Q un ouvert de R? et f: Q +— R.

On dit que f est de classe €' si ses dérivées partielles existent et sont continues sur €.

On note €1(£2, R) leur ensemble.

4 N\
Méthode | (Montrer auune fonction est de classe 1) :
ﬂ)m?uwm%wmhmﬁad%mw%mwdecﬂam%lwmmmﬁﬂﬁm@ham
demmhmww%mwﬁ%b@mwmm@&de R2.
‘ meay%m&»g‘wmm(@wwmnwﬁ&)xl—)f(x,y)%tmaﬁgeme
ounent; I, tel que I, x {y} C Q.
mm%@xgw&%gom&m(ammaﬂ@e)ny(x,y)%thoﬂ&MW
oum@wabicTue{x}XIzCQ.
@%@mﬁnma(dd%mmmﬂﬂﬁ%) (x;y)H%(x;y)et(ﬂc;y)Hg—‘;(ﬂf;y)mw’ﬂﬂm@

sur €. y

\.

fE_xe.Mples 2 : \ ‘

u | Les fonctions (x;y) — = et (z;y) — y sont de classe € sur R2.

A fortiori, par produit et combinaison linéaire, toute fonction polynomiale de deux variables est de
classe €' sur R2.

Preuve :Jm:ombmb—@ew (z;y) — .
|_?o«mbouty€[R Maﬂee%%e)@@@oaMfo(x,y):wmegﬁﬁedemwam

WWM@%MRQ gf(x Y) —1I\m)bbout z;y) € R2
@ew@n\ewwxeﬂ?mma@ge%eﬁéeQa,gomoUDnyl—)fw;y):xebtd@wUQﬁerdemaf
Pobbedewn@deumm»ed%m@evaﬂbﬁ% [R2etg(m Y) =0 poun tout (z;y) € R

Fnalement, —@?mmmwmm f etk de dasse €1 sun R2.

— 1

» [ La norme & — ||9] est € sur R2 \ {6}! I

Preuve : Cout dabord, R2\ {0} etk bien, ouvent.
&W?@@wn&m“uo&dﬂwvwf@ z;y) — x? +y? eobde,cﬁom‘flmﬂ?2\{0} mﬁ@u)wda/mﬂ? ot lo
Kmmt«mt»%\[ehtde%.am‘fImﬂ?i,dmo@wnﬂmvl—>||v\\eotde<-fam‘flmﬂ?2\{0}.

0+ i) -]

ﬂ)mboumena*,f:%WWmW@WWtwmo. )
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Done ¥ — 3] no de e déninée i en 0.
5] no pas de premisne pantiellle

—

Vs

Proposition & :

» Toute combinaison linéaire et tout produit de fonctions de classe €' est de classe €.
» L’inverse d’une fonction de classe €' qui ne s’annule pas aussi.

= Enfin, pour tout ouvert Q de R? et tout intervalle I, la composée ¢ o f d’une fonction
f e R) avec f(©) C R et d’une fonction ¢ € €' (I,R) est une fonction de classe
€1 sur Q.

R_emaraque

: Il peut sembler curieux qu’on dispose d’une notion de continuité et d’une notion

de classe €', mais pas d’une notion intermédiaire de dérivabilité. Le chainon manquant s’appelle
la différentiabilité et ne figure pas au programme de PTSI.

Exercice 7

. Montrer que les fonctions suivantes sont de classe €' sur leur ensemble de défini-

tion, et calculer leurs dérivées partielles :

(:U;y)l—>{ zyln (z* +y*) i (m,y;i<8a8) sur R2.

[2] (z;9)— z? +y?
0

0 si (x;y
(22 —y*)zy

Correction :

Cout d'abord, R x R% %L&mwmmmwwdemmw%}wm.

&W@%@ompbm(x,y)Hmetxl—) e_zw&de&m(glwmmﬂ?xﬂ?ietﬂ?
dmw(x;y)Hefm%Ldecﬂam%lmeﬂ?jmemwm.

@em@me(x;y)Hln(y)%tdeoQam‘ﬁlmﬂ?ijm@%memwdmgoznaﬁm(x;y)Hy
etyHln(y)decQam‘flwaTmMMmﬂ?xﬂ?ietﬂ?i

. 22 — 2
gDuAbo[ue 22 +y2 nesbe @on/n,e,
22 — g2
li = 1l —— = 1
(z,y)gr%(),()) f@y) (:L’,y)ILI}(),O) e + 12 (:L’,y)lilz(),())
dodv [ esh conbinue en (0,0).
gDe méme,
2 2
lim f@y) = lim 7Y lm

(z,y)—=(0,0) T

2 2
T G ) B -y

(z,y)=(0,0) Y

= lim

@00 T2+ 2 (0)o(0,0)

im
(@,y)=(0,0) 24+y% (20,0
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o
dwﬁwm{mmﬂ% eb—(OO)WMmJ;,eb%(0,0)-Oeb—OO—Ofm[ﬂmm
o 2 a2 2,3
of _fay 0w —y _fl@y o, 2y
ox x Ox 12 + 12 x (22 4 y?)?
of _flay) 02—y fly  , o
dy y dyat+y? w (22 +y2)?
gD.
l‘2y3 $3y2
lim ———= =0, lim ———— =0,
(@.y)=(0,0) (2% + y?)? (2,9)-(0,0) (22 + y?)?
oQb;@nwbcI.ue

. of ) of
lir —(u,v) = 1 =
(u, U)ILI%O 0) Ox (U U) 07 (u,v) S —(0,0) 8y (U U) 07

dw%mwﬂm—@—mm%(om.

Développement limité a ’ordre 1

On admet le théoréme suivant :

e 2
Théoréme 1 (Formule de Taylor-Youna) :  Soient © un ouvert de R% et f :  — R une
fonction de classe €.

La fonction f admet en tout point (z(,y,) de Q un développement limité d’ordre 1 donné
par :

of of
f(x0+h1ay0+h2):f(:EO’yO)_‘_hl%(xO?yO)+h2§y(x0ay0>+<hl, )_}(00<”( 1 ha)l)-

Remaraues :
— A rapprocher du DL, d’une fonction réelle

Flao+h) = flag) +h 5L (o) + 0 (B)

— La condition (zy + hy,yy + hy) € Q est vérifiée des que ||(hy ; hy)| car 2 est ouvert.

T ) 00 (| (hy;hy)|) désigne une fonction négligeable devant |(hy;hsy)| i.e. qui peut
1,792

s’écrire sous la forme | (hy ;hy) e (hy 5 hy) avec (hl;hlzig(0,0) e(hy;hy) =0.

— On remarquera que 'application

L: R2 — R?

of of
(hyshy) h1a*$(3307yo) + hz@(xo’yo)
est linéaire. On l'appellera la différentielle de fen A (z(;yg).
— En posant (z;y) = (xg + hy,yg + hy) alors (hy;hy) = (x — 2,y — yp) et la formule de
Taylor-Young s’écrit :

0 0
f(x,y) = f(@g,y0) + (z — xo)%(%ﬂ/e) +(y — 3/0)85(3307310)

i (hl;hz?ﬁ(o,o)( I(& =20,y = yo)ll)-
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— La formule de Taylor-Young montre que pour |(z — zy,y — y,)| assez petit, ’accroissement
f(z,y) — f(xy,y,) peut-étre approché « au premier ordre » par ’expression linéaire :

0 0
(@ = 20) 52 (20, 0) + (0= 00) 5 20,30).

On écrit :

0 0
1) = £, ) = (= 30) 5280, 0) + (0 = o) s ) s voismage de (s, 4o) ]

Corollaire 1l : Soient © un ouvert de R2.

Toute fonction de classe €' sur Q y est continue.

Preuve : Hoit Az, y,) € Q.
|_ chowp,\wb‘mro%/nwoﬂe h k‘ s h f(xo,yo) kg;(wo,yo)%bwnbyme%@,mde&m,{be
- szmrm (hi k) — [[(h: k)| esh conbinue en (0,0) de limite nulle.

of aof

(hsk) = f(zg +hyo + k) — f(zo,y0) = ha?; %(wo’yO) + [ (h, k)| e (h;k),

(wg,90) +k

etk de limite nulle en (0,0) e.  Lim  f(z,y) = f(z0,v0)-

(z,y)—=(0:Y0)

Exercice 8 : Soit f: (x,y) — 22 +y + 2.

Calculer f(zg+ hy,yy + o).
Reconnaitre les différents termes du DL, de fen (z,y,)-

Correction :

f(xg 4+ hi,yo + ho) = (29 + hy)? + (Yo + ha) + (2o + ) (Yo + ho)
= (2 + 2xohy + B3) + (yo + ha) + (Yo + Toho + Yohy + hyhy)

@%MWN&%WW% (hy, hy),

=23 + Yo + oYy +hi 2z + o) + ho( 1+ 134 ) + hi 4 hyhy

) )
f(z0,Y0) dl(zo Yo) 8—5(10.@/0) (hy s ® 0.0 ([(hy,ha)])

0 0
E%@@”WW £($07y0):2170+?/@ 8*,5(370790):1"’170

h? + h} h? + hh h? hyk h? hih
& 1t gl 1'2 15: 21 i 21L22 <M |hy 2| < 2y 0
H(h17 hQ)H \V h’l + h2 \/h1 + h2 \/hl + h2 |h1‘ |h‘2‘ (hy1,h2)—(0,0)
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Q GRADIENT

V.1| Vecteur gradient

Alors que les dérivées partielles sont... justement partielles, le gmdzent d’une fonction f collecte
des informations sur les variations de f dans les deux directions iet ] et constitue de ce point de
vue notre premiere définition de ce qu’on pourrait avoir envie d’appeler « la dérivée de f ». Nous
en donnerons bientdt une interprétation géométrique.

Reprenons le développement de Taylor-Young du théoréme (7) :

of

0
f(xo + hy,yg + ho) = fzo,90) + h1a_£<%ayo) + hQ%(ﬂfo,?/O)"‘ (”( 13 ha)l )

(h17 H(0 0)
of
%(%ayo) (hl]
of \h
a_y(%ayo) 2
s )
Définition [2 (Gradient) :  Soient  un ouvert de R?, f : © — R une fonction et

A(fl:07 yo) € Q.

Si f possede des dérivées partielles en A, on appelle gradient de f en A le vecteur de R?, noté
gradf(A) ou V f(A), défini par :

Vi = (Fw W) e I = (e Hen).

Remaraues : V fselit « nabla f» et c’est donc une application (vectorielle certes!) de  C R?
dans R?.

Ecrit plus briévement, on a :

7

Corollaire 72~ :  Soient Q un ouvert de R?, f : @ — R une fonction de classe €' et
a(xg,yg) € Q. Y h(hy;hy) « assez petit », on a :

fla+h)=f(a)+V f(a)-h+ o(h) .

h—(0,0)

Rapidement et avec quelques abus de notations, on retrouve :

( )

Proposition & (Opérations sur les aradients) :

s VONf+g) = AV f+Vg oWy Lt
V(3) =/
s V(fxg)=gVi+fVg s V(pof)=¢ of xVf.
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e )
Théoréme 9 : Soient Q un ouvert de R? et f : © — R une fonction de classe €' et
A(zg,yo) €

Pour tout vecteur i = (uy, uy) non nul de R?, on a :

of of
Dﬂf<3707?/0) = Ul%(%ayo) + “2%(330’?/0)

:ﬁf@myo) X

En particulier,

— Le développement de Taylor-Young peut donc aussi s’écrire :

[z + e,y + hy) = flzo,y0) + 8(h1;h2)f<x07y0) + (hyeh ) o, o)(H (hy5ho) )

— Le théoréme (9) garantit I'existence de dérivées dans toutes les directions que 1'on peut
calculer facilement & partir des dérivées partielles ou du gradient.

Preuve :Joient Q un ousent de R2 ot f € GL(LR), Az, y) € Qe i = (uy, uy) € R2N{(0;0)}.
Joib t € R* tel) A+tueﬁﬁmramf&mhmta 0
?/u,e t—0

@W%W@%M(ﬂms QHRtJ@ew}g%s( i) =0 e

FA+T) = J(A) +(VFA)0) + 5] <(7) (awee. quelquers albus de notation.)
Jon composition, on peut noven @ = 1

FA+tE) = f(A)+ (VF(A)[ta) + [tT] «(t )
Jon bimsanits & dnoite du produit sdaine et homogénsite de fo novme eudidienne,

= f(A) +t(V F(A)]@) + ¢ ] e(t @)

t—0
Comme t £ 0,
FA+ t? —f(A) = (V F(A)|a) + |¢] ] et ) — (V f(A)|i).

—

Dy f(A) = V{f(A)[a).

—

Par définition, une fonction de deux variables est de classe €' quand elle possede des dérivées
continues dans les deux directions privilégiées i et j.

Remaraue : Si on pose i = (1,0) et j = (0,1), on retrouve :

0 0
a{f(%ayo) = 1af(3307 Yo) +08£( 0> Yo) = %(%ﬁyo)

0 0 0
05 (20, 90) = 0(‘9£<$0’y0) + 15;(%%) = 5;(350790)
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of .
(@0, o) = 05 (w0 o) ,-‘y& 84@0,«90\
Yy 3 y&,\(ufz )
} 9 fxo>
Ug e . .)2."?‘1....
L f @™ :
- A
P\ |7
. 1 1
T” T T
(To35Yo3520) * 0;: f (% 5Y0) Uy

0
87‘;:(:507110)

Figure XXXIV.41 — Dérivée suivant un vecteur.

Pour une fonction f d’une seule variable, vous savez depuis longtemps que le réel f'(a) est la
pente de la tangente de f en a.

Pour vous le faire comprendre, on vous a sans doute dit que « quand on avance de 1 vers la droite
en abscisse, on monte de f’(a) en ordonnée sur la tangente ».

La situation est la méme pour une fonction f de deux variables. Au voisinage de A(zg,y,), le
graphe de f a l’allure de son plan tangent et D f(A) n’est jamais que la pente de ce plan dans la
direction .

Le théoréme (9) énonce que quand on avance de u; dans la direction 7 et de u, dans la direction

j, on monte de Ulgi(A) + uq g?]; (A) dans la direction k sur le plan tangent.
e’ —x —cos(y) si (23y) % (0:0)
Exercice 9 : Soit f: (x;y) — xr2 + y2 'Y 5
1

> st (z;y) = (0;0)

Montrer que f admet des dérivées partielles en (0;0) puis déterminer V £(0;0).

Plan tangent

Pour les fonctions de la variable réelle, si f : I — R est une fonction de classe €' sur I, pour
tout x, € I, la formule de Taylor-Young s’écrit :

f(x) = f(xg) + f(x)(x — ) + 0 (T —20) -

Lorsqu’on écrit f(x) ~ f(zy) + f'(xy)(x — () au voisinage de z, on approche ainsi localement
la fonction f par la fonction affine

x> f(zo) + f(20)(® — 7).

On va étendre cette idée aux fonctions a deux variables :
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Figure XXXIV.42 — Plan tangent & z = e (®**¥*) en M(z,, 7).

Théoréme IO : On munit Pespace R® d’un repére orthonormé (O;i;j ,7%)
Soient  un ouvert de R? et f : Q — R une fonction de classe €1 et A(zg,y,) € Q.

Le plan tangent a la surface § d’équation z = f(x,y) au point M (x4 ; Y, ; 20) OU 25 = f(2g;Yp)
a pour équation :

5 5 - T—2
z— 2y = (a;_xo)a—i(xo,yo)+(y—y0>8_§(730,y0) = 2—2 =V f(2o;%) (y—?/(())> '

Remaraue : Résultat a rapprocher de I’équation de la tangente :

y= o) + (@ —20) 2 (w0).

Nous savons depuis longtemps qu’une courbe suffisamment réguliere ressemble localement & une
droite. Sans surprise, toute surface suffisamment réguliere ressemble localement & un plan.

Pour une fonction ¢ d’une seule variable, ’équation de la tangente en a est donnée par :
o(x) —¢la) = (z —a)¢'(a).
La situation est finalement la méme pour les fonctions de deux variables.

Exercice O : Déterminer un développement limité & 1’ordre 1 ainsi qu'une équation de plan
tangent pour les fonctions suivantes :
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0 0
(—6—£(m0,y0), —6—£(wo,yo), 1)): Vecteur normal au pla

tangent a la surface S au point Mo(zo,y0

Co=8SN{y=vyo}

Figure XXXIV.43 — Plan tangent a une surface.

(z;y) — 2* +y+ayen (0;0). (z5y) — zye® en (0;0).

DERIVEES PARTIELLES ET COMPOSEES

VI.1I Notion d’arc

e N
Définition I3 : On appelle arc paramétré  une fonction de R (ou d’une partie de R) dans R2.

v: R — R?

t —
y(t)

On peut facilement se représenter un arc en cinématique : ~y(t) représentant la position d’un
mobile au temps ¢ dans le plan R?.

La fonction v est de classe €' si, et seulement si x et y sont de classe €' et on définit alors
VteR, ~'(t)=(z'(t),y'(t))

Dans l'interprétation cinématique, 7’(t) représente la vitesse du mobile au temps ¢ ou plutét le
vecteur vitesse instantané que I’on note habituellement 7' (¢) laissant v(¢) sans fleche pour rappeler
leur vocation respective de vecteur vitesse et de vecteur position.
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2V

t cos(t)
Figure XXXIV.44 — Trajectoire de v : t — sur [0; 27].
sin(3t)

Exercice | : Représenter 'arc défini par « : t — (cos(t), sin(t)).

Déterminer .

‘ Regle de la chaine

On va composer un arc par une fonction de deux variables :

La fonction obtenue est une fonction réelle f o~ : R — R. Est-elle dérivable? Et quelle est sa
dérivée ?

4 h
Théoréme |l (Reale de la chaine) :  Soient I un intervalle de R et © un ouvert de R2.

On considere v : I — R? et f : Q — R deux fonctions de classe € telles que v(I) C Q de
sorte que f oy soit bien définie.

Si v et f sont de classe €, respectivement sur I et € alors f o~ est de classe ¢! sur I et

VEEL (foa)(0) =2'(t) go(z(t) (o) +¥'(0) F (o0, ()
=V f(3(t) -7 @).
. y
Remarques :

— Ecriture & rapprocher de (f o ) = ¢ (t) x f'((t)).
— A la maniére des physiciens mais abusivement pour nous, on retient souvent la régle de la
chaine sous la forme :

df _ofde  9fdy
dt Oz dt  Oydt

— La relation (f +9)/(t) = «'(t) 52 (2(8).4(0) + /(6 5 (2(0).5(8)) = Dy J(3(0)) montre

que (f o)’ (t) est une dérivée directionnelle de f, en 'occurrence la dérivée de f en (t)
dans la direction ' (t).
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cos(t)(1 + cos(t))

Figure XXXIV.45 — Cardioide d’équation = : t —

tracée sur la surface f: (z;y) — (@ + y) e (@*+v?)

sin(¢)(1 + cos(t))

La flaure (XXXIV.45) illustre le phénomeéne. Le mobile 7 évolue dans le plan R?, mais
on peut s’intéresser a sa projection verticale sur le graphe de f. Le résultat est un nouvel
arc paramétré, a trois dimensions cette fois et entierement contenu dans le graphe de f. Sur
la ficure (XXXIV.45), la pente de la droite en pointillé dans le repere (v(t),~’(¢), k) vaut

ala fois (f o)’ (t) et Dy f(7(1)).

On peut généraliser la régle de la chaine. Le théoréme qui suit n’est rien de plus qu'une nouvelle
application de la régle de la chaine. On y manipule cette fois des fonctions de R? dans R? et, de
nouveau, la dérivée d’une telle fonction se calcule composante par composante.

4 )
Théoréme [ : Soient D un ouvert de R? et ¢, : D — R deux fonctions de classe €' sur
D.

Soient Q un ouvert de R? et f : Q + R une fonction de classe €’ sur Q.

SoitT': D — R2 telle que I'(D) C Q de sorte que foI soit bien définie.

(w,v) = ($(u,v),9(u,v))
Alors F = foT est de classe € sur D et on a :
r f
F: R b——> R? | > R
(o) (D) puwv) (6w v)pluv))
\\ y
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OF of d¢ of 9
P ( 7U> = % (F<u7v>> %(uﬂ)) + % (F<u7v>> %(u7v>
OF of

Remarque : On peut & nouveau retenir simplement 2!

of _ 0fox  0fdy
ou Oxdu Oyodu

0f _0fos | 010y
ov  Odxdv  Oyov

en travaillant a la physicienne, et en notant :

(1, 0) b (B, 0), 6, 0)) 1 F(B(,), (u,v)

T Y

Exercice [ : Soit f: R — R dérivable. Calculer les dérivées partielles de :

gzy)=flz+y),  hzy =f@®+y?),  klxy) = flzy).

Correction :
99 — oh — ot (22 & 22
o« Lay) =L @+y o 50 =20 @ )
ag . / ak . . /7 .
. afy(x,y) fx+y) * 5, @y =uyf(zy)
o M) = 20p @ 4 ) o« o) =af (ay)
VI.3” Interprétation graphique du gradient
e Y

Proposition [3 : On se place dans un repére (O ok f) orthonormé du plan.

Soient I un intervalle de R et € un ouvert de R?.

Soient v : I+ R? et f : Q — R deux fonctions de classe € telles que v(I) C Q de sorte
que f o~y soit bien définie.

Si f o est une ligne de niveau alors la dérivée de « est orthogonale au gradient de f en tout
point de celle-ci :

Vtel, f(v(t) =k€R = Vf(4(t)-v'(t) =0.

|_ Preuve :@'W@W%ﬂe de lo Raine,
VEER, (for)(t) = (V1) [7(0))

|2]. abusivement !
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@%rmman,mthGﬂ?,f(’y(t))anbbombe@m

VteR, (Vft

~

)17/ (1) =0 < Vf(y(1) Ly ().

Interprétation araphiQue : Les lignes de niveau sont orthogonales au gradient.

//

N\

Figure XXXIV.46 — Lignes de niveau k de la surface z = zy.

La la ligne de niveau passant par le point My(zq, yy) a pour équation zy = k ot k = z,y,.
En ce point M est dessiné un vecteur tangent v et la tangente a la ligne de niveau.

Le vecteur gradient est orthogonal a la ligne de niveau en ce point.

Figure XXXIV.47 — Graphe de f : (z;y) — e*(’ﬂ*yz), son champ de gradients et quelques lignes de
niveaux.

En physique, on retiendra que les équipotentielles sont orthogonales aux lignes de champ.
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Figure XXXIV.48 —

On appelle , un arc paramétré qui est tangent en chacun de ses points au gradient de f
représenté ici en bleu.

Ici est représenté le Potentiel créé par un dipole électrostatique en un point de l’espace ainsi que ses

Théoréme 4 : Soit  un ouvert de R? et f : Q — R une fonction de classe € sur €.
Soit (zg,y,) € A.

Parmi tous les arcs paramétrés + de classe €1 passant par (zy,%,), i-e. (2o, o) = Y(ty), avec
|7 (to)] = 1, la valeur de (f o)’ (t,) est :

= maximale lorsque 7/ (t,) est colinéaire & V f(z,,1,) et de méme sens;

= minimale lorsque 7/ (t,) est colinéaire & V f(y,y,) et de sens contraire.

Interprétation araphique : V f (9, Yy) représente donc la direction de la ligne de plus grande
pente sur la surface d’équation z = f(x,y), et il est orienté vers les valeurs les plus élevées.

|— Preuve :ED'W b wa& de lo, dhaine, YVt €R, (for) (t) = (V f(v(1) |7 (1)).

(fo) (to) = <V f(r(to)) | ’Y/<t0>>

(
= H?f(xo,yo HCOS ﬂ“"bﬂ“@ Iy @)l =1 (05 %0)
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Autrement dit, si 'on veut passer le plus vite possible du niveau k au niveau k¥’ < k, a partir du
point donné M (z,y,) € € de niveau f(x,y) = k, alors il faut démarrer en suivant la direction
du gradient V f(zy,v,). \*

7

/

e

VP T
NN

RV U N
1 S

X
X
AN
< = NN
Al oy

Figure XXXIV.49 — Lignes de niveau et champ de gradients de f: (z;y) — z e (@2,

@ EXTREMA

Définition 4 : Soit Q C R? et f: Q+— R.

Soit M, = (2, yy) un point de 2.

On dit que f présente un mazimum global en (z,y,) lorsque

Vi(x,y) € flx,y) < f(2g,Y)-

On dit que f présente un minimum global en (x,,y,) lorsque

V(:L’,y) GQ, f($’y> >f(a70,y0).

On dit que f présente un mazimum local en (x,y,) lorsqu’il existe a > 0 tel que

Vi(z,y) €Q, (z;y) — (o590 <a = f(z,y) < f(20,Yo)-

On dit que f présente un minimum local en (x,,y,) lorsqu’il existe a > 0 tel que

Vi(r,y) €Q, (z;9) = (z0590)] <a = f(z,y) > f(zg,y0)-

. .

Remaraues :

— Un extremum local est donc un extremum global sur un ouvert contenu dans 2. Un extre-
mum global est un extremum local. un extremum local peut étre un extremum global.

— Rien ne dit que les extrema locaux ou globaux sont uniques.

Exercice I3 : Déterminer les points critiques de f: R2 — R
(z,y) +— 22%+ay+y?>—3x+1.

|3]. Un skieur voulant aller vite choisit la plus forte pente descendante en un point de la montagne, c’est la
direction inverse du gradient.
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Figure XXXIV.50 — Q(0;0;1) est un maximum local de (z;y) — 1 — (22 + y?).

( )

Proposition IS © Soient @ C R2, f: Q+— R et A(zg,y,) € Q alors :
Si f présente un extremum local en A(z,y,), alors :

= l'application partielle f(-,y,) présente un extremum local en x

= Papplication partielle f(z,,-) présente un extremum local en y,

Preuve SDWW fo.dme&eumwmmum?omﬂ@n, (:I:O,yo) d;mmbmw fA,z — f(.,yo)
admel wn mimimuwm en Zg.

%mbea>0boﬁw:

Vi, y) €Q (z5y) — (z0390)| <a = flz,y) > f(20, yo)-
fB@@omﬁmfebtdégim@lez{xeﬂ?/(x,yo)EQ}.
FToun touk z € Q) tel que |2 — | < o, on o (2,5) € Qe |o— o] = | (239) — (20 390)] <

Das, f(@,90) = f(wg,90) = fan(®) = fan(zg) e fo, admel un minimum local en Zg.

EEeWbmvwnwnt%tLdp/W[\mfA’y.
—
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Figure XXXIV.51 — La fonction S : (z;y) — ————-% admet un maximum global unique ainsi

qu’une infinité de maxima locaux et de minima locaux.

—0.25 i

—2r -7 0 7r 2m

sin(x .
) admet des extrema en les abscisses de ceux

Figure XXXIV.52 — L’application partielle S, _, : @
de S.
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La réciproque est fausse comme le montre le contre-exemple (13).

4 )
Contre-Exemple I3 : Soient f: R? — R et A(0,0).

(x,y) +— x*—y

Alors fo ,: R*  — R etfy,: R — R

(,y) +— x? (T, y) — —y

ATTENTION m La fonction f, , admet un minimum local en 0.

m La fonction f, , admet un maximum local en 0.

2

Supposons alors, par exemple, que f admette un minimum local en (0, 0) alors il existe r > 0 tel

que :
Vay € R?, |(z,y)| <r = f(z,y) > f(0,0) avec f(0,0) = 0.
2
Or, en prenant (z,y) = (0;%) alors |(z,y)| < g < ret flx,y) = _% < 0 qui est une
contradiction.

Donc f n’admet pas d’extremum local en (0, 0). On dit que A est un point col.

.

eSS
SIS T
AT,

N
NS 11777
R

Figure XXXIV.53 — La surface de la fonction (z;y) — 22 — y? présente un point col en (0, 0)

Exercice 4+ : Soit f: (x,y) — (22 —y) (322 —y).

Prouver que pour tout A € R, I'application g, :  — f(x, \z) admet un minimum local
en 0.
[2] fadmet-elle un extremum local en (0,0)? On pourra étudier f(z, 222 — 23)

Définition IS Soient © un ouvert de R? et f : Q — R une fonction de classe € et (zq,y,)
un point de €.
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On dit que (z(,y,) est un point critique de f lorsque :

af

%(%ayo) =0 —

8]" ~ Vf<$0,y0) = (O?O)
87/(5507%) =0

R.emarque : En un point critique, le plan tangent a la surface est parallele a z = 0.

Théoréme I6 : Soient Q un ouvert de R? et f : Q — R une fonction de classe €.

Si f présente en (z(,y,) € © un extremum local alors (z),y,) est un point critique de f.

Preuve :@'aTnéu le proposition (15) , si f enb dérisalle en A(zy,yp) ek Y admel un
ezacbmwm@ocaﬂafomf(.,yo) admeb un ecremum en .
@WQ%bwmdee[R%Q@gowcﬁmxl—)f(.,yo)%tdé%ﬁmdlwgewnwmmw%
owsent contenant . Jo dérinse esh done nulle en T, e

0
10(50) = 22 (5, 50) = 0.

of

87y($07y0) =0. .)O(JUTIbA/J

@mmﬂlﬁe,demmo[ue

= 3} 0
¥ 0:30) = (520 0) 5 () = (0:0)

—

Remaraues :

— Attention aux hypotheéses du théoréme : f est de classe €' et Q est un ouvert de R2.

A rapprocher du théoréme équivalent pour les fonctions réelles : si f: 1 = R présente un
extremum en a, si f est dérivable en a et a n’est pas au bord de 1, alors f’(a) = 0.

— (C’est une condition suffisante, mais non nécessaire comme pour les fonctions réelles. f peut
ne pas présenter d’extremum en un point critique : Pensez au point-col de I’ exensple (14)!
Ce théoreme dit juste que les extrema seront nécessairement a chercher parmi les points
critiques de f.

— Si (24, y,) est un point critique de f alors V f(z,,y,) = (0,0).

Donc pour tout vecteur u € R?, la dérivée de f suivant le vecteur i est nulle.

En effet,
of of
D_, = _— _— = U.
af (X0, y0) = uy py (7g,Yo) + uzay(xo,yo) 0

Par contraposition, si on trouve un vecteur u € R? tel que Dy f(zq,y,) # 0 alors (z,%,)
n’est pas un point critique de f, et donc f ne présente pas d’extremum en (z,y,).
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Figure XXXIV.54 — Minimum local non global Figure XXXIV.55 — Point critique non extrémal

- - | . N

xenple |4 : On considére encore f: (x,y) — x2 — y2.

Cherchons un extremum de f. Comme f est de classe €' sur R? qui est un ouvert, si f admet un extremum
en M, le point M, sera un point critique de f.

8f

(o) =22
Or, V(z,y) € R?, af( _
By z,Y)= )
o
9 (2,u)= 0
(z,y) est un point critique de f < 830"
= {¥= = (z,) = (0,0)
z,y) = (0,0).
—2y =0 &

(0,0) est le seul point critique de f sur R? donc le seul candidat pour accueillir un extremum.

Or,
s VzeR, f(z,0)=22>0= f(0,0). Donc, f ne présente pas de maximum en (0, 0).
s VyeR, f(0,y)= 2 < 0= f(0,0). Donc, f ne présente pas de minimum en (0, 0).
On a vu que (0, 0) est un point col de f.
KFinalement, f n’admet pas d’extremum local. J
4 )

Méthode 2 (Recherche dextrema) :
%@%MQ@W&%MMWW\T&f(:c,y):x2+y2.

2] qj@xgx%wf%tde%m%lebm&ufmmd@wmw%.
.%&w%wwdef%m nésoudne dewco équations &

Run cRu,crue Pmm): W (g, Yo), dtudier le bigme de f(x,y) — f(zq,Yp) o
de (Io,yo) WWMOMWMMWW@Q@T@&Q@M@J\W&
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PTSI VINCI - 2024 VII. EXTREMA

mwv%demmmo@fbwmjbb@mm%w

Exercice IS5 : Etudier les extrema des fonctions suivantes :

(x;y) — 223 — 62y + 3y 2] (z;9) —2® +(x+y—1)%+¢2
Correction :
(z;y) — 223 — 6y + 3y2. (z;y) — 22+ (z+y—1)% + %

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIV : fonclions de dewr variables 4_6'



Index

Application
partielle, 8
Arc, 34

Boule
fermée, 14
ouverte, 14

Calcul
différentiel, 21
Continuité, 19

Différentiabilité, 27
Différentielle, 28
Distance

euclidienne, 14
Domaine

de définition, 2
Droite

affine, 22
Dérivée

directionnelle, 22

partielle, 23
Développement

limité, 28
Extrema, 40
Fonction

continue, 19

a deux variables, 2

Formule
de Taylor-Young, 28

Gradient, 30

Interprétation graphique, 37

Graphe, 2
Hyperbole, 6

Ligne

de champ, 38

de niveau, 4, 5, 37
Limite, 12

en un point, 16

Maximum, 40
local, 40
Méthode
Fonction de classe €, 26
Recherche d’extrema, 45
Minimum, 40
local, 40

Norme
euclidienne, 14

Parabole, 11
Paraboloide

Plan

de révolution, 4, 11, 12
hyperbolique, 5, 11, 12

tangent, 32

Point

col, 43
critique, 43

Regle

de la chaine, 35

Structure

euclidienne, 13

Surface

représentative, 2

Tangente, 23
Topologie, 12, 15

Vecteur

unitaire, 23

Voisinage

47

d’un point, 15
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