XXXIV
Fanctisns. de dew variables

Figure XXXIV.1 — Surface représentative de la fonction r — w
r

Le but de cette section, dont le contenu sera entierement repris dans un cadre plus général en seconde année,
est de familiariser les étudiants avec les calculs sur les dérivées partielles, notamment avec la « régle de
la chaine », et de développer une vision géométrique des fonctions de deux variables. Le point de vue est
donc essentiellement pratique. Toute extension et tout développement théorique supplémentaire sont hors

programime.
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Q APPROCHE GRAPHIQUE
Dérfinition | - Soit ©Q un sous-ensemble de R2.

On appelle fonction a deuz variables toute fonction f: Q +— R.

Comme pour les fonctions de la variable réelle, Q) est appelé le domaine de définition de f.

f: R — R f: R — R
x F— sin(x) (x;y) +— sin(x)sin(y)
Figure XXXIV.2 - Fonction & une variable Figure XXXIV.3 - Fonction & deux variables
Exercice | : Préciser le domaine de définition des fonctions suivantes et en donner une inter-

prétation géométrique :

. . 3 2 3 A2 1
fi(zy) — a° + 22°%y + zy° — 4y°. E g: (x;y)HH'

Graphe
~

Définition 2 (Surface représentative) :  Soit Q un ouvert de R% et f: Q — R.

On appelle surface représentative de f I’ensemble

S ={(z,y,2) € R3, (z,y) €EQetz= f(z,y)}
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Figure XXXIV.5 — z = sin(x)

Intéressons-nous, par exemple, & la fonction (x;y) — 22 + sin(3y).
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Figure XXXIV.8 — z = 22 +sin(3y)
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Figure XXXIV.7 — y = sin(x)
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PTSI VINCI - 2024

Pour construire son graphe ., on étudie souvent son intersection avec une collection de plans

paralleles qui balaient ’espace R? tout entier.

Ainsi, pour tout A € R :
— Tl’intersection de .7 et du plan d’équation x = X est la courbe d’équation z = A? + sin(3y)

dans ce plan,
— Ul'intersection de .# et du plan d’équation y = A est la courbe d’équation z

dans ce plan,
— Tl’intersection de .# et du plan d’équation z = ) est la courbe d’équation x? + sin(3y) = A

dans ce plan. Ces courbes particulieres s’appelle des lignes de niveau A de f (confer para-
araphe (1.2) ).

= 22 + sin(3))

Figure XXXIV.9 — Intersection Figure XXXIV.10 — Intersec- F"lgure XXXIV.11 - Intersec-
. tion de . avec z = 10.
de & avec y = 2. tion de & avec x = .

Figure XXXIV.12 - z = /27 1 ¢2. Figure XXXIV.13 — z = 2% + y*.
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Figure XXXIV.14 - z = 22 — ¢2. 1,1
lz| |yl

Figure XXXIV.16 - z = sin(x). Figure XXXIV.17 — z = sin(x) + sin(y).

Figure XXXIV.18 - z = (z + y) e (@+v?), Figure XXXIV.19 — z = ysin(z) e *".

Lignes de niveau

Définition 3 (Lianes de niveaw) : Soit Q C R? et f: Qr— R.

Pour k£ € R, on appelle ligne de niveau k, ou courbe de niveau k, 'ensemble

Lk:{(x,y)EQ, f($7y):k}'
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Figure XXXIV.20 - Lignes de niveau de (z,y) — x2 — y2.

Exenple | © Considérons la fonction (x ;y) — 2 — y2.

= Les lignes de niveau sont des hyperboles.
= La ligne de niveau 0 est constituée des deux droites d’équation y = = et y = —x.

De maniere générale, toute courbe joignant des points d’égale valeur est appelée isopléthe. Elle
sépare des zones de faibles valeurs et des zones de valeurs plus élevées. Toutes les courbes iso-...
que vous connaissez sont des isopléthes.

s N
Exemple 2 :
= Si f est la fonction qui, a la longitude et la latitude associe l'altitude, alors les lignes de niveau
représentent les points qui sont a la méme altitude : si on se promeéne sur une ligne de niveau, on

ne monte ni ne descend. Ce sont ces lignes (dites de niveau) qui sont représentées sur les cartes
topographiques.

Plus les courbes de niveau sont serrées, plus l'altitude varie rapidement, plus la pente est forte.
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~

Figure XXXIV.21 — Les lignes de niveau autour du mont Fuji

Exemple 3 :
m Si f est la fonction qui, & la longitude et & la latitude associe la pression (au niveau de la mer), alors
les lignes de niveau relient des points d’égale pression. Ces lignes sont appelées en météorologie des
courbes isobares.

Lorsque les isobares forment des boucles fermées, la plus petite boucle au centre indique le centre de
pression. Un systéme anticyclonique est représenté par un « H »en anglais et un systéme dépressionnaire
est représenté par un « L »en anglais.
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Figure XXXIV.22 — Courbes isobares : La vitesse du vent est fonction de I’écartement des isobares : plus
les isobares sont serrées, plus la pression varie rapidement, plus le vent souffle fort.

|I.3 I Applications partielles
4 )
Définition 4+ : Soit Q C R%et f: Q1+ R.

= pour tout y, € R, on note f(-,y,) ou fy, Vapplication z +— f(z,yy) qui est définie sur
Pensemble des réels x tels que (z,y,) € Q.

fyo :x|—>f(x7y0)

= pour tout z, € R, on note f(z,) ou f, 'application y — f(z¢,y) qui est définie sur
Pensemble des réels y tels que (zy,y) € Q.

f:z:o :y — f(x07y)

. f( o) et f(zg,-) sont appelées applications partielles de fen (zy,y,).

Les applications partielles sont donc données par la méme équation que la fonction f elle-méme,
seul le statut de x et de y change : au lieu d’avoir deux variables, I'une d’elles est désormais fixée
(sa valeur dépend du point (z;y,) en lequel on regarde les applications partielles).

Tracer les représentations graphiques de ces applications partielles revient a tracer la coupe de
la surface représentative de f par les plans d’équation respective y = x, et * = x,. confer
paraaraphe (I.1) .

7

Exensple 4 : Considérons la fonction z > 22 — y? et (x4 ;1,) € R2.

= Les fonctions partielles sont des paraboles de concavité contraire :
zr— 2?2 —y2 et yr— —y?+zi

» Les lignes de niveau k € R sont des hyperboles d’équation 22 — y? = k ou les deux bissectrices lorsque
k=0.
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Figure XXXIV.23 - (z,y) — f(x,y) = 2 — y? avec ses fonctions partielles
fzo:(x07y)'—>f(‘r07y) et fyo:(x7y0)'—>f<w7y0)'
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Figure XXXIV.24 — f, :y+— flzg,y) Figure XXXIV.25 ~ f :z+— flz,yo)

Figure XXXIV.26 — Applications partielles de (z;y) — 22 — y2.
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3

Figure XXXIV.27 - Lignes de niveau de Figure XXXIV.28 — Différences entre fonctions
(z;y) — x2 —y2. partielles et lignes de niveau de (x ;y) — x2 — y2.
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Exenple S : Considérons la fonction f : (z;y) — z2 + y2.

Papplication partielle obtenue en fixant y = 1 est la fonction d’une variable f, ; : x +— x? + 1.

I'application partielle obtenue en fixant x = 2 est la fonction f, 5 : y y? +4.
Les applications partielles sont toutes représentées par des paraboles.

En particulier, & l’origine, elles ont pour équation x — 2 et y — y2.

= Les lignes de niveau sont des cercles.

Figure XXXIV.29 — Différence entre fonctions partielles et lignes de niveau.

R.emarque : Les courbes des applications partielles et les lignes de niveau permettent de recons-
tituer l'intégralité de la surface. Par exemple, la Ffiaure (XXXIV.30) s’appelle un paraboloide
hyperbolique tandis que la flaure (XXXIV.31) est un paraboloide de révolution.
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Figure XXXIV.30 — z = 22 — 32

Figure XXXIV.31 — z = 22 + ¢2.

Exercice 2 (Applications partielles) : Soit f: R — R
(r,y) > e®cos(y).

Déterminer f(-,0) et f(3,-).

RUDIMENTS DE TOPOLOGIE DANS R?

L’idée essentielle, si nous voulons faire un peu d’analyse, est de pouvoir définir la notion de limite
d’une fonction en un point.

Globalement, pouvoir exprimer rigoureusement le fait que f(x) peut étre « aussi proche » de ¢
ue ce que l'on veut a condition que = soit « assez proche » de x,, ce que nous écrivons
q q q p 0> q

lim f(z) = f(z).

T

m Pour une fonction d’une variable réelle a valeurs dans R, lim f(x) = ¢ s’écrivait :

Tz,
([ Jr—zl<a ([ fle)—t<e

VeeR,,JaeRy/ < xe]xo—o;;xo—i-a[ = < f(:c)e]éois;ﬁ—i-a[
d (zg ;O;) <a d(ﬁ;f(o;)) <e.

\

m Pour une fonction d’une variable réelle & valeurs dans R? ~ C, nous avons tout d’abord eu
recours au module et les expressions ci-dessus restent inchangées :

|z — 2] < «
ou |flz) — L. <e
xlirgof(x)zﬁ = VeeR,JacR,/ < z€lzy—a;z,+a] = ou
ou d(; f(x)) <e.
d(zg;2) <«

Nous pouvons aussi munir R? de sa structure euclidienne canonique i.e.
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f:R—R

T ; f(x

~—

f"lR’N[;p

Figure XXXIV.32 — Fonction & une variable & valeurs dans R ou R?2.

— de son produit scalaire :

— et de sa norme associée :

M- R — R,
— x — — | —
u<y) s al, = Vi) = Va2 1 2.

On identifiera souvent le vecteur  (z; y) de R? avec le point M du plan de coordonnées
(x;y) dans un repére orthonormé (O 1; j) i.e. on confond R? avec le plan affine & si bien
qu’on notera fréquemment M = (z;y).

La norme euclidienne permet également de définir une distance sur R? appelée distance

euclidienne :
dy: RZxR* — R, = dy: P2xP — R,
(@;9) +— |u—7],. (M;M') = [M—M[, =MM".
( |z —x4] < @
ou [f(z) =L, <e
VeeR ,JaeR,/ ({ z€lrg—aszy+¢] = ou
ou d2 (E,f(x)) <e
L d(zg;z) < «
m Pour une fonction de deux variables a valeurs dans R, lim f(z) = £ s’écrira alors au

(x39)=(x05Y0)
paraaraphe (I11.1) sous la forme légitime :
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f"lRQ[ﬂ[R
—3°
f(M())fZl\_/[').\

Figure XXXIV.33 — Fonction a deux variables a valeurs dans R.

,

I(z3y) — (20390, < @ |f(M) — (] <e
VeeR,, JaeRy/ < MM, < « = fM) el —e;l+¢]
dy (My; M) < « L d(¢; f(M)) <e.

Boules
-

Détinition S : Pour tous A(zy,y,) € R? et r > 0, on appelle : )
m boule ouverte de centre A et de rayon r I’ensemble
B(A,r)={MeR/AM <r} = {(z;y) €R?/ |(z3y) — (zo;%0)| <}
m boule fermée de centre A et de rayon r ’ensemble
BA,r)={MeR*/AM <} = {(z;y) € R?/ |(z51) — (zo; %) <7}
\ v

Boule fermée : B(A,r) Boule ouverte : B(A, )

Figure XXXIV.34 — Boules de centre A dans R?.
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Ouverts

4 )

Définition L (Voisinaae d'un point) :

e Soit A € R2.

On appelle voisinage de A toute partie de R? contenant une boule ouverte de centre A.

On notera dans ce cours Vg2 (A) ou, plus simplement, V(A) 'ensemble des voisinages
de A dans R?.

e Soit  une partie de R2.

On dit que Q est (un) ouvert si :

VAeQ, Ir >0, B(A,r) C Q.

Figure XXXIV.35 — Un ouvert est (un) voisin(age) de chacun de ses points.

( )

Proposition | :

(i) Toute boule ouverte est un ouvert.
(i7) Le complémentaire de toute boule fermée est un ouvert.

En particulier, R? \ {A} est un ouvert pour tout A € R2.

(7i1) Tout produit de deux intervalles ouverts est un ouvert.

Preuve:%mmmwww%mmzmmmm
WAm@'mmtmwatQémdwa:mcﬂmﬁemwﬂmowwgam,r)cg.

?emw@r@mwudwwrhwuew%w

P T
B A
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(i) r = min{p, p'}

Remaraues :

SoamLCeWetr>0.fE@@ouﬁe@Wnéer:{MeR2, CM < 1} wesk pas un ourer.
T eccinte deb pantien i owsenten i fermsen comme A = [0, 1[0, 1[
—

Exercice 3 (Topoloaie) :  Les parties suivantes de R? sont-elles ouvertes ?

Le demi-plan {(z,y) € R?, y > 0}.
Une boule ouverte.

Une droite.
[4] L’ensemble {(z,y) € R, |z| <1 et [y <1}.

Bl 2

@ CONTINUITE

V(0)

Figure XXXIV.36 — Cas général d’une fonction définie sur R? a valeurs dans R™.

Limite

Vs

N

Définition 7 (Limite (Finie) en un point) :  Soient ©Q un ouvert de R2, f : Q — R,
My(zg,yp) € Qet £ € R.

On dit que f admet une limite £ en M si :
e VeeR}, JaeRy, V(z,y) €, (z,y) — (zg,90)l <o = |f(z,y) — 4] <e.

e VeeR:, JacR, YMeQ MM<a = [f(M)—/] <e.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIV : Fonctions de dewn variables ﬂ



PTSI VINCI - 2024 III. CONTINUITE

[ VVZ € V[R<€>7 EIVMO S V[R2<MO>7 VM (S QQVMO? f(M) c VZ'

On note alors lim f(M)=¢ ou lim x,y) = 4.
l\/I*ﬂ\/IO f( ) (-’E7y)‘>(10,yo) f( y>

La plupart des résultats qu’on a démontrés pour les fonctions de R dans R sont conservés :
— unicité de la limite,
— caractére localement borné,
— opérations (combinaison linéaire, produit, inverse, composition avec une fonction de R dans
R),
— compatibilité /ou pas avec les inégalités larges/strictes,
— théoreme d’encadrement, ...

Faire tendre M = (x;y) vers A = (z;y,) ne revient pas a faire tendre = vers z puis
Y Vers y, ou le contraire.

ATTENTION
Le point M peut se rapprocher de A de bien des maniéres, il n’est pas obligé d’y aller

en ligne droite selon 7 ou j et c’est bien 14 le probléme!

Figure XXXIV.37 — Différentes maniéres de tendre vers un point dans R2.

Exemple [ : Considérons la fonction définie par

f+ R2\N{(0;0)} — R

2xy
(z;y) gy
11 est clair que :
e lim lim — =1lim0=0
z—0y—0 x4 + y2 z—0
et
e lim lim = lim 0 = 0.

y—0z—0 2 + y2 y—0

Mais nous allons voir que f N’a PAS de limite en (0;0). Cela se visualise assez bien, mais cela se montre
aussi assez bien en coordonnées polaires (7 ;6).

.
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( )
On sait que tout point M (z;y) de R? peut étre écrit sous la forme (rcosf;rsinf) pour un certain
(r;6) € R, xR dit couple de coordonnées polaires de M.

Pour tout (x;y) € R\ {(0;0)} de coordonnées polaires (r;6), on a :

2zy  2rcos(f) x 2rsin(0)
2+ y? =

flzsy) = = sin(260), donc f ne dépend que de la variable 6.

Par conséquent, si (z;y) tend vers (0;0) en maintenant constant l’angle 0, (x;y) tend vers le réel sin(20)
pour ce 0 fixé.

On obtient ainsi des limites différentes selon la maniére dont on fait tendre (x;y) vers (0;0), donc f ne peut
avoir de limite en (0;0).

\,

Exercice 4 : Soit f: R2\ {(0,0)} — R la fonction définie par

x2y2

o) = ity

Montrer que lim lim f(z,y) = lim lim f(z,y) =0 et que lim  f(x,y) n’existe pas.
z—0y—0 y—02x—0 (z,y)—(0,0)

( )
Proposition 2 (Caractérisation séquentielle de Ia limite) :  Soient  un ouvert de R?,
Q= R, My(zg,yy) € et £ €R.

lim  f(z,y) =¢ < Pour toute suite (z,,),cn €t (¥, )pen cONvergeant
(2,9)—(20,Y0)
respectivement vers x; et y, hEl flz,,y,) ="
n—+oo

\
e N
Exemple T : Reprenons la fonction f: RZ2\{(0;0)} — R de I’ exemple (6) .
2zy
(z;y) g
, 11 , 1y
‘nEELof(g’ﬁ)—l- 'nk?oof(g"))—o*l-
Ici aussi, la fonction f ne peut avoir de limite en (0, 0).
I11.2} Continuité
( )

Définition & . Soit  un ouvert de RZ et f: Q +— R.
On dit que f est continue en My(zy,y,) € € si 1\/Ilinlz\1/I fM) = f(M,) d.e. si:
—Mo

e VeeRy, JaeRy, V(z,y) € |(z,y) — (20,50 <a = [f(M) = f(My)| <e.
e VeeR:, JaeR,YMeQ MM<a = [f(M)— f(My)| <e.
* YV, € Ve(f(My)), FUy € Vga(My), VM € QN Uy, f(M) € Vi)

On dit que f est continue sur ) lorsqu’elle est continue en tout point de 2.

L On note €°(£2, R) leur ensemble.
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On notera aussi, suivant le point de vue, lim flz,y) = f(xg,yp)-

(2,y)—(20,Y0)

En particulier, si ¢ : R — R est une fonction continue sur un ouvert contenant f(2) alors ¢ o f
est continue sur €.

ATTENTION

Ici aussi, pour montrer qu’une fonction de deux variables (z;y) — f(x;y) est continue
en A (¢ ;Yp), il ne suffit pas de montrer que les fonctions d’'UNE variable z +— f(x;y,)
et y — f(z;y) sont continues respectivement en z et y,.

De nouveau, (z;y) peut s’approcher de A de bien des maniéres, il n’est pas obligé de
le faire « & x fixé » ou « a y fixé ».

2
Contre-Exemple 8 : La fonction (x;y) % de I’ exemple (6) précédent n’est
T Yy

pas prolongeable par continuité en (0;0), alors que fonctions = +— f(x;0) et y +— f(0;y),

identiquement nulles, le sont en 0.

N

éxemple_s 9 : \ ‘

u | Les fonctions (z;y) — x et (z;y) — y sont continues sur R2. I

A fortiori, par produit et combinaison linéaire, toute fonction polynomiale de deux variables est continue
sur R2.

preuve.:@@nwnbw/nb,rmmm,rﬁe,cluef:(x;y)Hw@btcofnl',i/nuemA(xA;yA)Eﬂ?Q‘
|_50041:€>O.
Bun touk M (23) € R [FM) — (A)| = o — 2] < /@7 F G—9a) = AM
&LW&:E,W@@&%AM<O¢ = |[f(M) — f(A)| < e

EﬁmgmmfebtmmmmmwAeuﬁmmn@

— |

» | La norme ¥ — ||¥| est continue sur R?. I

Pfeuvetsomfuﬂewn\/‘w&ﬁmde&»gommﬁmurﬂ%mmﬂe(w;y)l—>$2+y2wrwymwnﬂ32dmﬂwmb
damua+exdemgomm(ammﬂﬁe)t»—>ﬁmmmk+.
—

= Soient I et J deux intervalles, ¢ € €°(I,R) et ¥ € €°(J, R).

Les fonctions (z;y) — ¢(x) + ¥ (y) et (x;y) — ©(x)1p(y) sont continues sur I x J. I

Preuve : (z;y) > & esb conbinue suwn I x J & valewns dans T ek @ Lest sun I done (x5 y) — o()
MWMMIXJFMWW.

Onwm&maﬁ'mm&mmmm&bm@w@wm.

En résumant,

Proposition 3 Soient  un ouvert de R2 et A € R.
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s 2
Si f et g sont continues en (z),y,), alors :

= [+ g est continue en (z,y,)

= \f est continue en (zy,y,)

» fg est continue en (xg,y,)
| f| est continue en (z,y,)

Si g(xg,yy) # 0, alors f est continue en (z, y,)
g

On retrouve que toute combinaison linéaire de fonctions continues est une fonction continue.

Exercice S : Etudier la continuité f : (z,y) — sin(x 4 y)e~ @ +v%),

Proposition 4 : Si f est continue en (x,y,) alors :

5 fy, i@+ f(,yo) est continue en g ;
» fu, Yy f(xg,") est continue en y,.

La réciproque est fausse!

2
ATTENTION 11 suffit de considérer encore la fonction f : (z,y) %—Fygﬁ de I’ exemple (6) qui

n’est pas continue en (0,0) alors que ses deux applications partielles z > f(z,0) et
y — f(0,y), toutes deux identiquement nulles, le sont.

Q DIFFERENTIABILITE DE R2 DANS R

IV.1| Dérivées partielles

s a
Définition 9 (Dérivée directionnelle) :  Soient  un ouvert de R2, f : Q — R une fonc-
tion, A(zg,7,) € Q et ¥(h, k) € R2.

On dit que f est dérivable en A dans la direction v si la limite

lim fAA+10) — f(A) _ lim f(@o + th, yo + tk) — f(2o, Yo)

t—0 t t—0 t

existe et est finie.

Le cas échéant, on appelle dérivée de f en A dans la direction ¥ ce réel noté Dy f(A).

g

Dire que f est dérivable en A dans la direction ¥ revient a dire que la fonction F : ¢ — f(A + tv)
est dérivable en 0 et on a alors :
f(A+10) — f(A)

D3 f(A) = lim ; = F'(0).

Définition IO (Dérivées partielles) : Soient  un ouvert de R2, f : Q — R une fonction
et A(zg,y,) € Q.
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Figure XXXIV.38 — Droite de R? passant par A et de vecteur directeur ¥. On parle de droite affine.

Figure XXXIV.39 — Dérivée d’une fonction suivant une direction.

= S'il existe, le réel D;f(A) est appelé dérivé partiel par rapport a x de f en A(zq,yo)-

On le note gir(xo, Yo) ou, plus simplement, 9, f(A).

m S'il existe, le réel Djf(A) est appelé dérivé partiel par rapport a y de f en A(zy,y,)-

On le note g;(mo, Yo) ou, plus simplement, J, f(A).
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Figure XXXIV.40 — Dérivée partielle suivant les vecteurs de base.

(A):hmf(A‘i‘tZ)_f(A) :limf(x0+t§yo)_f(l’o§yo>

t—0 t

D.f

? t—0 t
) B ) 0 /

_ xhjgo [z Z/ox> - i(()xo Yo) _ 3_21("@%;29) _ yo(gjO)'
D_(A) — lim FA+t5) — f(A) i @oi% +1) — fl@oi%)
-0 t t—0 t
o e y) = flzo yo) _ﬂ —

= lim = = ay(@;ﬂp) = fzyWo)-

Exenple IO La fonction (x;y) — e®¥” possede des dérivées partielles sur R? et,

of 2 of 2
. 2 = — 212 aTY —_J = — Ty
v (z;y) € R?, faw(m,y) Yy’ e et 8y(ﬂf:,y) 2xy e™V.

L’existence des deux dérivées partielles de f n’entraine pas la continuité de f.

Contre-Exemple Il : Considérer encore la fonction de I’ exenple (6) :

ATTENTION -
f($ y)}—){x2+y2 Sl(x7y)7(:(0,0)

0 si (z,y) = (0,0)
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IV. DIFFERENTIABILITE DE R2 DANS R

-

Théoreme S (Opérations sur les dérivées parttielles) :

Combinaison linéaire, produit, inverse : Soient {2 un ouvert de R> et f : Q — R et

g : Q — R deux fonctions.
Si f et g possedent des dérivées partielles sur €2, il en est de méme de toute combinaison

1
linéaire de f et g et du produit fg, mais aussi de l'inverse ? si f ne s’annule pas.

En outre, pour tous k € {z,y} et A € R,

_%f

O f (M +9) = NouS +04g,  Bu(fg) = 90S + fOrg aadﬁzfm

f

Composition : Soient  un ouvert de R?, I un intervalle, f : Q — T et ¢ : I — R deux

fonctions avec f(Q2) C L

Si f possede des dérivées partielles sur 2 et si ¢ est dérivable sur I, alors ¢ o f possede
des dérivées partielles sur €2 et, pour tout k € {z,y} :

mwoﬁ=auxw%f]

0

Exercice b : Soit f: (z,y) — 22 sin(xy).

of | of

1| Déterminer — et —.
oxr Oy

f _9of  f _ 90f

[2] On note D90 _a_ya_xe 9udy — 950y’

0% f 0% f

—— et ——. Un commentaire ?
Oydx ~ Oxdy

Déterminer

IV.2] Fonctions de classe %"

~

\

Définition || : Soit Q un ouvert de R? et f: Qr— R.

On dit que f est de classe €' si ses dérivées partielles existent et sont continues sur 2.

On note €1 (2, R) leur ensemble.

s

Mé-thode | (Montrer awune fonction est de classe €1 :

?m%m@omﬁ@mwgwwwmglwmmgﬂﬁ%m
‘@mwuwn%mﬂueﬂ%t&mvmww%deﬂaz
W%@y%%%@m(@mm%)wlﬁf@,y)%tm%mm
ouwblybegﬂuelyx{y}CQ.
Mlﬁdw{x}XImCQ.

~

A . . of . . of , . .
‘ Q%gmmnmw(a,d&womnw%w) (x;y) — o (x;y) ek (x;y) — dy (x;y) sonk conbimuen
¥ sun ) )
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/Exemple_s 2 : \ ‘

m | Les fonctions (z;y) — x et (z;y) — y sont de classe €' sur R2.

A fortiori, par produit et combinaison linéaire, toute fonction polynomiale de deux variables est de
classe ¢! sur R2.

Preuve IJLMM—@&PM (z;y) — .
g)owbboul)yE[R(Uwuaﬁgecdgﬁéelgwgofrwﬁowfo(m;y)Zw%Ld@ﬂwongw»Rdofn@f"\Mbédeww

Wd@uméerawe@emﬂﬂ&%(m;y}zlww(x;y)eﬂ??
@emmrmewGR(mgﬁQe%eﬁée)Q@Eomzﬁmny(w;y):xehbd@vi/uo,@@emﬂ?,dofnof
rﬂmmmmmrawe%mﬂ%%t%(m;y):oww(my)eﬂ??

?M?ag—fmmmﬁzmmm febtdecfame%ﬂlw)LRQ.
2 Yy

— 1

» | La norme ¥ — ||T] est € sur R? \ {6} ! I

Preuve : Goub d'abord, R2\ {0} et bien, owvent.
&M@?@Eom&ﬂmvvu%/m&aﬂe(m;y)H$2+y2%hdecQom%1WLR2\{6}(§/UGQ€/U)wd0mb [R+&Q@
Kommth\/{eazdeam%lmuﬁ,mwme% ¥+ 9] st de dasse € sun R\ {0}.

0+ —[0] _ 14

. ?mewd@mwtmma
@mﬁHH'B“ %@Wd@rﬂm&@md@ﬁ/@é@rﬂhﬁ@%%ﬂ

Rur tout t € R,

4 )
Proposition b
» Toute combinaison linéaire et tout produit de fonctions de classe € est de classe €.
» L’inverse d’une fonction de classe €' qui ne s’annule pas aussi.
» Enfin, pour tout ouvert  de R? et tout intervalle I, la composée ¢ o f d'une fonction
f e EHR) avec f(©) C R et d’une fonction ¢ € €1 (I,R) est une fonction de classe
¢! sur Q.

N\ —

Exercice T : Montrer que les fonctions suivantes sont de classe €' sur leur ensemble de défini-
tion, et calculer leurs dérivées partielles :

zyln (22 2 si (x; 0;0 9
\ ($§y)|—>{ y (0+y) g Ex’z;igoog sur R-.

2 —y?)x
oy (z5y) # (0;0)

2] (z;y)+— x? + y?
0 si (z5y) =(0;0)

7

sur R2.
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IV.3” Développement limité a ’ordre 1

r 2
Théoréme 1 (Formule de Taylor-Youna) :  Soient Q un ouvert de R? et f : Q — R une
fonction de classe €.

La fonction f admet en tout point (zy,y,) de Q un développement limité d’ordre 1 donné
par :

of of
f($0+h17yo+h2):f($0790)+h1%($07yo>+h28*y($0ayo>+(hly )%00(”( 1,h2)||).

Corollaire 1l : Soient © un ouvert de R2.

Toute fonction de classe € sur Q y est continue.

|_ Preuve : Hit A(zg,y0) € Q2

gonbmro&amummﬂe (h;k)—h f(l’o, 0)+kgf(a}0,y0)%tmmﬂmue@m(0,0)de&/mre
- iwzm (hi k) — [[(h: k)| esb conbinue en (0,0) de limite nulle.

0 0
(k) v F(ag+ oo + R) — F (i 90) = h oz, 30) + ka;?xo,w 1B (3R,

etk de limite nulle en (0,0) ie.  Lm  f(z,y) = f(z0,¥0)-

(%y)ﬁ(xo’yo)

@o«wfebtoomﬁﬂwe%AﬁwchwnﬂuedeQdomomQtout@nﬁem

Exercice & : Soit f: (z,y) — 22 +y + zv.

Calculer f(xq + hy,yo + hs).
‘ Reconnaitre les différents termes du DL, de fen (x,y,)-

Q GRADIENT

Vecteur gradient

Reprenons le développement de Taylor-Young du théoréme (7) :

of of
f(-’”o +hy, Yo + hy) = f(%ayo) + h1%<%ayo) + hzafy(%,?/o) +(h17 0 0)( I(hy ,hz)”)

af

%(%a%) (hl)
5 )
5§($0ay0> ha
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e a
Définition [L (Gradient) :  Soient  un ouvert de R, f : Q + R une fonction et
A(zg,yo) €

Si f posséde des dérivées partielles en A, on appelle gradient de f en A le vecteur de R?, noté
gradf(A) ou V f(A), défini par :

VI = (W2 @) = T o) = (5 @) g0

Remarques :V fse lit « nabla f» et c’est donc une application (vectorielle certes!) de Q C R?

dans R2.
Corollaire 72~ : Soient € un ouvert de R?, f : @ — R une fonction de classe €' et
a(xg,yg) € Q. Y h(hy;hy) « assez petit », on a :
fla+h)=f(a)+V f(a) - h+ o(h) .
h—(0,0)
Proposition 8 (Opérations sur les aradients) :
s VOAMf+9)=AVf+Vyg _ﬁ(%):_%ﬁf
= V(fxg9)=gVi+ Vg s Vipof)=¢ ofx V.
4 N\
Théoréme 9 : Soient Q un ouvert de R? et f : © — R une fonction de classe €' et

A(zg,yg) € Q.

Pour tout vecteur 4 = (uy, uy) non nul de R?, on a :

af of
Dy f(zg,y0) = Ul%(%ayo) =+ u28—y<$07yo)
= vf(%ai%) - U

Preuve :Joient Q wn ousent de R2 ot f € CL(LR), Ay, y) € Qeb i = (uy, uy) € R2N{(0;0)}.
Sooitten%*teJZWAHaeQ.&raww&m%ta:o.
Dapres o, de - , I eccinte £: QR tlle que lim (i) =0 o,

apnred gormmfe %M 5 Wﬁli%a(u)

flA+9) = f(A)+ (V F(A)[5) + |[8] (D) G q»eﬁquw obus de motation)

?MMWWMWWﬁZt@

FA+tE) = f(A)+ (V f(A)[ta) + [tT] e(t )
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ﬂ’m&/mamwwm&mawwxwa@?@m%m
= f(A) +t(V f(A)]i) + 2 ] e(t 1)

t—0

ecvnvnw/t%o,

fA+tu) — f(A) (V F(A)a) £ |¢] i) e(td) — (V fF(A)]@).

t -0 t—0

af(A) =V {f(A)]a).

e? —x — cos(y) . _
E.xer‘cice_ 9 : Soit f : (;p ; y) — T2 + y2 S1 (IE 3 y) 7& (0 3 O)
3 si (5y) = (0;0)

Montrer que f admet des dérivées partielles en (0;0) puis déterminer i (0;0).

IEI Plan tangent

Figure XXXIV.41 — Plan tangent & z = ¢ ®**%*) en M(z,, y)-

Théoréme [O : On munit Pespace R3 d’un repére orthonormé (O ; ij ,7%)

Soient € un ouvert de R? et f: Q) — R une fonction de classe € et A(xy,y,) € €.
0> Yo
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Le plan tangent a la surface § d’équation z = f(x, y) au point M (x4 ; Y, ; 29) 00 25 = f (24 ;Yp)
a pour équation :
T —

af of —
Z_Zo:(m_mo)%(wowo)+(Z/—Z/0)8_y($07y0> = z2—20=V f(29;%) - Y — Yo

9 9
(_a_i(mmyo),—a—i(xmyo),l)): Vecteur normal au ple

tangent a la surface S au point Mo(zo, %0

) )) Vecteur directeur de la
‘be C; au point Mo(xo,yo)

’C1=Sﬁ{w=xo}

C2=SN{y=yo}

Figure XXXIV.42 — Plan tangent a une surface.

Exercice O : Déterminer un développement limité & I'ordre 1 ainsi qu'une équation de plan
tangent pour les fonctions suivantes :

(x;y) — 22 +y+ayen (0;0). (z;y) — zye®) en (0;0).
DERIVEES PARTIELLES ET COMPOSEES

VI.1I Notion d’arc

( )
Définition I3 : On appelle arc paramétré y une fonction de R (ou d’une partie de R) dans R2.

v: R — R2

t
y(t)
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On peut facilement se représenter un arc en cinématique : ~y(¢) représentant la position d’un
mobile au temps ¢ dans le plan R2.

t cos(t)
Figure XXXIV.43 — Trajectoire de 7 : t sur [0; 27].
sin(3t)

La fonction v est de classe ¢! si, et seulement si x et y sont de classe ¢! et on définit alors
VieR, () =(2'(t),y'(t))

Dans l'interprétation cinématique, v’(¢) représente la vitesse du mobile au temps ¢ ou plutét le
vecteur vitesse instantané que 1’on note habituellement 3’ (¢) laissant y(¢) sans fleche pour rappeler
leur vocation respective de vecteur vitesse et de vecteur position.

Exercice | : Représenter 'arc défini par v : t — (cos(t), sin(t)).

Déterminer ~'.

Regle de la chaine

On va composer un arc par une fonction de deux variables :

Y /
R > [R2 > R
()
t y(t) = f(t), y(t))
y(t)
4 )
Théoréme |l (Reale de la chaine) :  Soient I un intervalle de R et © un ouvert de R2.

On considere v : I — R? et f : Q — R deux fonctions de classe € telles que v(I) C €2 de
sorte que f oy soit bien définie.

Si v et f sont de classe €, respectivement sur I et 2 alors f o est de classe ¢! sur I et

VEEL (foq)(0) =a'(t) go(z(t)ylt) +¥'(0) S (o(0,()
=V f(3(t) -7 @).
N\ Y.

Théoréme [ . Soient D un ouvert de R? et ¢, : D — R deux fonctions de classe €' sur
D.

Soient 2 un ouvert de R? et f : Q — R une fonction de classe € sur Q.
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=

A

"”ﬂ”‘: A g > = ]
/ =

0.5|

—0.5 Y/

cos(t)(1 + cos(t))

Figure XXXIV.44 — Cardioide d’équation ~ : t —>
sin(¢)(1 + cos(t))

tracée sur la surface f: (z;y) — (x + y) e (@?+y?)

4 )
SoitI': D — R? telle que I'(D) C € de sorte que foI soit bien définie.
(w,v) = (B(u,v),9(u,v))

Alors F = f oI est de classe ¢! sur D et on a :

F: R? I—F> R? | > R
(wv) (o) v@v) (Bl 0),v(u0)

OF _of d¢ of 9
35 (W) = 5 (F(u,0) 2= (u,0) + 3y (F(u,v)) 5 (u, v)
OF _of 0o of o
%(u,v) =5 (T'(u,v)) %(u,v) + @ (T'(u,v)) %(u, ).
. .
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Remarque : On peut & nouveau retenir simplement [

of _o5or  ofdy
ou Oxdu Oydu

o _ofor__ofoy
ov  Oxdv  Oyov

en travaillant a la physicienne, et en notant :

(1, 0) > ($(u,0), 6, 0)) 1 F(B(1,), 6w, v)

&z Yy

Exercice [ : Soit f: R — R dérivable. Calculer les dérivées partielles de :

g(z,y) = flz+y),  hlzy) =f2*+y?),  k(z,y) = flay).
‘ Interprétation graphique du gradient

On se place dans un repére (O 7 f) orthonormé du plan.

Soient I un intervalle de R et Q un ouvert de R?.

Soient v : I+ R? et f : Q — R deux fonctions de classe € telles que v(I) C Q de sorte
que f oy soit bien définie.

Si f o~ est une ligne de niveau alors la dérivée de ~y est orthogonale au gradient de f en tout

point de celle-ci :

Vtel f(v(t) =keR = Vf(y(t) -+ () =0.

|— Pr‘euve:@'o?héb,@@hé%@edg@o/cﬂom
VEER, (for)(t)= (V)| (t)
@’L, Iuoh, consbuudion , on o Vit € R, f((t)) = connloante Done

VieR, (V1) [v (1) =0 < V(b)) Ly ®)

Interprétation araphiQue : Les lignes de niveau sont orthogonales au gradient.

|1]. abusivement !
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NN

2
\

Figure XXXIV.45 — Lignes de niveau k de la surface z = xy.

La la ligne de niveau passant par le point My (zq, yy) a pour équation zy = k olt k = z,y,.
En ce point M est dessiné un vecteur tangent v et la tangente a la ligne de niveau.

Le vecteur gradient est orthogonal & la ligne de niveau en ce point.

Figure XXXIV.46 — Graphe de f : (z;y) +— e~ @*+v®) son champ de gradients et quelques lignes de
niveaux.

En physique, on retiendra que les équipotentielles sont orthogonales aux lignes de champ.
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Figure XXXIV.47 —

On appelle , un arc paramétré qui est tangent en chacun de ses points au gradient de f
représenté ici en bleu.

Ici est représenté le Potentiel créé par un dipole électrostatique en un point de l’espace ainsi que ses

Théoréme 4 : Soit  un ouvert de R? et f : Q — R une fonction de classe € sur €.
Soit (zg,y,) € A.

Parmi tous les arcs paramétrés + de classe €1 passant par (zy,%,), i-e. (2o, o) = Y(ty), avec
|7 (to)] = 1, la valeur de (f o)’ (t,) est :

= maximale lorsque 7/ (t,) est colinéaire & V f(z,,1,) et de méme sens;

= minimale lorsque 7/ (t,) est colinéaire & V f(y,y,) et de sens contraire.

Interprétation araphique : V f (9, Yy) représente donc la direction de la ligne de plus grande
pente sur la surface d’équation z = f(x,y), et il est orienté vers les valeurs les plus élevées.

|— Preuve :ED'W b wa& de lo, dhaine, YVt €R, (for) (t) = (V f(v(1) |7 (1)).

(fo) (to) = <V f(r(to)) | ’Y/<t0>>

(
= H?f(xo,yo HCOS ﬂ“"bﬂ“@ Iy @)l =1 (05 %0)
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—0.4

Figure XXXIV.48 — Lignes de niveau et champ de gradients de f: (z;y) — ze (@2,

@ EXTREMA

Définition 4 : Soit Q C R? et f: Q+— R.

Soit M, = (2, y,) un point de 2.
» On dit que f présente un mazimum global en (x,y,) lorsque
Viz,y) € flz,y) < flao,y0)-
» On dit que f présente un minimum global en (z,y,) lorsque
Viz,y) €, f(z,y) = f(zo, %)
= On dit que f présente un mazimum local en (z,y,) lorsqu’il existe o > 0 tel que
Viz,y) €@ (z5y) — (2o590)] <a = flz,y) < f(zo,Y0)-
= On dit que f présente un minimum local en (x,y,) lorsqu’il existe a > 0 tel que

Vi(z,y) €Q, (z;9) — (0;90)] <a = f(z,9) = f(20,Y0)-

- .

Remaraues :

— Un extremum local est donc un extremum global sur un ouvert contenu dans 2. Un extre-
mum global est un extremum local. un extremum local peut étre un extremum global.

— Rien ne dit que les extrema locaux ou globaux sont uniques.

Exercice I3 : Déterminer les points critiques de f: R?2 — R
(r,y) +— 222+ 2y+y?—3z+ 1.

Proposition IS Soient Q C R?, f: Q> R et Az, y,) € Q alors :
Si f présente un extremum local en A(z),y,), alors :

» lapplication partielle f(-,y,) présente un extremum local en x,
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Figure XXXIV.49 — Q(0;0;1) est un maximum local de (z;y) — 1 — (22 + y?).

= l'application partielle f(z,-) présente un extremum local en y,

Preuve Sow[v[\mac}ue fod/m/eU]ewn,mA/nA/mu/m@oooB@n, (l‘o,yo) ebmnl’)wnbc}ue wa = f(-,yo)
admel un minimum en Zg.

%wjbbea>0tpﬂc1ue:

Viz,y) €Q, |(z3y) = (zo500)l < = flz,y) = f(2o,10)-
f@@o«aﬁxymfebtdég&mmmﬂlz{xeﬂ?/(x,yo)e(l}.
P touts 7 € O el qu [ — ] < 0 o o (,9) € 2 o [z — ] = (:3) — (g 13)] <

Dos, fz,y0) = F(@o, %) < fan(®) > faulzg) ve. fap admeb un minimum local en .

Te noinonnement ext identique pown f .
—
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Figure XXXIV.50 — La fonction S : (z;y) — ———% admet un maximum global unique ainsi

qu’une infinité de maxima locaux et de minima locaux.

—0.25 i

—2r -7 0 7r 2m

sin(x .
) admet des extrema en les abscisses de ceux

Figure XXXIV.51 — L’application partielle S, _, : @
de S.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIV : Fonctions de dewn variables ﬁl



PTSI VINCI - 2024 VII. EXTREMA

La réciproque est fausse comme le montre le contre-exemple (13).

4 )
Contre-Exemple I3 : Soient f: R? — R et A(0,0).

(x,y) +— x*—y

Alors fo ,: R*  — R etfy,: R — R

(,y) +— x? (T, y) — —y

ATTENTION m La fonction f, , admet un minimum local en 0.

m La fonction f, , admet un maximum local en 0.

2

Supposons alors, par exemple, que f admette un minimum local en (0, 0) alors il existe r > 0 tel

que :
Vay € R?, |(z,y)| <r = f(z,y) > f(0,0) avec f(0,0) = 0.
2
Or, en prenant (z,y) = (0;%) alors |(z,y)| < g < ret flx,y) = _% < 0 qui est une
contradiction.

Donc f n’admet pas d’extremum local en (0, 0). On dit que A est un point col.

.

eSS
SIS T
AT,

N
NS 11777
R

Figure XXXIV.52 — La surface de la fonction (z;y) — 22 — y? présente un point col en (0, 0)

Exercice 4+ : Soit f: (x,y) — (22 —y) (322 —y).

Prouver que pour tout A € R, I'application g, :  — f(x, \z) admet un minimum local
en 0.
[2] fadmet-elle un extremum local en (0,0)? On pourra étudier f(z, 222 — 23)

Définition IS Soient © un ouvert de R? et f : Q — R une fonction de classe € et (zq,y,)
un point de €.
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On dit que (z(,y,) est un point critique de f lorsque :

of

%(%ayo) =0 —

af ~ Vf(ﬂc()ayo) = (07())
%(%ayo) =0

Remaraue : En un point critique, le plan tangent & la surface est parallele a z = 0.

Théoréme I6 : Soient Q un ouvert de R? et f : Q — R une fonction de classe €.

Si f présente en (x,y,) € 2 un extremum local alors (z,y,) est un point critique de f.

Preuve :@'01\/1@@ lo, proposition (15) , si f etk dévisolle en A(zg,7,) o Y admeb un
eotnemum locall alons f(.,5y) admeb wn extremum en .

Ema%tmmwdeue%?a@wmmn—m(.,yo)%tdégxmaw&mea%

Ww@m@xo.?@d@umée%tdmm%%xo Le.

f?;0<x0) = 8_£($07y0> =0.

G’Wmnbl& d}@fm@me, W g—g(%ayo) =0. jl(wnb,«,/

= 3} 0
¥ 0:30) = (520 0) 5 () = (0:0)

Figure XXXIV.53 — Minimum local non global Figure XXXIV.54 — Point critique non extrémal

Exemnple [ : On considére encore f: (x,y) — x2 — y2.

Cherchons un extremum de f. Comme f est de classe ¢! sur R? qui est un ouvert, si f admet un extremum
en M, le point M, sera un point critique de f.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIV : Fonctions de dewn variables ﬁl



PTSI VINCI - 2024 VII. EXTREMA

4 o )

(
Or, ¥V (z,y) € R?, {‘gj’c( -
By x,Y)= )

T,y) =2z

af(ﬂ's y)=0
(z,y) est un point critique de f < g‘fc
8y(a: y) =0

2¢ =0
~ {_2y_0 — (x,y):(0,0).

(0,0) est le seul point critique de f sur R? donc le seul candidat pour accueillir un extremum.

Or,

s VzeR, f(x,0)=22>0= f(0,0). Donc, fne présente pas de maximum en (0, 0).
s VyeR, f(0,y)= 2 < 0 = f(0,0). Donc, f ne présente pas de minimum en (0, 0).
On a vu que (0, 0) est un point col de f.
KFinalement, f n’admet pas d’extremum local. )
4 )

Méthode 2 (Recherche dextrema) :

?mﬁmW@M%lmeﬁ.i‘mmwm%tW:

‘ qjén&%mu%né[\mben'ebtrméuidm@WWf(x,y):x2+y2.

(2] Usrifin que f ek de dlasse € ef calloullen ven déninsen pantielles.

l%%wwwfﬁ%mmmmwam

ﬂaourucaaﬂuel-\o«mbm,«f,\ﬂw (xo,yo),&,udm?eu%medef(x,y)—f(xo,yo),m
@(mo,yO)WWMmemMMM@&%mM

Exercice IS : Etudier les extrema des fonctions suivantes :

[} (z;y) — 22° — 6ay + 3y°. (z;y) = 2?2+ (x+y—1)% + 92
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