Fewille dexercices n° 36 Fonctions de dewx variables

Fonctions de deux variarles |
Q LIMITES ET CONTINUITE

Exercice | : Préciser le domaine de définition des fonctions suivantes et en donner une inter-
prétation géométrique :

1} f y) — In(z+y—1). [4] k:(z;y) — In(1+ 2 +y).

9’(33§3/)’—> 4—a2%—y2 [5) I: xyr—>exp< +y>

b : 1 1 2 —y

3 Ty b= — + —.

- ERT

Exercice 2. : Etudier Iexistence des limites suivantes :

2y (r + 2y)3
1 lim lim ~———
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myz—l—z?’ . x4+y3—xy
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(4] (z,y,2 )—>(87£) 0) 223 + yz? 2] (x,y) 15)110 0 at+y?
23 +yz“#0 TYz
10 lim —_—
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5 —_—
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Exercice 3 : Etudier la continuité des applications suivantes :
222
[ g: @y — 3 ks (z,y) # (0,0) et g(0,0) = 0.
T+y 2
B b ) — S G () £ (0,0) et 5(0,0) =
ety
Q FONCTIONS DE CLASSE ¢*
Exercice 4 : Soit la fonction f: R? — R définie par
xy?

72 + o2
‘ Montrer que f est continue et que, quel que soit ¥ € R?, la dérivée directionnelle D f(x,y)
existe en chaque (z,y) € R? mais que f n’est pas différentiable en (0,0).
[2] La dérivée directionnelle D;f(0,0) est-elle linéaire en 7
Les droites appartenant a la famille des droites passant par 'origine et de vecteurs directeurs
(3,D;£(0,0)) € R?, forment-elles un plan ?
Le vecteur v étant fixé, qu’est-ce qu’on peut dire de la continuité de D; f(z,y) en (z,y)?

Exercice S : Déterminer, pour chacune des fonctions suivantes, le domaine de définition D 7

Calculer ensuite, lorsqu’elles existent, les dérivées partielles en chaque point du domaine de défi-
nition :
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[} f:(z5y) =2 +y+ay. fz,y) = 2% exp(zy),

[2] f:(25y) > @cos(z? +y?). [6] f(z,y) =In(z+ Va*+y?),

f(z,y) — 222 — by + 3y? f(z,y) = sin? z + cos? y,

g+ (z,y) — zy® — 6In(zy + 2%) + 17 flx,y,2) = 2?y*V/z.
Exercice b (¥) : Soit f : R? — R la fonction définie par f(z,y) = (z2+y*)® pour (z,y) # (0,0)
et f(0,0) = 1.

La fonction f est-elle continue en (0,0) ?
Déterminer les dérivées partielles de f en un point quelconque distinct de I'origine.
La fonction f admet-elle des dérivées partielles par rapport a z, a y en (0,0)?

Exercice T : Montrer que les fonctions suivantes sont de classe €' sur leur ensemble de défini-
tion, et calculer leurs dérivées partielles :

(z;y) > 2% + y + 2y sur R?. (z;y) > 2¥ sur R, x R.
(z;y) — 22+ (x +y —1)% + 52 sur R2. (z;y) — e *ln(y) sur R x R

‘ (z;9) — 2ye®) sur R?,
Exercice & : Soit f: (z,y) —> €Y cos(xy).
Justifier que f est de classe € sur R?.
‘ Donner la formule de Taylor-Young a I'ordre 1 en A (g ; 1).

Exercice 9 : Soit f : (z,y) — x2 + zy + y. Déterminer V f(1,3).
En déduire ’ensemble des valeurs possibles de 9; f(1,3) pour tout vecteur @ unitaire.
Exercice IO : Soit f: (z;y) — 22 + y définie sur R? et 9 (1;1).
Justifier que f est 4! sur R? puis déterminer 9, f (x;y) pour tout (z;y) € R2.
Exercice I : Soient f: (z,y) — f(z,y) une fonction de classe €' sur R? et w,(cos(8),sin(h)).
Déterminer 0y f.
Exercice [ : Soit f la fonction sur R? définie par f(z,y) = zcosy + yexp .
Calculer ses dérivées partielles.
[2] Soit ¥ = (cosf,sinf), 6 € [0,2n]. Calculer D;f(0,0).

‘ Pour quelle(s) valeurs de 6 cette dérivée directionnelle de f est-elle maximale/minimale ?
Que cela signifie-t-il ?

@ PLAN TANGENT

Exercice [3 : Déterminer un développement limité a ’ordre 1 ainsi qu'une équation de plan
tangent pour les fonctions suivantes :

[1} (z;y) — 2¥ en (1;0). (z;9) — 2%y +y* en (1;3).
(x;y) > sin(z + 2y) en (0;0). (x;y) — —2% —y% en (0;0).

Exercice [+ : Trouver I’équation du plan tangent pour chaque surface ci-dessous, au point
(Zgs Yo» 20) donné :

‘ Z= \/m, (79, Y05 20) = (1,3,3);
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‘ = Sin(ﬂ—xy) exp(2x2y - 1)7 (x[)vy()a z()) = (17 1/27 1)

Exercice IS : On demande & un étudiant de trouver I’équation du plan tangent a la surface

d’équation z = 2* — y? au point (xy,yy,29) = (2,3, 7).

Sa réponse est
2z =4x3(x —2) — 2y(y — 3).
‘ Expliquer, sans calcul, pourquoi cela ne peut en aucun cas étre la bonne réponse.
Quelle est 'erreur commise par I’étudiant ?

‘ Donner la réponse correcte.

Exercice |6 (Une ellipse) @ Soit (a;b) € R x RY, et soit la courbe d’équation

CIIQ y2 _
2 e

Déterminer ’équation de la tangente a un point de cette courbe.
Exercice [T : Trouver les points sur le paraboloide z = 422 + 2 ot le plan tangent est paralléle
au plan z + 2y + z = 6. Méme question avec le plan 3z + 5y — 2z = 3.

2

Exercice I& : Soit C le cone d’équation 22 = x? + 32 et C* le demi-cone ou z > 0.

Pour un point quelconque M, de C\{(0,0,0)}, de coordonnées (z, yo, -1/ 22 + y2), on note Py,
le plan tangent au cone C en M.
Déterminer un vecteur normal et I’équation du plan Py,

‘ Montrer que l'intersection du céne C avec le plan vertical d’équation y = ax ou a € R est

constituée de deux droites Dy et D, et que l'intersection du demi-cone C* avec ce plan
vertical est constituée de deux demi-droites D} et D3 .

Montrer que le plan tangent au céne C est le méme en tout point de Dy \ {(0,0,0)} (res-
pectivement en tout point de Dy \ {(0,0,0)}).
Exercice |9 : Soit f la fonction définie sur R? par f(x,y) = 2% — 2y°.

‘ Déterminer 1’équation du plan tangent PM0 au graphe G de f en un point quelconque M,
de Gy.

‘ Pour le point M, de coordonnées (2,1,2), déterminer tous les points M tels que le plan
tangent en M soit parallele a Py .

@ COMPOSEES

Exercice 20 : Soit f: R® — R une fonction de classe € et soit g : R* — R la fonction définie
par
g(x,y,z) = f(ﬂU—yay—ZvZ—x)

Montrer que 99 + 99 + 99 _ 0. (XXXTIIL.1)
x

Exercice 21 : Soit f:R? — R de classe €.
‘ Calculer la dérivée premiere de ¢ : t — f(t2,13)
‘ Calculer les dérivées partielles de g : (t,u) — f(2t —u, 4t + 3u).
Calculer les dérivées partielles de h : (t,u) — f(t? + 2u?, ).
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Exercice 22- : Soit f: R%\ (0;0) — R une fonction de classe €' sur R\ (0;0).
Soient g: ]0;+oco[x R — R2\ (0;0) et F=fog.
(r;0) F—  (rcosf;rsinf)
[1] Justifier que F est € sur ]0; 400 x R.
Soit (r;0) € ]0; 400 x R.

) . OF oF )
(=) Déterminer 5 (r;0) et 30 (r;0) en fonction de f, r et 0.
. Of . of : .
(v) En déduire p (rcosf;rsinf) et ay (rcosf;rsinf) en fonction de F, r et 6.

Q EXTREMA

Exercice 23 : Montrer que :
‘ (z;y) — 22 + 32y + y? — 22 — 3y ne peut avoir d’extremum local qu’au point (1,0).

(z;y) — (z —y)? + 23 ne posséde aucun extremum local.

Exercice 24 : Déterminer les extrema de :

(z,y) — 222 + 3y (z,y) — 223 — 62y + 3y

2] (z,y) — 2® +¢°. [6] (z,y)— 2*+ (z+y— 1)+
(z,y) — 23 + y3 — 3ay. (z,y) — 2%y + In(1 + y?).

[4] (@y)— (-9 + (@@ +y)° (z,y) = 2t +yt — 227 — 2% + day.

Exercice 25 : Déterminer  sup (2% —zy +9?).
(z,y)e[-1,1]2

Exercice 2L (Extrait éorit ATS) : On consideére la fonction g de R? dans R, définie par
Y (2,y) € R?, gla,y) = (2% + y* — 3)2 +4y? — 8.

Dans un espace affine euclidien muni d’un repeére orthonormal (O;;7; k), on considére la surface
S admettant pour équation cartésienne :

z=g(z,y) = (332—|—y2—3)2—|—4y2—8.

Comparer g(z,y) avec g(x, —y), g(—z,y), g(—x, —y). Déduire de chaque égalité trouvée une
symétrie de S.

15)
‘ Montrer que a—g(ac, y) =4z (22 + y*> — 3).
x

[3] Calculer ggg/(x,y)

‘ Trouver tous les couples de réels solutions du systeme d’équations suivant :

4z (2 +y*—3) =0
dy(a*+y*—1)=0

En déduire que la fonction g admet cinq points critiques dont on précisera les coordonnées.
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