fewille dexercices n°36

Fonctions de dewx variables

Fonctions de deux variarles

Q LIMITES ET CONTINUITE

Exercice | : Préciser le domaine de définition des fonctions suivantes et en donner une inter-

prétation géométrique :
[} f:
2] g: (= 4 — 22 —qy2.
h:(m;y)l—>i+i.
[ [yl

|—>1n(:c+y—1) (x;y) = In(1+ 2z + y).

[4] k-

.l x;y) |—>exp<x2+y>.
z?—y

Correction :

&@o«&m»f%bdé%m@bun@@mmﬂ@edmw%&n(x;y)ué/v;gmmtx+y—1>0,c1u»bebwwueébw
&M-WWWWW%W&Wy:um

f@gomwmg%tdé%mmd@mb@mmm&edgo@nwaetdemWZ

&thaé%mmwwmmwwyzoamzo;Q%mdgmm.

Exercice 2. : Etudier I'existence des limites suivantes :

2 o3
lim Qx—y @ im (33;‘ Z/;
(z,9)~(0,0) 2% + 12 (z,y)=(0,0) =+ Yy
4
. In(z + €¥) lim x*y
lim ————2 . —
. (z,9)—=(1,0) /12 + y2 (z, z):,z}j:(;) 0) T Y
T Ty + Yz
(2,y)-(0,0) 22 + 92 (z ,y,z)—>(0 0,00 2 + 292 + 32
(w,y,2)#(0,0 0)
li zyz +2° y zt 43—y
im — e
(@uz2000) 2% +yz2* A <x,y>‘“%o 0 aly?
23 +yz?+0 Tyz '
B |z| + |y| £ (.2 —>(000)x+yi—z
rTTyY
(2,9)(0,0) 7?2 + y?
(xﬂyy)#(ovo) - (CL‘ Y2 _,(0 0 0) 1172 _ y _I_ 22

Correction :
2 2

T %y
x2+y2<1mx2+y2

x2y

lim — 2 =
(@,y)=(0,0) T2 + y?

lim a?2+y2=1#0e lim In(z+eY)=In2 dou
(z,y)—(1,0) z,y)—(1,0)
1 y
lim m =1In2.
(@,9)=(1,0) \/22 + 2
T
© lim ——— n'ewiste d/od lim ——— necisle nas.
(z,y) (goo ) 22 + 12 " [ Ou,zy) (oo)x2+y o
=
(2,,2)5(0,0,0) 223 + 22 3 (24,2)(0,0,0) 223 + yz2 o
r=y=2#0 x#0,y=2=0
+ 23
> R lr][<10,0,0> 203 +yz2 [

223 +y2240
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Fewille dexercices n° 36 Fonctions de dewx variables

5] SDMR\{O}Qngmmf@gAMWf L:g'pl:' tend, wenny +00 quand, @ tend, wers yoro diods

, 2|+ lyl .
1 ecvinke bant que limite finie.
(ey)o(00) 22+ 12 e en toml que g*”w
(@)#(0.0) i 3
2 9 9
IE % = r(cos p+2sinp)? d, ($2+ yg <27r — lim % —Qecan  lim r=0.
=y +y (z,y)=(0,0) 2%+ Yy (2,)—(0,0)
.’1?4y
7] Dune porty,  lim 2 0.
o (0. 210.0) T2 — 32
x#0,y=0

@'memh(y):ﬁ—y? = 22 = h(y) + 2 un cloul immediat donne

4 5 23h h 2 5
oty oy +20°h(y) + (b)Y oy 2P 4 h(y).

a2 —y? h(y) ~ h(y)
&Wh(y—yGQW xyztgnddm@m+oowyb@ndm'8enod'o&
.’E4y
li I emsiste nan.
(wy)ol00) 22 —y2 [
TF+yY
ge@om%de&xd,@mmd)w&tex>0,yzo,z:0,%WW&MW&Q@W@Q@M—W
. my+yz .
=y =2>0 lo limite ecciste of waub 1/3 dod lim I IE L einte nan.
r=y=z> / w(;cyz)l—>(000)$2+2y + 322 [
(,9,2)#(0,0,0)
E lim w — 1 tandis lim w = 0 dod im w
()00 @t +y? T w00 2t 42 (@) >0,0) T4+ 2
y=2 =
fn,'%o{bberab.
Sowwmm r+y+z#0.
‘JO(JQO'L@:
vyz  wy(h(z,y) —x—y) ry(x +y)
r+y+z h(z,y) h(z,y)

d/'o«l, anec

h(z,y) = (z +y)",

oAU opxtéjn,omb TUZ T
_mE W
Tryte @ty
% b/'@nbwil',
i . xYz
lim E—
(2,9,2)-(0,0,0) T+ Y + 2
z+y+z=(z+y)*
x#0,y#0,2#0
Daubre pont,
. TYZz
lim —_— =
(2,9,2)-(0,0,0) T + Yy + 2
x+270,y=0
R ' lim Y% occinlon.
MW(:cyz)%(OOO)LE-I-y—FZ FEULPM
z+y+2#0
Lo lumite
1
lim flz,y,2z) = lim
(w,y,2)—(0,0,0) (z,9)—(0,0) T — Y
r#4y,2=0 x#y
. 1 . D
eccisle li eccible . ’
v I\,ob v (Ly)lir(lmo) z—y n rob ar wnbeﬂumﬁ:j
y=x—x°
) . r+y
1 = 1 A
(x,y,z)lir(IO,O,O) f(x’ 4 Z) (557!/72)1{{(107070) x? — y2 + 22
22 —y?+2240 22 —y?+2240
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Fewille dexercices n° 36 Fonctions de dewx variables

Exercice 3 : Etudier la continuité des applications suivantes :
22
g:(z,y) — 2 S (z,y) # (0,0) et g(0,0) = 0.

Correction :

T 2
h:(x,y)+— % si (x,y) # (0,0) et h(0,0) = 1.

Correction :

Q FONCTIONS DE CLASSE ©'*

Exercice 4 : Soit la fonction f: R? — R définie par

2
fwy) =y @y #00) e f(0,0)=0
Montrer que f est continue et que, quel que soit ¥ € R?, la dérivée directionnelle D f(x,y)
existe en chaque (z,y) € R? mais que f n’est pas différentiable en (0,0).
La dérivée directionnelle D f(0,0) est-elle linéaire en v 7
Les droites appartenant a la famille des droites passant par I'origine et de vecteurs directeurs
(3,D;£(0,0)) € R?, forment-elles un plan ?
Le vecteur 9 étant fixé, qu’est-ce qu’'on peut dire de la continuité de D f(x,y) en (x,y)?
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Fewille dexercices n° 36 Fonctions de dewx variables

Correction :

2

. Ty s w2 . p : 2 .

(z,yl)lLI%O,O) m = }}1_1}1(1)7"(:0&,05111 @ eccible b waub Wro [wisque COS @ Sin” @ ent borvns.
(z,y)#(0,0)

Tmm@écrmtf%bwnﬂmwd@mﬂa@meetdmoraw.
%wmwugon@mfww%&ﬂww@mw@w.

SOOULQ):(a,b)E[RQ m/m&ﬁa@oiw
d ab?
D, f(0,0)= o (ta2+b2)

o Of _ of _ NN R o
%oubbeotou,8*(00)—09@Fy(O,O)—O;W&WWWmmMm«w&%Q@

Komb\mfm Wm%&m&ﬂe%oo

P association R2 = R, UHDf(OO)n%tw«dmwmmbW&nWebQ%d}w@aﬁwwm o lo

%@mwwﬂwad@mm(v,mﬂo,o Ekgmgohmmbw

Dans R2\ {(0,0)},

g _ y2(x2 + y2) _ 2x2y2 - y4 _ $2y2

B ab?

) 2
a b
t=0 +

= sin? ¢ — sin? pcos? p

oz (l,z +y2)2 - (332 +y2)2

of  2xy(z? +y?) — 2zy3 223y o 5
- = = = 2sin  cos
0y (& +97)? @y =

D, f(z,y) = D, f(rcos o, rsinp) = a(sin? ¢ — sin? ¢ cos? @) + 2bsin ¢ cos® ¢

et p hant focs,

hH(l) D, f(rcos @, 7sin ) = a(sin ¢ — sin? p cos? @) + 2bsin @ cos® .
r—

gbmoombeﬂum,t]:)f(xy)%ebtrmmbvwm xy bau%rmtd’)wma—o ?MWIMHT»QEQ/U%

sing = 1, on thoune
lim D,f(0,r)=a

eta#a2+b2 bcw@m,a—() Fa=0 Qo,d/@wueedm;@om)fn/npﬂ)@]) ebt@o/d,@umeevawﬁfﬂe

o s

liII(l) D, f(rcos,rsin ) = 2bsin ¢ cos® ¢
T
wwne&bra@m&mSln@COSg‘ngmbm Ju/.bﬂue af(OO)*O Qadgmseevahhegzefnejht

conbimue en (0,0) fnofrurﬁu/a

Exercice S : Déterminer, pour chacune des fonctions suivantes, le domaine de définition D 2

Calculer ensuite, lorsqu’elles existent, les dérivées partielles en chaque point du domaine de défi-

nition :

[} f:(z59) —2® +y+ay. (4] g: (z,y) — ay® — 6In(ay + 22) + 17
2] f:(z;y) s x cos(z? + y?). [5] f(z,y) = 2* exp(zy),

. f:(x,y) — 222 — 5y + 3y? @ f(z,y) = In(x + /22 + y?),

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier ﬂ PTSI - Vinci



Fewille dexercices n° 36 Fonctions de dewx variables

fle,y) = sin? x + cos? flw,y.2) = V2.

Correction :
D, = R%

% = 2z exp(ay) + 2y exp(zy) o = ° exp(ay)

IE D;={(z,y);z >0 ou y # 0} C R

g — b vmzﬁyz _ 1

Or w4 [e2+y?  VaPty?
Y

of - Va2 4y? _ Y

879_17+\/x2+y2 N R R
D, =R
of of

— = 2sinxcosx — = —2sinycos
ox Ay yeosy

D;={(x,y,2);2>0} CR®.

of _, o of _ 5 2 @c_xzyQ
dr = YV Dy = 2TV2 9 20/

Exercice b (¥) : Soit f : R? — R la fonction définie par f(z,y) = (z2+y?)® pour (z,y) # (0,0)
et £(0,0) = 1.

La fonction f est-elle continue en (0,0)?
Déterminer les dérivées partielles de f en un point quelconque distinct de 'origine.

La fonction f admet-elle des dérivées partielles par rapport a z, a y en (0,0) ?

Correction :
flz,y) = (-1'2 + 92)‘% — ot In(z®+y?) — G2rcosplnr

gDuAbctue cos ¢ eah borng, }1&1) 2rcosplnr =0 dou

>0
lim,._,q 2rcosplnr
lim  f(x,y)=e >0 =e' =1,
(z,y)—(0,0)
(z,y)#(0,0)

SDWR%{(o,o)}%mram%wmﬁmmmﬂ%xetywdaMW:

87_ 2 2 2 2\
o2 = (e )+ 2 ) @)
87](_ 2xy 2 2\z

ﬂ’mwumw %(0,0)Wiﬂgaubet&%bw

_ 2\x __ 2xlnz
lim f(z,0)—1 ~ lim (x%)* —1 e 1

——— = lim
x—0 x x—0 x x—0 x
x#0 x#0 x>0
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Fewille dexercices n° 36 Fonctions de dewx variables

occinte. o >0,
elenx_

————— =2lnz +¢e(x)

oty lim g(z) = 0.
z—0
x>0

?MWW b, WM@WE %(0,0) necsisfe pab.
@'WM

-1 20 __ 1
90,0y = 1o LOW =Ly W21
8’y y—0 Yy y—0

y#0 y#0

eccible.

Exercice T : Montrer que les fonctions suivantes sont de classe ¢! sur leur ensemble de défini-
tion, et calculer leurs dérivées partielles :

(z;y) — 2% + y + 2y sur R?. [4] (z;y) = 2¥ sur R} x R.
(z;y) — 22+ (x+y—1)% + y? sur R2 (x;y) — e *ln(y) sur R x RY

8] (z;9)— xye®@) sur R,

Exercice & : Soit f: (z,y) —> €Y cos(zy).
‘ Justifier que f est de classe ¢! sur R?.
Donner la formule de Taylor-Young & l'ordre 1 en A (g ; 1).

Exercice 9 : Soit f: (z,y) — 22 + zy + y2. Déterminer V f(1,3).
En déduire ’ensemble des valeurs possibles de 9;; f(1,3) pour tout vecteur # unitaire.
Exercice IO : Soit f: (z;y) — 22 + y définie sur R? et ¥ (1;1).
Justifier que f est 4! sur R? puis déterminer 9, f (x;y) pour tout (z;y) € R2.
Exercice I : Soient f: (z,y) — f(z,y) une fonction de classe €' sur R? et w,(cos(8), sin(h)).
Déterminer 0y f.
Exercice [ : Soit f la fonction sur R? définie par f(z,y) = x cosy + yexp .
‘ Calculer ses dérivées partielles.
‘ Soit ¥ = (cos#,sin@), 6 € [0,2x[. Calculer D;f(0,0).
[3] Pour quelle(s) valeurs de @ cette dérivée directionnelle de f est-elle maximale/minimale ?
Que cela signifie-t-il 7

Correction :

of of .
O =COSY +yexpr, - = —rsiny + expr.

0 oy
[2] D,f(0.0) = cos® %(o, 0)+sin6 %m’ 0) = cos 0+sin 6. Cette déninte dinectionnelle de f est mawimale
. V2 ™ o . V2
erd/ sinf = cosf = 7, cad. ﬂmm,d/ 0= Z/ b /TTLA/TWTTLOQ@/ W sinf = cosf = —71 cad. W
0= z’ﬂ'.

?«ﬂfmg‘mhm»%éamebuw : Lo Pﬁam, %%Md/l@ pan le wecteun (cosf,sin,0) et Lacce des 2 nencontre

cos(J:sin(i:? d:cosH:sinQ:fg (méme PQam)fmdmmM%/mamTﬂwrm@%m

Ww@mw(mmwﬁ}g)
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fewille dexercices n°36

Q PLAN TANGENT

Exercice [3 : Déterminer un développement limité a ’ordre 1 ainsi qu'une équation de plan
tangent pour les fonctions suivantes :

Fonctions de dewx variables

(x;y) > a¥ en (1;0). (x;y) — 2%y +y? en (1;3).
[2] (z;y) — sin(z + 2y) en (0;0). [4] (z;y) — —2* —y* en (0;0).

Exercice [+ : Trouver I’équation du plan tangent pour chaque surface ci-dessous, au point
(o, Yo, 20) donné :

‘ z= \/ma (79, Y0, 20) = (1,3,3);

‘ z= Sin(ﬂ—xy) exp(2x2y - 1)) ($O> Yo, ZO) = (17 1/27 1)

Correction :
&P&m tamagent alo mngmed'w 22 = 19— —y? au poink (29, Y, %) %tmrm@'wm
22(2 — z9) = =2z (2 — ) — 2yo(¥ — o)
diod, au point (1,3,3), cette équation éonit

6(z—3)=—-2(x—1)—6(y—3)

z+3y+32=19

‘ it f 0o Komm de%/rw@ e f(z,y) = sin(rzy) exp(2z2y — 1).
St dérinon pantidllen de f vont

a—f =y cos(may) exp(2x?y — 1) + daysin(rry) exp(2z2y — 1)
x
g—f = 7z cos(mxy) exp(222y — 1) + 222 sin(mry) exp(222y — 1)
Y
d'ot
of _o O _
L1 =2 S/ =2
% Ppm'u tomxae/n,t & lo mm%me d/acruobmu z = sin(mzy) exp(222y — 1) aw ]'uwnb (ZgsYgs Z9) esb domns
e Q'%TMCDM o
Z—2 = %(95071/0)(95 — o) + 8711(330’ Yo) (Y — Yo)

d/od, aw poink (1,1/2,1), celte équation v'éonis

z—1=2(x—1)+2(y—1/2)
20 4+ 2y — z = 2.

Exercice IS : On demande a un étudiant de trouver 1’équation du plan tangent a la surface
d’équation z = 2* — y? au point (x¢,yy,29) = (2,3, 7).

Sa réponse est
z =43 (x — 2) — 2y(y — 3).

‘ Expliquer, sans calcul, pourquoi cela ne peut en aucun cas étre la bonne réponse.
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Fewille dexercices n° 36 Fonctions de dewx variables

‘ Quelle est 'erreur commise par 1’étudiant 7

‘ Donner la réponse correcte.

Correction :
2] %w»%owd[\mmdebom%efmetmmaﬁ@%.
‘ @W%m%%ﬂum%mt@@@mm%owdgﬂumz:f(x,y) :x4—y2m[uo4‘mb(:zro,y0,zo) =(2,3,7)
%LMWQW
of of

2—17= %(2,3)(30—2) + a—y(Z,S)(y—Z’))

cavd.
z—T7=32(x—2)—6(y —3).

Exercice |6 (Une ellipse) @ Soit (a;b) € RY x RY, et soit la courbe d’équation
2 2
S
a b2

Déterminer 1’équation de la tangente a un point de cette courbe.

Exercice [T : Trouver les points sur le paraboloide z = 422 + 2 ot le plan tangent est parallele
au plan z + 2y + z = 6. Méme question avec le plan 3x + 5y — 2z = 3.

Correction : fergwmba/n%anbo,@abungowd)w 2z =dx? +y? mro«mb (ZosYos Z0) %Ldofn/nero)b
Q‘, ki

z=zy+ 8xg(x — xo) + 2yy (¥ — o)

2= 8xyT + 2ygy + 2o — 8T — 2y% = 8xyT + 2yyy — 2.

dow pan

z—8xyxr — 2Ypy = 2. (XXXIIIL.1)
Bur g ol st panellil sl cition 42+ = 6 st & Ll g et (@ | (2)) 0
Le. Yo = 8xy.

Ton conséquent; les Wcﬁm&mm%mﬂ%@ 2 =422 + 2 sonb (7 ; 8z ; 2022).

@QWWWQ&P&M(XXXHI.l)Mrahafﬂé&mpﬂomd'éﬁumv3x+5y—2Z=3£go@etiﬂm»%ﬁw
wectewns, movmaucs soient colinéaines (3/2,5/2) = (8z,2y,) diod que o = 3/16 b yo = 5/4, e le oink

Rendle sun le Poho@o&ﬁde,z = 422 + 42 gﬂ;oﬁghb,ﬁa]uynm (3/16,5/4,9/64 + 25/16) = (3/16,5/4,109/64)

2

Exercice [& : Soit C le come d’équation 22 = 22 + y2 et C* le demi-cone ou z > 0.
q )

Pour un point quelconque My de C\ {(0,0,0)}, de coordonnées (z¢, yo, £1/ 25 + y3), on note Py
le plan tangent au céne C en M.

‘ Déterminer un vecteur normal et I’équation du plan PMO'

Montrer que l'intersection du céne C avec le plan vertical d’équation y = ax ou a € R est
constituée de deux droites D; et D, et que l'intersection du demi-cone C* avec ce plan
vertical est constituée de deux demi-droites D} et Dj.

[3] Montrer que le plan tangent au cone C est le méme en tout point de Dy \ {(0,0,0)} (res-
pectivement en tout point de Dy \ {(0,0,0)}).
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Fewille dexercices n° 36 Fonctions de dewx variables

Correction :
E@U@@WWMWCMW(ZEO,yO,ZO)@C%b?em(wo,yo,fzo)d;@e?ﬁaﬂubaﬂﬂynt
Tox + Yoy — 292 =0
glmb@mecﬂmdumcgm@@r@wmwﬁmﬂdléﬂumy:a:EOfLQERebmebﬁﬁuéedmrwnm
z(l,a, £V 1+ a?) ot ¢ € R cad. des deuco dnoiken
D, ={z(l,a,V/1+a?);z €R}, Dy={z(l,a,—V1+a?);z €R}.
i‘wwmmmfmmmwrﬁmwwmmmmmmfm
Df ={z(1,a,V1+a?);z € R,z >0}
Dy ={z(-1,—a,V1+a?);z € R,z > 0}.
&WW%WWWI(LG,VI+QZ)®D1WWMWI(I,&,—\/I—FG%
de Dy eth lo wedboun z(1,a,—V/1 + a?) nespectivement (1, a, v/1+ a?) dod lo, dirnedion, et donc le
WW%WCW%W%MW@Dl\{(O,O,O)}WWT\WDZ\{(O,QO)}.

Exercice |9 : Soit f la fonction définie sur R? par f(x,y) = 2% — 2°.

1| Déterminer ’équation du plan tangen au graphe e fen un point quelconque
Déterminer I’équation du plan t t Py, he G d int quel M,
de Gy.
Pour le point M, de coordonnées (2,1,2), déterminer tous les points M tels que le plan
tangent en M soit parallele a Py,

Correction :
SBIWMWWWMZ:zQ—ng@Q@WfMW (Zgs Yos Zp) etk donnse
F;C\)b:

z— 2y =2xo(x — x9) — 6Y2(y — yo) = 2207 — 6y3y — 223 + 6y

ﬁ;wr&mﬁ@,l,?),oe[sﬁom&mxagnt%twmdmvnérm@w
4 — 6y — 2z =0.

TMWWWMWWWWWM (1,9, 2) disbined de (¢, Yo, 20) oQ@uutet
d wggw que (4,6,~1) = (221,692, —1) e y; # 1, cad. que (21,91,21) = (2,—1,6).

Q COMPOSEES

Exercice 20 : Soit f: R® — R une fonction de classe € et soit g : R* — R la fonction définie
par
g(x7yaz> = f(fl?—y,y—zaZ—@-

Montrer que % + g—z + % =0. (XXXIII.2)

Correction :
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Fewille dexercices n° 36 Fonctions de dewx variables

L 09 _Of of L9 _0f of L9 _Of of

dr Oz 0z dy Oy Oz 9z 0z Oy

d'ot (XXXIIL2).

Exercice 21 : Soit f:R? — R de classe €.
[1] Calculer la dérivée premiere de ¢ : t — f(t%,1%)
[2] Calculer les dérivées partielles de g : (t,u) — f(2t —u, 4t + 3u).
Calculer les dérivées partielles de h : (t,u) — f(t? + 2u?, ).

Exercice 22- : Soit f: R2\ (0;0) — R une fonction de classe € sur R2\ (0;0).
Soient g: ]0;+oo[x R — R2\ (0;0) et F=fog.
(r;0) > (rcosf;rsind)
[1} Justifier que F est ¢! sur |0;+oo] x R.
Soit (1;60) € ]0;+o0[ x R.
OF

(=) Déterminer ?91: (r;0) et 50 (r;0) en fonction de f, r et 6.

rcosf;rsinf) et of (rcosf;rsinf) en fonction de F, r et 6.

@ En déduire 0 3y

a?(
@ EXTREMA

Exercice 223 : Montrer que :
‘ (z;y) — 22 + 32y + y? — 22 — 3y ne peut avoir d’extremum local qu’au point (1,0).

[2] (z;y) — (z —y)* + 2° ne possede aucun extremum local.

Exercice 24 : Déterminer les extrema de :

(z,y) — 222 + 3y2 (z,y) — 22% — 62y + 312,

(z,y) — 2® +y° [6] (z,9) =2 +(z+y—1)*+y*

(z,y) — 23 + y3 — 3ay. (z,y) — 2%y + In(1 + y?).

(z,y) = (x —y)* + (z +y)*. (z,y) — a* +y* — 22 — 2y + day.
Exercice 25 : Déterminer  sup (2% —zy+v?).

<m7y)e[7171]2

Exercice 2L (Extrait éorit ATS) : On consideére la fonction g de R? dans R, définie par
V(z,y) € R?, g(z,y) = (22 + > — 3)2 + 49% — 8.

Dans un espace affine euclidien muni d’un repére orthonormal (O ;i;7j; k), on considére la surface
S admettant pour équation cartésienne :

z=g(x,y) = (x2+y2—3)2+4y2—8.

Comparer g(z,y) avec g(x, —y), g(—z,y), g(—x, —y). Déduire de chaque égalité trouvée une
symétrie de S.

Montrer que %(x,y) =4z (22 + % —3).

Calculer gg(x,y).
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Fewille d exercices n° 36 Fonctions de dewrx variables

‘ Trouver tous les couples de réels solutions du systeme d’équations suivant :

dz (2 +y*—3) =0
4y +y*—1)=0

‘ En déduire que la fonction g admet cinq points critiques dont on précisera les coordonnées.
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