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( Déterminant

n mathématiques, le déterminant est une valeur qu’on peut associer aux matrices ou aux
= applications linéaires en dimension finie.
ée déterminant peut se concevoir comme une généralisation a l’espace de dimension n

de la notion d’aire ou de volume orientés. Sur les exemples les plus simples, ceux de
la géométrie euclidienne en dimension 2 ou 3, il s’interpréte en termes d’aires ou de
volumes, et son signe est relié a la notion d’orientation.

| fut initialement introduit en algeébre, pour résoudre un systeme d’équations linéaires com-

% yy. portant autant d’équations que d’inconnues. Il se révele étre un outil trés puissant dans

de nombreux domaines. Il intervient ainsi dans 1’étude des endomorphismes, la recherche

de leurs valeurs propres, les propriétés d’indépendance linéaire de certaines familles de

vecteurs, mais aussi dans le calcul différentiel, par exemple dans la formule de changement de
variables dans les intégrales multiples.

omme pour de nombreuses opérations, le déterminant peut étre défini par une collection

== de propriétés (axiomes) qu’on résume par le terme « forme multilinéaire alternée ». Cette

définition permet d’en faire une étude théorique compléte et d’élargir ses champs d’ap-

plications. Nous n’irons pas jusque la et nous contenterons d’en donner une premiere
approche, quelques premieres applications et quelques premiers calculs.
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INTRODUCTION

On se place dans R? muni de sa base canonique que ’on note (;, f)

Soit 4 et ¥ deux vecteurs de R?, et Pz le parallélogramme porté par les vecteurs u et v :

fpﬂjz{aﬁﬂLﬁff)/a,ﬁE [0;1]}.

<

A (?a,a)

A
-

|

Figure XXXIII.1 — Aire algébrique d’un parallélogramme porté par deux vecteurs u et .

On note ./l(?ﬂj> laire algébrique de Py ; c’est-a-dire que l'aire de Py ; est comptée :

e positivement si une mesure de 'angle (4 ;¥) appartient [0 ;7).
e négativement si une mesure de l'angle (4 ;) appartient [—;0].

(
R.appel | : Soient i, ¥, Uy, Uy, U7, U5 € R? et A € R, on a les propriétés suivantes :

[} 4 ‘?Tﬁru_z’,ﬁ) = A<fpu~l75> +"4<‘7)172,6>-

A ?E,m@) - A(fpﬂﬂ) + A(?ﬂ@).

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIII : Determinant
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Figure XXXIIL4 - A(Tm) =1 (u.q).

Figure
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XXXTIL.2 -
A(Pagiaz) = A(Pars) + A(Pagn)-

IS

Figure XXXIIL5 — A(?ﬂ,w) =0.

I~

>

7

Figure XXXIIL3 ~ A(Px; ;) = AA(Py ).

—

\

/

.

R.appel 2~ : Soient 4 et ¥ deux vecteurs du plan 7 muni d’une base (7, J) orthonormée directe.

On appelle déterminant de 4 et ¥ noté det (4 ;7), le réel :

L’application det : P2 — R est :
(;0) +— det (u;0)
m une forme bilinéaire.
m antisymétrique : det (4 ;0) = —det (U;4).

(
m alternée : det (4;4) = det (¥;9) = 0.

det (z,j) —1.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier
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Corollaire Ol : Soient u, U € Pet AeR.

A(?E,B+Aﬂ> = A(?ﬂ,ﬁ)'

Figure XXXIIL6 — A(P; 510 ) = A(Pus).

En dimension 3, le déterminant de trois vecteurs 4, U et w représente, de méme, le volume au

signe pres du parallélépipede engendré par les trois vecteurs.

4 )
R.appel 3 : Soient z, y et z trois vecteurs de I'espace é 5 muni d’une base (7, 7, %) orthonormée
directe.

‘ On appelle déterminant de x, y et z, noté det (z;y;2), le réel :
det (z;y;2) = (a:/\y) - 2.
L’application det : e — R est :
(z;y;2) > det (z;y;2)

m une forme trilinéaire.

m antisymétrique : det (x;y;2) = —det (y;2;2) = —det (z;2;y) = —det (z;y;2).

m alternée : det (z;2;2) =det (y;y;2) =det (v;2;2) =det (y;2;2) =0.
] det (3, j,?%) — 1.

. .
Exercice | :

w

Calculer l'aire du parallélogramme construit sur les vecteurs u = ( 2 ) et U= ( 411 )

Calculer le volume du parallélépipede construit sur les vecteurs

1 0 1
i=12 |,o=|1 |eta=]|1
0 3 1

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIII : Determinant
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I. DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE

Montrer que le volume d’un parallélépipede dont les sommets sont des points de R3 &
coefficients entiers est un nombre entier.

Correction :

Eﬁ'mﬂmramﬁ?éﬂo%nmwwwn&»ma:<i>etgz(

a b 2 1

qﬁbo&x@%d&@/mjmmnt dofn@ﬂ:|ad7bc|.jo{,0fwmmeﬂ:qﬁ@ :+5o@oﬁb,détmam@
c d 3 4

Q@@o«mmﬁwnaﬁm&&
&MMW%AWWMWMW®R3MQ@WM@M
@Q@mmgwméemmm.%

101
Veaslp 1 1=db (41" 1P ) =4
31 0 3
03 1

MQIMQWMWEL%WW‘
%mwﬂé@?@ww%mmwwdmﬂ%m%mmmmmoﬂm

On va généraliser tout cela en dimension quelconque (finie).

Q DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE

Soit A = (C,|...|C,,) € A, (K) une matrice carrée.

On identifiera A € .Z,,(K) avec le n-uplet de ses colonnes (Cj 4, ...,C, ) € K".
~ n
MK ——— (A, (1))
Cl Cn
a1 a1 n
. 1,1 a1,n
: : P
an,l a’n,n : ’ ’ :
an,l an,n

En particulier, pour f : .#, (K) — K une application et A € ., (K), on notera indifféremment
pour des commodités d’écriture, f(A) ou f(Cy 4,...,C, 5) la valeur prise par fen A.

( )
Déctinition | : Soient A = (C4]|...|C,,) € &, (K)et f: #,(K) — K un application. ‘
A = f(A)
On dit que :
o f est multilinéaire si f est linéaire par rapport a chaque vecteur colonne de A :
Vie[l;n], VCyq, ..., C,, C" € K", VA €K,
F(Cy, ..., /\CiT—i—C’ s CY=AF(Cpyee, € 4, CL) F o
®Me golonne Me colonne
. F(Cy, ¢ G
\_ i®M€ colonne )

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier
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( A

o fest antisymétrique si Vi, j € [1;n], i # j alors :

F(Chs  C ey G e G =—=f(Crey G ey €, C).
1 L1 LT 1
P CITICIN W—— j€M€ colonne i®Me colonne M olonne
o fest alternée si Vi, j € [1;n], ¢ # j alors :
fCyy, C ey C ,..,C)=0.
T )
iéme colonne jéme colonne
\o v
Proposition | :

Toute application multilinéaire alternée est antisymétrique.

‘ Si la caractéristique du corps K est différente de 2, la réciproque est vraie

: toute
application multilinéaire antisymétrique est alternée.

Preuve :
= f(Cyq, ..., C; +Cj ey G +Cj ,...,Cn) :f(Cl,...,Ci,...,Ci +Cj ...,Cn)
T T
™ lonne jé’mooﬁoznme
+f(C1,...,Cj,...,CZ- +Cj,...,Cn)

= O te—=tT.C,)
+ f(Cpy e, Cpy e, Gy, Cy)
+ f(Cpy e, Cjy ey, Cy)

Done, F(Cpy e Chyeeey, Ciy oo, Cp) = —F(Cry oo, Gy oo, Cyy o, Cyy) e f et

i i
.‘Wwfum@wwgmu%m%wwwg)ml#imwm@

F(Cpyoy C;—Cy oy C;—Cy o, C) =f(Cyy e, Gy, C; 4 C
T

,Cp)
N
™ lonme P lonme

oo

R (ST ¢ PN ¢ A I ol

z J

=f(Cy,....C;,....Cyy o C)

+ f(Cyy s Chyon s Cyy o, C)

J J

0 - 2 X f(Cl7 "'7C’i7 e 7Ci’ eey Cn> <~ 0 — f(Cl7 "'7C’i7 eey C’L’ ey Cn>.

Remarque %Wm%@w%wmmwu

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIII : Determinant



PTSI VINCI - 2024 I. DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE

@moewethu/nb%ohm@m%'@rmdle%&mf(Cl,...,Ci,...,Ci,...,cn) Weﬁaﬂ@mw
est donc nul. ]

Généralités

4 )
Détinition/Théoréme 2 (Admis) : 1l existe une unique application f : 4, (K) — K

vérifiant les trois propriétés suivantes :
‘ f est multilinéaire.
f est antisymétrique.
3] fd,) =1

Cette application est appelée déterminant et notée det :

VA= : : € M

n

(K), on note det (A) = : ek

La derniére condition peut étre vue comme une condition de normalisation.

Preuvezewmmmwmwm@mm@e
Ana]yse:ﬁouﬁmwnb%‘wnebﬂegomﬁhmf: %2<M>|—>M%WOMWT\MMB&WA%O”¢

F(I,) = 1 ominto o ik A = (“ Z) € My(K).

c

On note e, = (;) € My (K) o ey = (2) € My (K).

@’T\/G/Z
e 0)-) )]
= f(ae; + cey, bey + dey)
= af(ey,bey +dey) + cf (e, bey + dey)
=abf(ey,e;) +adf(e;,ey) +bef(ey,e0) +cdf(ey,e5)

= adf(ey,ez) +bef(eg, eq)

= (ad —bc) f(eq, ey)

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIII : Determinant U
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Enlin, b normalisation

= ad — bc.

Syntheése : MWM@ o%u@)u,gue wwd;%m»&ie que

f+ AMyK — K

Théoréme 2 :

det (a b) = ad — be.
c d

Exercice 2 : Calculer les déterminants suivants :

2 3 1 a
‘ —1 4 2 1 ay
Exercice 3 (Réale de Sarrus) :
‘ Déterminer ’expression explicite de det pour n = 3.
‘ Applications : Calculer les déterminants suivants :
2 -1 —1 a b c
@1 2 -1 @ e a b
-1 —-1 2 b ¢ a
1 a; a
100
@ 2 3 5 @ V3 - 1 a2 a%
413 1 ag dj

Correction : On naisonne encore pan mwﬂj/m—md/mﬂzm
Analyse : SDW quiune telle gcvmd]m I Ay (K) — K bilinsaine, symébnique o M%m: ) =1

Ty Y 2
eccitte eb boitb A = | To Yo 2o | € (/ZS(M).
T3 Ys %3
Iy = 0 vy 2 0 vy 2
JAA) =2 f|0 yo 2z | +aof |1 v 2z [ +a3f|0 Yy 2
0 ys 2z 0 y3 2z 1 ys 2

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIII : Determinant ﬂ
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I. DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE

=z, /|0 0

+xy, f[1 O

+ a3y f{0 0

21
22
23
21
Z9
Z3
Z1
Z2

Z3

1
+ 21y f | 0
0

o

+xay,f | 1

+ 23y | 0

0
1
0

o

21
22
Z3
21
Z9
Z3
21
Z2

Z3

+ z1y3 f

+ xys f

+ 233 f

ToY121 J

ToYo2y J

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier

CHAPITRE XXXIII : Determinant



PTSI VINCI - 2024 I. DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE

Cest un poil bong..

+x3y32.f 1 0

o O =

= 21Y223f (I3) — 21y320 f (I3) + 2oys21 f (I3) — way1 23 f (I3) + 239120 f (I3) — 239221 f (I3)
= T Y23 + ToYzzy T T3Y 29 — X YzZg — Tl 23 — T3YaZy- (XXXIIL1)

Synthése:%mwgmwxg&gm&wwf: My(K) — K oot bien une

A (XXXIIL1)
Koh/ma@o&ﬂm@omﬂbxa/m%ﬂwebte@ewf(h)=1

(Hors-Proaramme)
Pour n > 2 quelconque, on a l’expression explicite suivante du déterminant d’une matrice

det (A) = Z €(0)Ay(1),105(2),2 -+ Co(n)n>

ceS,,

ou la somme est prise sur ’ensemble des bijections (permutations) de {1,...,n} dans lui-méme, et
ol ¢ est ce qu’on appelle la signature de o. Cette formule n’est pas a savoir, mais il est intéressant
de retenir que det (A) est une fonction polynomiale en les coefficients de la matrice A.

Un déterminant est ainsi continu, de classe C*... si les coefficients le sont.

Multilinéarité

( )\

Corollaire 2.1 : Soient A = (Cl| |Cn) € M,(K)et C' € ///n,1(ﬂ<>-
Le déterminant d’une matrice dont une colonne est nulle est nul.

VAeK,

det (Cy| ... [AC; + C'| ... |C,,) = Adet (Cy | ... |C;] .. |C,,) + det (Cy] ... |C7] ... |C,,).

VA €K, det (AA) = Andet (A).

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIII : Determinant m
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1 1 7 1 1 7 1 0 7
Exenple | : |2 1 8/=|2 1 8/+3]2 0 8
3 3 9 3 0 9 3 1 9

Théoréme 3 (Déterminant d'une matrice diagonale) :

det (diag(al, Aoy - ,an)> = 10y ... Oy,

|— Preuve:%%d'm%WmmmwwaM@mmz

a; 1 1

(1/2 a/2 1
- al . - a1a2 . — e

= a0y ...qa, det(l,) =aja,...qa,.

Antisymétrie
p

Corollaire 3| :
Le déterminant d’une matrice est changé en son opposé si I’on échange deux colonnes
distinctes.
Le déterminant d’une matrice dont deux colonnes sont égales est nul.
On ne change pas le déterminant lorsqu’on ajoute & une colonne une combinaison
linéaire des autres.

Si les colonnes de A forment une familles liée, alors le déterminant est nul.

En particulier, le déterminant d’une matrice non inversible est nul.

\
1 1 9

Exercice 4 : Montrer que [I 5 3| est divisible par 17.
2 8 9

Opérations élémentaires

4 N\
Rappel 4 : Soient n € N, i, j € [1;n] et A € K. On définit les matrices de transposition
L; jn, de dilatation H; ,,(A) et de transvection T, ; . ()) par :

! § 1 : 1 :
e g |
o | HyN) = opoecf o Tigu@=| |
i ”‘:}” . i NN | A | s ):\f”}f”f e
3 - . T‘ 1 ‘T 1
i ,,

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIII : Determinant H
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Corollaire 32 : Soient n € N, i, j € [1;n] et X € K.

o det (L ==, e det (H,; (V) =\ e det (T, ;,(N) =1

i,j,n)

e \
R.appel S (Opérations élémentaires) :  Soit A € .4, ,(K).

m Multiplier A par L A droite revient & permuter les i et j°™¢ colonnes de A.

i?j7n
On note L; «» L; cette opération.

= Multiplier A par H; ,(\) & droite revient & multiplier la ™ colonne de A par A.

On note L; < AL, cette opération.
m Multiplier A par T

N
seme

par A & la i™° (avec i # j).

i.jn(A) & droite revient & additionner la 4™ colonne de A multipliée

On note L; « L; + AL; cette opération.

4 )
Corollaire 33 : Soit A € ., (K).

Une transposition sur les colonnes de A change le déterminant en son opposé.

Vi j, det (ALi,j,n) — —det (A).

Une dilatation par A sur les colonnes de A multiplie le déterminant par A.
VA ek, det (AHM()\)) = Adet (A).

Une transvection sur les colonnes de A ne change pas le déterminant.

i,4,m

Vi g, A€K, det (AT. (A)) = det (A).

Remaraue : Soient A € .#,(K) et E une matrice élémentaire. Alors det (E) # 0 et

det (AE) = det (A) x det (E).

( \
Proposition 4 (Déterminant d'une matrice trianculaire) :

a

0) - :,Elak'

an,

|— Preuve 500417 A€ .///n([K) Mﬂuﬂam @fm nole @y, Ay, ., @, beb we%uwmt@ d,«,a%wn,oum

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIII : Determinant E
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- %Q'mdeuak%tmﬂ,@@mahm%tmmwmwe(mww%t<n)mgem
%tmf&et?ewm@k auBbi.
- %bo«ua&wak Mmmuﬁ@mwranmm@mwmm@%m&wmwm
dumemabmd»cuama,@e Azdm%(al,awu-,an).
Doa,
det (A) = det (A) = ﬁak.
k=1

—

Mé-thode | (Caleul du déterminant d'une matrice) :
?m%ﬂm?ede@xmmaﬁdmem&mAeﬁn(k),maﬁﬂwga&&omﬂmede%aum
@nwmmammd%m%ﬁ?&me(mw@@m)m@emw
§ duw débermimant esh ainé.

Exercice S : Calculer le déterminant des matrices suivantes (de taille n lorsque non précisé) :

1 a; a; .. a; a 1 ... .. 1
2 (1) a; Gy ... Qg 1 a - (1)
: . ‘. : .
n : : Ap_1 Qp_q (1) a 1
ay A Op1 Ay 1 a

|I.5| Matrice inversible

Théoréme S : Soit A € #,,(K).

A est inversible <= det(A) # 0.

Le déterminant caractérise donc les matrices inversibles.

Preuve :
|_(<:):SOLA%tfrw/mi/rwehbb@@%O,Qohbdet(A):O.?mqudet(A)#OQQomA%t

(=) : %Ammm%%wrgA:n.Omwwmmewwmdww

mbuwbwmw&mmdm&@%we%ueﬂadwmab Ay, -, anmbboubm'rwpb,.
Dot, det (A) = ﬁak £ 0.
k=1

Exenples 2. : D’aprés I’ exercice (5) ,

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIII : Determinant ﬂ
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( N
1 1 1 1 2 3
e |1 2 4) et (4 0 4) sont inversibles.
1 3 8 3 2 1
a 1 oo dl
a (1)
e [+ 1] estinversible si, et seulement si a # 1 et a # 1 —n.
(1) a 1
1 1 a
\,

Exercice L : Soit m € R. Pour les matrices suivantes :

1 m  m? 1-m 14+4m 1
B={m?2 1 m]|, C=| -m —-m —1
m m2 1 m m—1 0

Calculer le déterminant et déterminer pour quelles valeurs de m la matrice est inversible.

‘ Calculer B! et C! lorsque B et C sont inversibles.

Produit de matrices

Théoréme L -
VA Be #,K), det(AB)=det(A)det(B).

Preuve :

— % B est non insensille, alows rgB < n et det (B) = 0.
Comme rg(AB) < min(rgA,rgB) < n, MWWWWAB eth mon insernsiblle.

Ton connéquent; det (AB) = 0 = det (A)det (B).
- %Bebt{/n/umﬂ@e,o,@omrg(B) :n@wmwwwmm

mrwﬁwmammw A= d/lﬂxg(CLl,QQ,m,an) anec @y, Ao, -+, G, Mom
nls.
&mT%mW@mMWMWQdWBTIAM
det (B) = det (BT) = det (A) = [ ] as.
k=1

J\rotoawCl, C2, - CnQe)acoQowmd@A,wma,:
ABT = (C4|Cy| - |Cn)dw%(a1aa27“',an) = (a;C4]ayCsl -+ a, C,,).

Doty, det (AB) = det (a101|a202| |anCn>
Ussons de la linsanits de det Fammmwhbacﬂawmd%mm&)«vm

= a,ay - a, det (01|Cz| |Cn>
= det (B) x det (A)

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIII : Determinant ﬂ



PTSI VINCI - 2024 I. DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE

—

| det (A +B) # det (A) + det (B).

Exercice 7T : Soit n € N* et A € M, (R) telle que A2 = A —1,,.
Calculer det (A).

Remaraues : Cette petite propriété a et aura de grandes conséquences notamment :
— det (AB) = det (A) x det (B) = det (B) x det (A) = det (BA) alors que AB # BA générale-
ment.

Le déterminant , comme les polynémes d’endomorphismes, permet de récupérer un peu de
commutativité.

— VpeN, det (AP) = (det (A))".

— VP € ¥l,(K), det (P"1AP) = det (A).
Autrement dit, deux matrices semblables ont le méme déterminant. Comme la trace, le
déterminant est donc un invariant de similitude.

Corollisire Ll : )

det (A)

VA e, (K), det(A™l)=

Preuve Igo'm/me, A enb vrweﬂmﬁ‘?e CLQO"LD ATA = In.
ED'“T’“% b nénulltal récédent; det (A~ A) = det (I,), ie. det (A")det (A) = 1

Ell Transposée

Théoréme 1 :

VAe#,(K), det(AT)=det(A).

Le déterminant est donc aussi une forme multilinéaire et antisymétrique (et alternée) en les lignes
de la matrice.

Preuve :

~ £ A b non inwewsille, alow g (A) <
&W%WWV&@&WW?@W mawbmrg AT <n:@o/b1mm11,ob%

d,eAfrb@bbdom,oP,ab

&WMA&WWMWWW%MM.WW!

@wwmmbuw&nﬂwnafe we%mtaal,az--;a non s :
A= d';‘C"%’(aba%'"7an)

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIII : Determinant E
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I. DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE

On o encore AT = A o det (A) = det (A) = Hak.
k=1

O, (AT)" = TTAT — det ((AT)") = det (TTAT) = det (TT) x det (AT) = det (AT)

Pegalite (AT)" = AT(= A) enbraine alows det (AT) = det ((AT)T) = det (A) = det (A).

Dot, det (AT) = det (A).

0 a b

Exercice & : Calculer [—¢a 0 ¢|oua, bekK.

—-b —c O

Conséauences : Toutes les propriétés vues sur les colonnes des déterminants sont
donc valables sur les lignes.

En particulier,

2]

2]

/Corollaire a

Le déterminant est linéaire par rapport a chacune des lignes de la matrice.
Le déterminant d’une matrice dont une ligne est nulle est nul.

Le déterminant d’une matrice est changé en son opposé si 'on échange deux lignes
distinctes.
Le déterminant d’une matrice dont deux lignes sont égales est nul.

On ne change pas le déterminant lorsqu’on ajoute a une ligne une combinaison linéaire
des autres.
Si les lignes de A forment une familles liée, alors le déterminant est nul.

Une transposition sur les lignes de A change le déterminant en son opposé.
Vi g, det (LLMA) = —det (A).
Une dilatation par A sur les lignes de A multiplie le déterminant par .
VA €K, det (Hm(A)A) = Adet (A).
Une transvection sur les lignes de A ne change pas le déterminant.

Vi g, A€K, det (Tw-yn(A)A) = det (A).

—

A
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@ CALCULS DE DETERMINANTS

\ Développement suivant une ligne ou une colonne

1 0 0 m m
2,2 2,n
m2’1 m272 e mzyn . ’
m m
n,2 n,m
mn,l mn,Z mn,n n—1
n

Preuve : %ok ¢ € M1 1(K).

Mo o mo n
@Mwmwngmmf M, 1(K) — K o A = mf mf
1 0 . n,2 n,n N
A — Ll
c A

&M%WAm(n—mwhd@mmM@w&@mf@h
WWWWWW&@Mf(IR_l):lwwa@WMC
ﬂawuwruubeotwnetiﬁewwomﬁ f=det, ;.

gonc&uu'om

1 0 0
Mg 2 Mg pn Mg 2 Mg pn
m271 m272 m2’n f . .
) m m m m
n,2 n,n n,2 n,n
mn,l mn,2 mn,n n—1

Remaraue : On obtient un résultat analogue en transposant.

Détinition 3 : Soit A € ., (K).

Pour tout 1 < 4,j < n, on appelle mineur d’indice (i;j) de A le déterminant A,; ;(A) de la
matrice carrée d’ordre n — 1 obtenue en rayant la ligne 7 et la colonne j de A

al,l a172 e cee a]7} cee al,n
a2’1 a/272 e cee a27/ cee a2’n
A — :
nJ a a.; a a,
L,l 2,2 (i “,n
an,l an,Q an,v/ an,n
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s N
Théoréme 8 : Soit A € ., (K).
n . .
Vie[l;n], det(A) = Z(—1)1+Jai7in7j(A) par développement suivant la i°™° ligne,
—1
Jn o N
Vjiell;n], — Z(—l)lﬂ a; ;A ;(A) par développement suivant la "¢ colonne.
=1
\

On peut développer suivant n’importe quelle ligne ou n’importe quelle colonne. On cherche évi-
demment une ligne ou une colonne ayant le plus de 0 possible...

Remarque : Par une récurrence évidente et & l'aide de ces formules, on retrouve ici que le
déterminant d’une matrice est une fonction polynomiale en les coefficients de la matrice.

Preuve : it A = (a;;) € A, (K).

donnant le second, nesulltat,

?MWWW@Q@ZWWMQ

ay1 Q19 Ay - Q1p ay1 Q19 ay j A1,n
" :
det (A) =[a;1 G2 Qi - Gin| = Zam 0 0 1 0
=1 :
an,l an,2 a’n,j an,n a"%l an72 a'ﬂvj ana"
&W@am]qumdemwm:
al’j a171 al’z e e e al’n
n ]
= Z(—l)]_lai,]’ 0 O 0
=1 : : :
an,] an71 an,Q an,n
&W@Mrwﬂ—lm@md@wz
1 0 0 0
n ar; Q11 G2 ain
=) (=1 =1)"a, :
=1
an,j an,l a’n,2 an,n
=) ()" 2a, A, (A) = ) (=1)a; ;A (A)
Jj=1 J=1
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1 2 3

Exercice 9 : Calculer |4 5 6| en développant par rapport a la colonne 3 puis par rapport a
7 8 9

la ligne 2.

Un peu dhistoire : Complexité de ’algorithme de calcul du déterminant

Ces formules raménent le calcul d’un déterminant d’ordre n a celui de n déterminants d’ordre
n—1.

St u,, est le nombre d’opérations pour calculer un déterminant d’ordre n, on a donc :

n! 3
Uy, =NU, | +N=nu, | = u, = 5 U2 = in!
Ainsi, cet algorithme est rapidement explosif en nombre d’opérations. Ces formules ne sont donc

pas exploitables en pratique (sauf pour n =3 ou 2).

En pratique, on se rameéne toujours, grace a l'algorithme de Gauss, au déterminant d’une matrice
triangulaire, ce qui nécessite O (n®) opérations.

Quelques chiffres : Pour une modeste matrice 25 x 25, on a 25! ~ 1,5 x 10%® opérations. Un
ordinateur téraflops, c’est-a-dire capable d’effectuer 1012 opérations en virgule flottante par seconde
aurait besoin d’environ 500 000 ans de fonctionnement ininterrompu pour effectuer ce calcul.

Ce chiffre est a comparer avec le nombre d’opérations de la méthode de Gauss. Dans ce cas, l’ordre
est de 10° opérations, que le méme ordinateur effectuera en 0,1 millioniémes de secondes.

A titre d’information, lordinateur le plus puissant du monde en 2022 (composé de 591 872 ceeurs)
atteint une puissance mazimale de 1,7 exaflops soit environ 1,7 x 10'® opérations par seconde.
1l s’en tirerait en 4 mois seulement... Avec une matrice 26 x 26, ce chiffre passe 4 7 années de
calcul... 200 ans pour une matrice 27 x 27, ... 5 millions d’années pour une matrice 30 x 30.

\ Déterminant d’une matrice 3 x 3

ayp Q12 Qi3
Qg2 Q23 a1 Qa13 a1 Qa13
Qg1 Qg2 0A23| =aqay 4 —a +a
@32 QA33 @32 a33

)

Az o Qg3
sy QAz2 033

= Q109 203 3 T U3 103 201 3+ A3 101 203 3 ...

— Q3,109 201 3 — Qg 107 203 3 — A7 103 209 3-

Preuve :
| ayq Q19 Gy O d O O a5 a3 O aj o Q13

) )

A1 Q22 G231 =ay; U azp ay3 —ay |0 O Of+az; |0 agy agg

(31 A3z O33 U azy agg U agy agg O O O
= Q1109203 3 T Qg 103 901 3 T A3 101 209 3 ...
— A3,109 29071 3 — Qg 1A1 203 3 — Q1,103 203 3-

—

Exercice O : Soient a, b et ¢ trois scalaires quelconques.

Calculer les déterminants suivants :
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bc ac ab nl (n—1)! (n—2)
‘ a b c| (-1 (-2 (n—3)
P (n—2)! (n—3)! (n—4)!
a b ab 1 a be
\ a c acl|. 1 b cal
c b bc 1 ¢ ab
1 a® a3 P(a) P(a+1) P(a+2)
(8] |1 »* 6] [P®) P(b+1) P(b+2)|onP e R,[X]
1 ¢2 (3 P(c) P(c+1) P(c+2)

@ DETERMINANT D’UN ENDOMORPHISME

I11.1 |} Déterminant d’une famille de n vecteurs dans une base en dimension n

Dans un K-ev E de dimension n, considérons une base B = (eq,...,e,) et F = (vy,-,v,) une
famille de n vecteurs de E.

n
Vj € [1;n], il existe un unique n-uplet (a4 ;, ..., a, ;) € KP tel que v; = Zw e; et on a:

4,71
=1
( )
Définition + - Soit E un K-ev de dimension n, et B = (e, ..., e,,) une base de E.
Pour toute famille & = (vq,--,v,,) de n vecteurs de E, on appelle déterminant de & dans la

base B, noté det z(F) le déterminant de la matrice de la famille & dans la base B.

det 5(F) = det (Matg(F)).

En reprenant les notations ci-dessous et en posant :

A=(Cy..IC,) on Vje[l;n], C;=] i | =Matg(v,), ona:

U,

Exercice Il : Soit (i,7) une base de P.

On considére @ = 3i + j et ¥ = i + 2j. Calculer det @) (i, 7). Un commentaire ?

Dans le plan, la valeur absolue du déterminant de deux vecteurs dans une base B représente laire
du parallélogramme construit sur les deux vecteurs, I'unité d’aire étant donnée par le parallélo-
gramme construit sur les deux vecteurs de base.

Ce déterminant est nul si, et seulement si les vecteurs sont colinéaires.

Exercice [ : Dansle R-ev R? muni de sa base canonique B, on considere la famille = (vy, vy, v3)
avec vy = (1;0;1), v, = (2;1;3) et vg = (1;4;2).

Déterminer det 4(F). Un commentaire 7

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIII : Determinant ﬂ



PTSI VINCI - 2024 III. DETERMINANT D'UN ENDOMORPHISME

Dans l’espace, la valeur absolue du déterminant de trois vecteurs dans une base B représente le
volume du parallélépipede construit sur les trois vecteurs, I'unité de volume étant donnée par le
parallélépipede construit sur les trois vecteurs de base.

Ce déterminant est nul si, et seulement si les vecteurs sont coplanaires.

Les propriétés suivantes découlent de la définition, des commentaires précédents et des propriétés
du déterminant d’une matrice.

4 )

Proposition IO : Soit E un K-ev de dimension n muni d’une base 3.

L’application det 5 : E” —— K vérifie les propriétés suivantes :

det 5 est linéaire par rapport a chaque variable : det 5 est n-linéaire.
‘ det 5 est antisymétrique : la transposition de deux vecteurs change det 5 en son opposé.

(3] det5(B) =1.

‘ On ne change pas la valeur de det 4(F) si on ajoute & un vecteur une combinaison

linéaire des autres.

(5] Sila famille 7 est liée, alors det 5(F) = 0.

Théoreme |l (Caractérisation des gases) :  Soient E un K-ev de dimension n, et B une
base de E et F une famille de n vecteurs de E.

F est une base de E < det 5(F) #£0

Preuve : RBoons B = (e,....¢,), F = (v,,~,v,) e considérons QW WM f

[
Viell;n], fle;) =v;.
Motons, A = Matg(f). ﬂvah,daegvmb\wm, on a :
A:Mat3<f(el)|...]f(en)) :Matg<vl|...|vn> :Mat3(3”>.
?ﬁo@&%aﬁaﬁbd@@bﬁe%@ﬂeﬂ%mﬁ&:

foent ()Maecb\/we

A et insorsible.

det (A) + 0.

det (Matg(?)) +0
det (F) # 0.

I

LN

Exercice I3 : Justifier que la famille & de I’ exercice (12) est une base de R3.
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I11.2} Déterminant d’un endomorphisme en dimension finie

( )

Détinition/Théoreme S : Soit E un K-ev de dimension n et f un endomorphisme de E.

Le scalaire det 5(f(3B)) est indépendant de la base B de E.

On l'appelle le déterminant de f et on le note det (f).

\

Remaraue :Si B = (e,...,e,) est une base de E et f € Z(E), alors :

det (f) = det (f(61)7 e f(en))

Ainsi, |det (f)| est le coefficient par lequel f multiplie les volumes.

\
Exemples 3 :
n det (Idg) = det (Idg(ey), ..., Ildg(e,,)) = det (eq, ..., e,) = 1.
m det (Aldg) = det (Aey, ..., Xe, ) = A™.
= Soit p la projection sur F dans la direction de G # {0g}.
En prenant B = (eq, ..., €ps€pi1y s e,,) une base adaptée a la somme direct E = F @ G, on obtient :
det (p) = det (p(el)7 7p(ep)7p(ep+1)7 7p(e'n))
=det (ey,...,€,,0g,...,0g) =
=0.
= Soit s la symétrie par rapport & F dans la direction de G. B = (ey,...,€,,€,,1,--,€,) une base
adaptée a la somme direct E = F @ G, on obtient :
det (s) = det (s(e;), ..., s(e,), s(€p1)s -5 5(e,))
=det (e, .., e, =€y 15, —€p)
= (~1)ns.
. .

Preuve : Roons B = (e1,,€,) wne base de E.
ﬁ’&’“’@ detB(f(B>> = detB(f(el)""vf<en)> = det (MatB(f>>'
%, on comvidére une aubre bane B’ @E@P@@W@W@@M@Bdﬂﬁma:
P~ !Matz(f)P = Maty (f).
det 4 (f(B’)) — det

= det

Mat (f))
P*lMatB(f)P)

(
(

det (P~1)det (Matg( f))det (P)

= detl(P)det (Matg(f)>det (P)
= det (Matg(f))
= det 5 (£(5)).
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—

Toutes les propriétés qui suivent découlent directement de celles démontrées pour le déterminant
d’une matrice.

Proposition [ : Soient f, g € Z(E).

det (go f) = det (g) x det (f).

Preuve : it B une base de E.
On mote A = Maty(f) &t B = Maty(g).
Rors,

det (go f) = det (Matg(g © f)) = det (Matz(g)Matz(f))
= det (Matg(g)) x det (Matgz(f)) = det (g)det (f).

Théoréme I3 (Caractérisation des automorphismes) :

Soit E un K-ev de dimension n, et f une application linéaire de E.

f est un isomorphisme de E < det (f) # 0.

1

Dans ce cas, det (f!) = IR

Preuve : Hit B une base de E.
On note A = Mat 5(f).

< det(A) #0
< det (f) #0.

Soi,febt@&a'ﬂ(ﬁ/ueofo’wdet(A)EM*,eL%@:

_ 1 _ 1
~det(A)  det(f)°

det (f~1) =det (A1)

Exercice |4+ : Calculer le déterminant des endomorphismes suivants :

1] f: RX] — R,[X] T: #,(R) — .#,(R)
P +— XP +P M — MT
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@ APPLICATIONS

IV.1” Systémes linéaires

4 N
Rappel b : On considére un systeme linéaire AX = B de n equations & n inconnues, avec

Ae,(K).

Le systeme AX = B est dit de Cramer s’il vérifie 'une des conditions équivalentes suivantes :

(i.) A est de rang n.
(id.) A~ I,
(7ii.) A ~c1,.
(iv.) A € 9IK).

(v)

)

Pour tout B € ., ;(K), le systtme AX = B admet une unique solution.

(vi

(vii.) Le systéeme AX = On’1 admet une unique solution.

Pour tout B € ., ;(K), le systétme AX = B admet au moins une solution.

9 L’unique solution de ce systéme est alors X = A~1B.

v
Théoréme |4 : Le systéme linéaire AX = B est de Cramer si, et seulement si det (A) # 0.

On donne a présent des formules précisant la solution unique d’un tel systeme.

( Y
Proposition IS (Formules de Cramer (Hors-Proaramme)) @ Pour toute matrice carrée
inversible A € ¢I(K), la solution X = (zq, ..., x,,) du systéeme de Cramer AX = B est donnée
par :

position k
det(Cl(A),..., B ,...,Cn(A)>
Vkel|l;n], =
[tin], det (A)

|— Preuve:f’wmmeW@de&mmmAXzBm%@:

2,0, +...42,C, =
@mo@b.@ntaﬂcvw(weoBmeMmk)
Fﬂb,«'b’.mvk
1 n
det (cl,..., B ,...,cn) — det (cl,...,zxjcj,...,cn>
j=1
= Z:cjdet (Cl,...,Cj,...,Cn)
=1

== l‘kdet (017 ceey Ck’ eey C’I’L)
=z, det (A).

Comme det (A) £ 0, on obtient le nenullat soullaits.
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Remarque : Ces formules n’ont pas d’intérét pratique, puisqu’elles nécessitent le calcul de
déterminants couteux en opérations, alors que l'inversion d’une matrice (et donc la résolution du
systéme) nécessite O (n®) opérations.

Elles ont, en revanche, un intérét théorique car elles permettent, lorsque le systeme dépend d’un
parametre, d’étudier la continuité, dérivabilité, ... des solutions en fonction de ce parametre.

Exercice IS : A l'aide des formules de Cramer, résoudre le systéme :

2:1;1"[_.%2 :7
S: —3$1+£L‘3 =-8.
1}2—{—2{53 :_3
2 1 0 Ty 7
Correction : Motons A= -3 0 1| X=|22| &B=|_8
0 1 2 T3 -3
2 1 0
%cym/medet(A):—S 0 1:*2+6:4%QQ@W@%L@&M»%W®€WQEQ‘%@:
0 1 2
2 7 0 2 1 7
T 10 -3 —8 1 -3 0 -8
-8 0 1 0 -3 2 0 1 -3 7
-3 1 2 3 Ty = = T3 = =75
2, = =< 2 0 2 2
2 10 —3 0 1 -3 0 1
-3 0 1 0 2 0
0 1 2

i‘wm&mwsg&m@emxszg;a%).

Equation des hyperplans vectoriels

( h
Théoréme |6 : Soit E de dimension n muni d’une base B et H = vect (v,, ..., v,,) un hyper-
plan de E.

Alors, pour tout v € E :

veH <« detg(v,vy,...,0,) =0.

|_ Preuve :Tout dabord, notoms que (v, . v,) et uno famlle e pan fypothane
Dot

M%QQ%WWWW

det 5(v, vy, ...,v,) =0 < (v,0,,...,0,) est lice
< v € vect (vg, ...,v,) = H.

Remarque : Ainsi H est le noyau de la forme linéaire non nulle :

p: E — K
v+ det 5(v,vq,...,0,)
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et H est défini par I’équation linéaire ¢(v) = 0.

Exercice |6 : Déterminer ’équation cartésienne :
‘ du plan vectoriel dirigé par les vecteurs v; = (1;0;—1), et v, = (1;1;1).
‘ du plan passant par les points A (1;0;0), B(0;1;0) et C(0;0;1).
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