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Dans ce chapitre, K désigne R ou C et n sera un entier naturel supérieur ou égal a 2.

INTRODUCTION

On se place dans R? muni de sa base canonique que ’on note (Z, f)

Soit 1 et ¥ deux vecteurs de R?, et P le parallélogramme porté par les vecteurs u et v :

ymz{amﬁﬁ/a,ﬁe [0;1]}.
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Figure XXXIII.1 — Aire algébrique d’un parallélogramme porté par deux vecteurs u et .

On note A(?aﬁ) laire algébrique de Py ; c’est-a-dire que l'aire de Py ; est comptée :

e positivement si une mesure de 'angle (4 ;¥) appartient [0 ;7).

e négativement si une mesure de 'angle (4 ;9) appartient [—m;0].
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Figure XXXIIL4 ~ A(P, ;) =1 (u.a).

Figure

XXXIII.2 -

A(Pagiaz) = A(Pars) + A(Pag)-
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Figure XXXIIL5 — A( P, ;)
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Figure XXXIIL3 — A(Px; ;) = AA(Py ).
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4 )

R.appel 2 : Soient u et ¥ deux vecteurs du plan P muni d’une base (7, j) orthonormée directe.
On appelle déterminant de 4 et ¥ noté det (u;v), le réel :

L’application det : P2 — R est :
(U;0) +— det

—
~—"

u;v
m une forme bilinéaire.
m antisymétrique : det (4 ;9) = —det (
m alternée : det (u;u) = det (¥;9) = 0.
det (z,j) —1.
. .

Corollaire Ol : Soient u, U € Pet AeR.

Figure XXXIIL6 — A(Tw+m) = A(ﬂ?w).

En dimension 3, le déterminant de trois vecteurs 4, U et w représente, de méme, le volume au
signe pres du parallélépipede engendré par les trois vecteurs.

( )

R.appel 3 : Soient z, y et z trois vecteurs de I'espace E 3 muni d’une base (7, 7, 7%) orthonormée
directe.

On appelle déterminant de x, y et z, noté det (z;y;2), le réel :
det (z;y;2) = (x/\y) - 2.

L’application det : gg — R est :

§ (roy:2) +— det (x:y:2)

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIII : Determinant ﬂ
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m une forme trilinéaire.
m antisymétrique : det (x;y;2) = —det (y;2;2) = —det (z;2;y) = —det (z;y;2).
m alternée : det (z;2;2) =det (y;y;2) =det (v;2;2) =det (y;2;2) =0.

3] det(, j,fc) —1.

Exercice | :

Calculer l'aire du parallélogramme construit sur les vecteurs 4 = ( 2 ) et U= ( le >

Calculer le volume du parallélépipede construit sur les vecteurs

1 0 1
u=1| 2 [,v=| 1 |etw=| 1 ]|.
0 3 1

‘ Montrer que le volume d’un parallélépipede dont les sommets sont des points de R3 &
coefficients entiers est un nombre entier.

Q DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE

Soit A = (C,]|...|C,,) € A, (K) une matrice carrée.
On identifiera A € .Z,,(K) avec le n-uplet de ses colonnes (Cy 4, ...,C, o) € K".

n
M (K) > (A, (K))
C C,
a1 1,n
. . a1 ai n
: : >
an,l an,n a ' ’ ’ a ’
n,l n,n

En particulier, pour f: .#, (K) — K une application et A € ., (K), on notera indifféremment
pour des commodités d’écriture, f(A) ou f(Cy 4,...,C, o) la valeur prise par fen A.

4 )
Définition | - Soient A = (C4]...]|C,,) € A, (K) et f: A, (K) — K un application.
A F— f(A)

On dit que :

o f est multilinéaire si f est linéaire par rapport a chaque vecteur colonne de A :
Vie([l;n],VCy, ..., C,, C" e K", VK,

F(Cyoey AC;+C o ,C)=Af(Cpyey € ey C) + .
iéme (:Tolonnc l-éme (Tolonnc
e fCheey € G,

i®Me€ colonne

o fest antisymétrique si Vi, j € [1;n], ¢ # j alors :

f(Cq, ..ty Cj S s C; s C) = —f(Cq,y . C; S s Cj b, Cp)-
1 L1 0 1
k J€Me olone 7M€ colonne i®Me colonne FMe colonne J
F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIII : Determinant ﬂ
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o fest alternée si Vi, j € [1;n], i # j alors :

fChy  Cp L., Cp,..,C)=0.
a T S T
M€ colonne 7M€ colonne
\\
'4 3\

Proposition | :
‘ Toute application multilinéaire alternée est antisymétrique.

Si la caractéristique du corps K est différente de 2, la réciproque est vraie : toute
application multilinéaire antisymétrique est alternée.

Preuve :
|_ Considtrons une forme mulilingaine aiomnse. T suff do caleslon gown i . -
— f(Chys G+ Cy ey Ci4+Cy o, C) =f(Cy e, Gy, Gy 4+ €y, C)

T T
¥ lonne ]émp’ooﬁoln/ne
+ f(Cyy e Oy, Ci 4 Ty, Cy)

= (i t—=t.C)
+ f(Cyy e, Chy e, €y o, Cy)
+ f(Cyy s Cjy s Gy, Cy)

Done, f(CyyeesCiyeey Cyye, Cp) = —F(Cpy o, Cyy e n) o [ enl ambisymetique.
!MWMMfW%@WMMﬂW@WM@TMZ#],mM@

F(Cpyoey C;—Cyyey G = Cy 1o, C) =f(Cyyeee, Gy oo, Gy + Gy, 0, Cy)

T T

Gy

— f(Cpyeey Cpy e, Gy = Cy o, Cy)

T J

=f(Cy,....Cy, ..., Cyy C)

+ f(Cyy ey Gy, Cjr, C)

TOLU’D CZ:CJO’TI/OQWILZ
— 2% f(Cyyens Cyy, C,

Remarque MWW@&M%@W%'WMMW%

@%ce&efhamb%m/maﬁmn'avmd;e%ebmf(Cl,...,Ci,...,Ci,...,cn) Wécaaﬂd/bomomméj
es done . ]

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIII : Determinant ﬂ
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Généralités

4 )
Détinition/Théoréme 2 (Admis) : 1l existe une unique application f : 4, (K) — K

vérifiant les trois propriétés suivantes :
‘ f est multilinéaire.
[2] fest antisymétrique.
3] fd,)=1.

Cette application est appelée déterminant et notée det :

i1 = G1q a1 = G1q

VA= : : € A, (K), on note det (A) =| : ek

. v

La derniére condition peut étre vue comme une condition de normalisation.

Preuvezewmmmwmmm@mam@e
Analyse:ﬁOuTWW'wnedﬂegmemf: %Q(M)HM%WWW&W

F(I) = 1 eccinle ef soib A = (“ 2) € My(K).

c

On note e, = ((1)) € My (K) o ey = (i’) € My (K).

On o -
rr=1((0)-(0) () =< () ) =)
= flaey + cey, bey + dey)
Por limeanits, sun lo premisne waniclle,
= af ey, be; + dey) + cf (ey, bey + dey)
Pon liméanits sun lo, dewccieme saniable,
— abf(eq,e;) + adf (e;,ey) + bef (e, 1) + cdf (eg, )
Comme f et altervnse,

= adf(eq,e5) +bef(es,€q)
Ton bAj/mebu,e de f,

= (ad —be) f(ey, e5)
Enlin, b mormalisation

= ad — be.

Sﬁ‘wdefmw{%a@md@um@m@w@mdef

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIII : Determinant ﬂ
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Synthese : MWM ozn,«oemg«e wmd»%mﬂa@ que

f+ AMy(K) — K

(a b) — ad—be
c d

MMWW%MWW@&@%Wf(IQ):l

Théoréme 2 :

det (a b) = ad — be.
c d

Exercice 2 : Calculer les déterminants suivants :

2 3 1 a
1 VvV, =
—1 4 2 V.= ay
Exercice 3 (Réale de Sarrus) :
Déterminer I'expression explicite de det pour n = 3.
Applications : Calculer les déterminants suivants :
2 -1 -1 a b c
@1 2 <1 ©lc a b
-1 -1 2 b ¢ a
1 00 Lo
413 1 ag aj

Multilinéarité
}

Corollsire 2| : Soient A = (C,|...|C,,) € 4, (K) et C" € A, ,(K).
Le déterminant d’une matrice dont une colonne est nulle est nul.

VAeK,

VX € K, det (AA) = A\"det (A).

det (Cy| ... |AC; + C'| ... |C,.) = Adet (Cy] ... |Cy] ... |C,,) + det (Cy] ... |C| ...

117 17 10 7
Exenple | © |2 1 8/=[2 1 8§/+3[2 0 8
3 3 9 [3 0 9 31 9
F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIII : Determinant U
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Théoréme 3 (Déterminant d'une matrice diagonale) :

det (diag(al, sy .- ,an)) = G105 ... Oy -

|— Preuve:%w@xd'un&m@@&mmmmmbmdeMdemmz

a 1 1

g g
al . — a1a2 . = ...

an n

= a0y ...a, det (I,) = ajay...a,.

Antisymétrie
P

Corollaire 3| :
Le déterminant d’une matrice est changé en son opposé si I’on échange deux colonnes
distinctes.

Le déterminant d’une matrice dont deux colonnes sont égales est nul.

On ne change pas le déterminant lorsqu’on ajoute & une colonne une combinaison
linéaire des autres.

o EE

Si les colonnes de A forment une familles liée, alors le déterminant est nul.

En particulier, le déterminant d’une matrice non inversible est nul.

1 1 9
Exercice 4 : Montrer que [I 5 3| est divisible par 17.

2 89

Opérations élémentaires

4 N\
Rappel 4 : Soient n € N, i, j € [1;n] et A € K. On définit les matrices de transposition
L; jn, de dilatation H, ,,(A) et de transvection T, ; . ()) par :

U o '
e 1!
= i Ho, M= i Tijn(A) =

e = A A= e L
1,7, |
| | 1o | T e
1 T 1
i | =
| | |
1

P e,

|
Lo
|
=
|
|
|

— |
1

Corollaire 32 : Soient n € N, 4, j € [1;n] et A € K.

e det (Lm-’n) =—1. e det (Hln()\)) =\ e det (Ti’j,n()\)) =1.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIII : Determinant ﬂ
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e N
R_appel S (Opérations élémentaires) : Soit A € ///n’p([K).

m Multiplier A par L A droite revient & permuter les ™€ et j°™¢ colonnes de A.

©,7,M
On note L; +» L; cette opération.
= Multiplier A par H; ,()\) a droite revient a multiplier la i®™¢ colonne de A par \.

On note L; < AL; cette opération.
m Multiplier A par T
par A & la ™ (avec i # j).

i.j.n(A) & droite revient a additionner la 4m€ colonne de A multipliée

On note L; «- L; + AL; cette opération.

4 ™
Corollaire 33 : Soit A € 4, (K).

Une transposition sur les colonnes de A change le déterminant en son opposé.

Vi j, det (AL.

Z?]?n

) = —det (A).

@‘ Une dilatation par A sur les colonnes de A multiplie le déterminant par A.
V€K, det (AHM()\)) = Adet (A).

‘ Une transvection sur les colonnes de A ne change pas le déterminant.

Vi, A€k, det (AT.

7’7]7”

()\)) — det (A).

Remarque : Soient A € ., (K) et E une matrice élémentaire. Alors det (E) # 0 et

det (AE) = det (A) x det (E).

( )\
Proposition 4 (Déterminant d'une matrice trianculsire) :

a;

0) - :,Bla’“'

ap

Preuve 50003 Ae //naK) fm,a/m%w@om @/m nole Ay, Ao, ., G, bdeb we%ww/nfb dAac(},omaum

—%led%ak%tTwQ,Q@ﬂwDuw%tmeu@wLwe(MW%b<n)dwerdé@wW¢
ebtmﬁ,et@ewdmakwm.
- ﬁm%akmmMmWWMwmmwmm&wawm

& une malrice d»o?o/n,qfe A= dw%(al,az,---,an).

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIII : Determinant ﬂ
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Doy, §
det (A) = det (A) = [ ] a.-
k=1

—

N

Méthode | (Caleul du déterminant d'une matrice)

?MWQKLLQUUQQWMW@&WWAE%n(ML%OWQWMdBW

| du délervminamt enl ainé.

Exercice S : Calculer le déterminant des matrices suivantes (de taille n lorsque non précisé) :

1 al al e e al a ]_ e e 1
2 (1) a‘l a.Q a‘2 1 a (1)
0) - B :
n Ap_1 Gpq (1) a 1
ap Qg e Qpg Gy 1 ... .. 1 a

Matrice inversible

Théoréme S : Soit A € 4, (K).

A est inversible <= det(A) # 0.

Le déterminant caractérise donc les matrices inversibles.

Preuve :
|_(<=):%Aebbmmixn/u@m%afm@det(A)zO.ﬂ)onmmTwHdeet(A)#Oa@o)wAe&
(=): %Ammm%MrgA:n.Gmwwmmewwmdww

mbuwbwmw&mﬁedm&@%we%@wxnmdwxawnmab Ay, -, aanbboubWb'erb,.
Dot, det (A) = ﬁak £ 0.
k=1
—

e N
Exemples 2. : D’apres I exercice (5)

1 1 2 3
e |11 2 4) et |4 0 4| sont inversibles.
1 8 3 2 1
a 1 ... ... 1
a (1)
e | ¢ . i estinversible si, et seulement sia # 1 et a #1—n.
L 1 a1
1 .. .. 1 a)

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIII : Determinant m
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Exercice L : Soit m € R. Pour les matrices suivantes :

1 m  m?2 1—-m 14+m 1
B=1m2 1 m]|, C= -m -m -1
m m2 1 m m—1 0

‘ Calculer le déterminant et déterminer pour quelles valeurs de m la matrice est inversible.

@‘ Calculer B! et C~! lorsque B et C sont inversibles.

Produit de matrices

Théoréme b -
VA, Be #,K), det(AB)=det(A)det(B).

Preuve :

— £ B et non insewible, alors rg B < n et det (B) = 0.
eo'mng(AB)gmin(rgA,rgB) <n, Mb%déduibé«aa@mmmutwAB est mon inuensible.

Ton conséquent det (AB) = 0 = det (A)det (B).
- %Bebb{mwmﬂ[)e,o,@omrg(B) :n@@mwwwmm

om[u@ubbewmdumemabmdaj%wnuﬂ@Az dm%(al,%,m,an) anec @y, Ao, =+, G, Mom
nubs.

&MT&LWWdemmMUWMQMBT:AM
det (B) = det (BT) = det (A) = ﬁak.
k=1

Notons €, Cy, -+ C,, let colonmnes de A, on a :
ABT = <01’C2| |Cn)dw%(a1aa2a“'aan) = (a101|a202’ ’ancn>’

Dot, det (AB) = det (alCl\a2C2| \anCn>
Ussons de la linsanits de det ranwmbdaﬁwdmmao&mmeu:

= ayay - a, det <01|C2| |Cn)
= det (B) x det (A)

PURUONERIONE | det (A + B) # det (A) + det (B).

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIII : Determinant M
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Exercice 7 : Soit n € N* et A € M, (R) telle que A2=A—1,.
Calculer det (A).

R.emarques : Cette petite propriété a et aura de grandes conséquences notamment :
— det (AB) = det (A) x det (B) = det (B) x det (A) = det (BA) alors que AB # BA générale-
ment.

Le déterminant , comme les polynémes d’endomorphismes, permet de récupérer un peu de
commutativité.

— VpeN, det (AP) = (det (A))".

— VP e ¥9l,(K), det (P"1AP) = det (A).
Autrement dit, deux matrices semblables ont le méme déterminant. Comme la trace, le
déterminant est donc un invariant de similitude.

Corollsire Ll : .

VA€, (K), det(AT)=— v

Preuve : Comme A et invensille allons A~1A =1,
|_@'°T’@“ le. nénulltat puécedent, det (A™A) = det (I,,), ie. det (A™")det (A) = 1.

Transposée

Théoréme T :
VA€, (K), det(AT)=det(A).

Preuve :

— £ A b non inwewsille, o g (A) < n

&Ww'ow@mvﬂ@?ummm&wmamrg(AT)<n:@@mmW
deA%lebbdamPabmvw@mﬂQemeu,@

&WMAetwwwmmmmmmm& ﬁ%aﬁml

a/u/n;em;obmd/\a%ofnafe we%«ue/nmaljaz--;a mm«wﬂb,
A= dm%(al,az,n-,an).
@naefﬂm&eAT:AdZdet(A —det Hak

O, (AT)" =TTAT — det ((AT)' ) = det (TTAT) = det (TT) x det (AT) = det (AT).
Legalis (AT)T = AT(= A) entraine oo det (AT) = det ((AT)T> — det (A) = det (A).

Do, det (AT) = det (A).

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIII : Determinant E
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—

0 a b
Exercice & : Calculer |—a 0 ¢|oua,bekK.
—b — 0

Conséauences : Toutes les propriétés vues sur les colonnes des déterminants sont
donc valables sur les lignes.

En particulier,

/Corollaire - \

‘ Le déterminant est linéaire par rapport a chacune des lignes de la matrice.

Le déterminant d’une matrice dont une ligne est nulle est nul.

Le déterminant d’une matrice est changé en son opposé si 'on échange deux lignes
distinctes.
\ Le déterminant d’une matrice dont deux lignes sont égales est nul.

On ne change pas le déterminant lorsqu’on ajoute & une ligne une combinaison linéaire
des autres.
@‘ Si les lignes de A forment une familles liée, alors le déterminant est nul.

‘ Une transposition sur les lignes de A change le déterminant en son opposé.
Vi j, det (L, A) = —det (A).
Une dilatation par A sur les lignes de A multiplie le déterminant par A.
V€K, det (Hm()\)A) = Adet (A).

@ Une transvection sur les lignes de A ne change pas le déterminant.

Vi#j, A€k, det (Ti,j,n()\)A) = det (A).

N J

Q CALCULS DE DETERMINANTS

\ Développement suivant une ligne ou une colonne

1 0 0
Mo o Mo n
m271 m272 m27n .
mn,2 mn,n
mn,l mn,Q mn,n n—1
n

|— Preuve : foit ¢ € M1 (K).

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIII : Determinant ﬂ
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m272 e m27n
@wnmdmmw@o,]\?&mb\mf M, (K) — K o A = mf .
1 0 - n,2 n,n N
A — Ln—l
c A

mgonmm%mwwam%ammn,l)zlwwm&mma
?mmdm%%owm f=det,, ;.

1 0 0
Mg 2 Mg pn Mg 2 Moy
Moy Moo Mo n f ] ]
) m m m m
n,2 n,m n,2 n,mn
mn,l mn,2 mn,n ’ ' ’ ’ n—1

Remaraue : On obtient un résultat analogue en transposant.

Détinition 3 : Soit A € A, (K).

Pour tout 1 < 4,5 < n, on appelle mineur d’indice (i;j) de A le déterminant A, ;(A) de la
matrice carrée d’ordre n — 1 obtenue en rayant la ligne 7 et la colonne j de A

ar1 QA12 aj.; a1.n
Qg1 Q22 Qg ; Qg n
A — :
d Qi Oy Q7 Qi
U1 Gpo oo o Gy e Oy,
p
Théoréme 8 : Soit A € ., (K).
n
Vie[l;n], det(A) = Z(—l)”ﬂaz-’jAM(A) par développement suivant la i ligne,
=1
n
Vjiel;n], = Z(—l)”] a; ;A ;(A) par développement suivant la j™¢ colonne.
=1

Preuve : Joit A = (a;;) € A, (K).

donnant le second, nesulltat.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXXIII : Determinant
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a1’1 a/172 eee vee CLLJ vee alyn a/171 a172 ves vee a/17‘7 ee a17n
n :

det (A) = (a1 Q2 v o Qi e Gyl = a; il 0 0 1 0
=1 :

an71 an,2 oo e a,nh7 e an7n a’l’L,l aTL,2 a’I’L,] e amn

azl’j al,l a/172 e e e azl’n
n
= (=) a1 0 0 0
j=1
an,j a’n,l an,2 an,n
&dewi—lmwwnw:
1 0 0
n ar; Q11 Gp2 a;
_ J—1/_1)i—1 .
= (1) (=1) a; j
j=1
an,j an,l a’n,Q a

= Z<_1)i+j72ai,j A; (A) = <_1>i+jaz‘,j A; ;(A).
—1

<

1 2 3
Exercice 9 : Calculer |4 5 6| en développant par rapport & la colonne 3 puis par rapport &
7 89

la ligne 2.

Déterminant d’une matrice 3 x 3

- N
Proposition 9 (Récle de Sarrus) :

Ay Q12 Qa3

Qg o Qg3 a1 Q13 Ay QA13

(g1 Q22 Q3] =aq, — Qg9 +a
T |A32 A33 @32 A33

)

Qg2 Qg3
Q31 a3z 0433

= Q109 203 3 T O3 103 201 3+ A3 101 203 3 ...

— Q3109 201 3 — Qg 107 203 3 — A7 103 209 3-
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Preuve :
| a1 Q12 G413 0o O U U ajp a3 U a5 ayg
a a ag 3| = O ayy ag3|— o o oOf+ O
2,1 %22 23| =0ay g g Az a3 Qg0 A3
Qg1 Q32 0433 O azo a3z 3 U Az o 033 O O O

= Q1,109 203 3 + Gg 103 201 3+ A3 101 202 3 ...

— G3,1Q9 9071 3 — Ag 107 203 3 — A7 103 209 3-

Exercice IO : Soient a, b et ¢ trois scalaires quelconques.

Calculer les déterminants suivants :

bc ac ab n! (n—1)! (n—2)!

@ e b ¢ (n—1)! (n—2)! (n—3).
bl n—=2)! (n—=3)! (n—4)!
a b ab 1 a be

a ¢ ac|. 1 b cal
c b bc 1 ¢ ab
1 a2 a8 P(a) Pla+1) P(a+2)

1 b2 b3 [6] [P(b) P(b+1) P(b+2)|ouP € Ry[X]
1 2 e P(c) P(c+1) P(c+2)

@ DETERMINANT D’UN ENDOMORPHISME

I11.1 | Déterminant d’une famille de n vecteurs dans une base en dimension n

Dans un K-ev E de dimension n, considérons une base B = (eq,...,e,) et F = (vy,--,v,) une
famille de n vecteurs de E.

Vj € [1;n], il existe un unique n-uplet (a, ;, ..., a, ;) € KP tel que v; = Zauel et on a :
i=1

(ai,j)lgi’jgn'

Détinition + : Soit E un K-ev de dimension n, et B = (e, ..., €, ) une base de E.

Pour toute famille & = (vy, -+, v,,) de n vecteurs de E, on appelle déterminant de & dans la
base B, noté det 5(F) le déterminant de la matrice de la famille # dans la base 3.

det 5(F) = det (Matz(F)).

En reprenant les notations ci-dessous et en posant :

(1/17‘]
A=(C..IC,) ou Vje[l;n], C;=] i | =Matg(v,), ona:

Oy, j

det 5(F) = det 5(Cy| ... |C,)) = det 5(A).
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Exercice || : Soit (7, j) une base de 7.

On consideére @ = 37 + j et ¥ = i + 25. Calculer det (.5 (U, ¥). Un commentaire ?

Exercice [ : Dansle R-ev R? muni de sa base canonique B, on considere la famille = (vy, vy, v3)
avec vy = (1;0;1), v, = (2;1;3) et vg = (1;4;2).

Déterminer det 5z(F). Un commentaire ?

4 )

Proposition O : Soit E un K-ev de dimension n muni d’une base B.
L’application det 5 : E™ > K vérifie les propriétés suivantes :

‘ det 5 est linéaire par rapport a chaque variable : det 5 est n-linéaire.
det 5 est antisymétrique : la transposition de deux vecteurs change det 5 en son opposé.

On ne change pas la valeur de det 4(F) si on ajoute a un vecteur une combinaison
linéaire des autres.

Si la famille F est liée, alors det 4(F) = 0.
\ v

Théoréme Il (Caractérisation des rases) :  Soient E un K-ev de dimension n, et B une
base de E et F une famille de n vecteurs de E.

F est une basede E < det5(F) #0

Preuve : Boons B = (ey,...,¢,), F = (v,,~,v,) e considérons Qlwnicru,e %dmmTﬂAm f

[ o
Viell;n], fle;) = ;.
Notons A = Matz(f). ﬂ’mdegwnm on a :
A:Mat3<f(el)|...]f(en)> :Mat3<vl\...|vn> :Matg(?)
?WM@M&W@WW:

fesk &aa@,cb\/ue

A et inernille.

det (A) # 0.

det (Mat(7)) #0
det () 4 0.

I

LA

Exercice I3 : Justifier que la famille & de I’ exercice (12) est une base de R3.
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I11.2} Déterminant d’un endomorphisme en dimension finie

( )

Détinition/Théoreme S : Soit E un K-ev de dimension n et f un endomorphisme de E.

Le scalaire det 5(f(3B)) est indépendant de la base B de E.

On l'appelle le déterminant de f et on le note det (f).

\

Remarque :Si B = (e,...,¢,) est une base de E et f € Z(E), alors :
det (f) =det (f(ey),..., f(e,)).

Ainsi, |det (f)| est le coefficient par lequel f multiplie les volumes.

\
Exemples 3 :
n det (Idg) = det (Idg(eq), ..., Idg(e,,)) = det (eq, ..., €,,) = 1.
m det (Aldg) = det (Aeq, ..., Ae,) = A™.
m Soit p la projection sur F dans la direction de G # {0g}.
En prenant B = (eq, ..., €psCpily s e,,) une base adaptée a la somme direct E = F @ G, on obtient :
det (p) = det (p(e;), .., P(ep), Pleps1), -, Plen))
=det (ey,...,€,,0g,...,0g) =
=0.
= Soit s la symétrie par rapport & F dans la direction de G. B = (ey,...,€,,€,,1,--,€,) une base
adaptée a la somme direct E = F @ G, on obtient :
det (s) = det (s(e;), ..., s(€},), 5(€py1)s 5 8(e,,))
=det(eg, ., e, =€y 15, —€p)
— (1,
. .
Preuve : Reons B = (e1,,€,) une base de E.

Mo det 5(F(B)) = det 5(f(e1), . f(e,)) = det (Mat(f) ).
F on contidene une autre base B’ @E&P%W@Wd&@a@e@ﬂ@ﬂ’,ma:
P~'Matg(f)P = Matg (f).
M
det 4 (f(B’)) — det (MatB/(f))
det <P*1Mat3( f)P)

det (P~1)det (Matzg( f))det (P)
_ ﬁdet (Mats(f))det (P)
— det (MatB( f))

— det 5 £(5)).
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Proposition [ : Soient f, g € Z(E).

det (go f) = det (g) x det (f).

Preuve SOOAL B une Q«me de E.

On note A = Matg(f) & B = Matg(g).
Fllons,

det (go f) = det (Matg(g o f)) = det (Matz(g)Matz(f))
= det (Matg(g)) x det (Matgz(f)) = det (g)det (f).

Théoréme (3 (Caractérisation des automorphismes) :
Soit K un K-ev de dimension n, et f une application linéaire de E.
f est un isomorphisme de E < det (f) # 0.

1
det (f)

Dans ce cas, det (f1) =

Preuve : it B wne base de E.
On note A = Matg(f).

< det(A)#0
< det(f) #0.

ﬂf@t&a’e&ﬁmoﬁo’wdet(A)GM*,etomm:

_ 1 1
~det(A)  det(f)

det (f!) =det (A1)

Exercice |4+ : Calculer le déterminant des endomorphismes suivants :

fr RX] — R,X] 2] T: #,(R) — (R
P+ XP' 4P M — M
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@ APPLICATIONS

IV.1” Systémes linéaires

4 N
Rappel b : On considére un systeme linéaire AX = B de n equations & n inconnues, avec

Ae,(K).

Le systeme AX = B est dit de Cramer s’il vérifie 'une des conditions équivalentes suivantes :

(i.) A est de rang n.
(id.) A~ I,
(7ii.) A ~c1,.
(iv.) A € 9IK).

(v)

)

Pour tout B € ., ;(K), le systtme AX = B admet une unique solution.

(vi

(vii.) Le systéeme AX = On’1 admet une unique solution.

Pour tout B € ., ;(K), le systétme AX = B admet au moins une solution.

9 L’unique solution de ce systéme est alors X = A~1B.

v
Théoréme |4 : Le systéme linéaire AX = B est de Cramer si, et seulement si det (A) # 0.

On donne a présent des formules précisant la solution unique d’un tel systeme.

( Y
Proposition IS (Formules de Cramer (Hors-Proaramme)) @ Pour toute matrice carrée
inversible A € ¢I(K), la solution X = (zq, ..., x,,) du systéeme de Cramer AX = B est donnée
par :

position k
det(Cl(A),..., B ,...,Cn(A)>
Vkel|l;n], =
[tin], det (A)

|— Preuve:f’wmmeW@de&mmmAXzBm%@:

2,0, +...42,C, =
@mo@b.@ntaﬂcvw(weoBmeMmk)
Fﬂb,«'b’.mvk
1 n
det (cl,..., B ,...,cn) — det (cl,...,zxjcj,...,cn>
j=1
= Z:cjdet (Cl,...,Cj,...,Cn)
=1

== l‘kdet (017 ceey Ck’ eey C’I’L)
=z, det (A).

Comme det (A) £ 0, on obtient le nenullat soullaits.
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Exercice IS : A l'aide des formules de Cramer, résoudre le systéme :

S : —3.%1 + 1’3 == _8 .

} Equation des hyperplans vectoriels

( )
Théoréme [6 : Soit E de dimension n muni d’une base B et H = vect (v,, ..., v,,) un hyper-
plan de E.

Alors, pour tout v € E :

veH << detg(v,vy,...,v,) =0.

|— Preuve : Cout daﬁondgmﬂ“@ (U3, s0p) wmwmwwm
@%M%@Q@bwwaﬁwmwwm

det 5(v, vy, ..., v,) =0 < (0,0y,...,0,) etk lise
< v € vect (vg, ...,v,) = H.

rn

Remarque : Ainsi H est le noyau de la forme linéaire non nulle :

p: E — K
v+ det (v, vq,...,0,)
et H est défini par ’équation linéaire ¢(v) = 0.
Exercice |6 : Déterminer I’équation cartésienne :

[1] du plan vectoriel dirigé par les vecteurs v; = (1;0;—1), et vy = (1;1;1).
‘ du plan passant par les points A (1;0;0), B(0;1;0) et C(0;0;1).
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